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Compact operators in Morrey spaces 
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Abstract 

VMO閲数と特異積分作用素によって生成される交換子はモレー空間においてコンパクト
であることが知られている．本稿の目的は，このモレーコンパクト性結果を，モレー空間の閉
部分空間を使って改良することである．結果として，そのような交換子がモレー空間を異なる
層に写像することが分かる．具体的には，コンパクト交換子はモレー空間をそのティルダ閉部
分空間に写像することを報告する．また，関数空閻のコンパクト集合には種類があることを考
察する．

1 導入

まず，モレー空間の定義を思い出す． B(x,r)を半径r>Oの中心xにある開球とする． 1::; q :s; 
p < 00とし， L盆（町）ー関数fについて，そのモレーノルムは

II J IIM~ := (x,r)::!違+|~ (L(x,r) IJ(y)lqdy) q 

と定義される．モレー空間 MP（野りは，ノルム II J IIM~ が有限なすべてのf EL盆（艮門の集合で
ある．なお， M¢（町）はルベーグ空間び（町）である．交換子は，［S,T]という形式の作用素で
あり，ここでSとTは何らかの作用素である．本稿では， Sが関数aによるかけ算作用素である
場合を考える．この論文では， aがBMO（町）関数であると仮定する．すなわち， aのBMOノ
ルムは

||a||* := sup 1 J |a(y)-mB(x,r)(a)|dy < OO 
(x,r)~知 x股+|B(x,r)I JB(x,r) 

と定義される．ここで， mB(x,r)(a)はB(x,r)上での aの平均値を表す．さらに， aに対して追加
の仮定をおき， aがVMO（町）クラスに属することを要求することがある．すなわち，｛a］}芦1C 
C°°(町）が存在して， a-aJ→ 0as j→ ooとする．作用素 Tの候補として，主にふたつのク
ラスの作用素を考える．
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• KELに（町 X町＼｛（x,y)E町 X町： x=y})とする．標準的な特異積分作用素のクラ
ス核 k を持つを特異積分作用素とは以下の条件に適うび（野か有界線形作用素 Tのこと
である．

(1)すべてのfE鯰（野門に対して， supp(!)の外でほとんどいたるところ，

Tf(x) = 1n K(x,y)J(y)dy 
恥n

が成り立つ．

(2)定数 D1とD2が存在して， Kが次の 2条件を満たす．

(i) 【サイズ条件】 xヂyならば，

IK(x, y)I :<::: D叶x-y|―n

が成り立つ．

(ii) 【Hormander条件】 0< 2lx -YI < lz―叫ならば，

(1) 

(2) 

lx-yl 
IK(x,z) -K(y,z)I + IK(z,x) -K(z,y)I :S D2~ (3) 

lx-zln+l 

が成り立つ．

•O<a<n の場合の分数積分作用素 I。は適当な関数fに対して次の式

Iof(x) = j恥n|x -fし~dy (xE町）
で与えられる．

本稿で考える作用素は次のふたつである．

(4) 

• TがKを核に持つ特異積分作用素の場合， aEBMO（町）と特異積分作用素Tによって
生成される交換子 [a,T]を

[a, T]f(x) := e~W+ Ln¥R/x_}a(x) -a(y))K(x,y)f(y)dy (x E町）
C→0十記＼B(x,e)

と定義する．

•もし T が分数積分作用素 I。であるならば，

[a, T]f(x) := a(x)Iaf(x) -Ia(af)(x) 

と定義する．

2 既存の結果

既存の結果をおさらいする．

Theorem 2.1. [3] 0 < a < n, l < qさp< oo, 1 < t ~ sく oo,a E BMO（町）， Tを特異積分
作用素とする．
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1. Tを任意の特異積分作用素とする．［a,T]はMg（艮n）からMg（艮門への有界作用素である．

1 1 a t 
2.-= ---,-=2と仮定する．［a,I。]はMg（町）から Mf（町）への有界作用素である．
s p n s p 

上述の有界性はどちらの場合も aEBMO（野りであるための必要条件でもある．

Theorem 2.2. [1, 2] a E VMO（町）と仮定する以外は定理2.1と同じ設定を考える．

1. [a,T]はMg（町）から Mg（応門へのコンパクト作用素である．

1 1 a t q 
2. -=  -―ー，ー＝ーと仮定する．［a，I。]はMり（即）から Mパ恥門へのコンパクト作用素で
s p n s p 
ある．

上述のコンパクト性はどちらの場合も aEVMO（応門であるための必要条件でもある．

3 コンパクト性の改良とコンパクト集合に対するひとつの洞察

屈（町）をMり（町）における C合（町）の閉包とする．pとqが違うときはぷ匂（野l)はMり（野門
とは違う空間であることに注意されたい．われわれは次の結果を得ることができた．

Theorem 3.1. [5]定理2.2と同じ設定を考える．このとき，実際は値域をそれぞれMり（恥門と
“f（町）に置き換えることができる．

ここで，一つの洞察が生まれる．つまり， Mり（恥門におけるコンパクト集合には種類があると
いうことである．実際に， Mり（良門におけるコンパクト集合の一部は交換子によって実現される

が，それとは異なるコンパクト集合があるということである．たとえば，JoEM以艮門＼ふけ（野門
として，ランク 1の作用素

f →Jo L 11n f(y)dy 
[0,1]n 

を考えると，このコンパクト作用素に対応するコンパクト集合つまり単位球の像の閉包はふiり（野門
とは交わりが0関数しかない．

このようにMP（町）のコンパクト集合には種類があり，特徴づけは困難であるが， M叫屈門
のコンパクト集合ならば，特徴づけが可能である．

Theorem 3.2. [4]有界閉集合Kがバナッハ空間ふiり（町）におけるコンパクト集合であるため
の必要十分条件は

四OO(げfIll -fx10,R-1J―fX[R,oo) IIM~) = ~闘しげ言 Ill-f(・ -y)IIM~) = 0 

が成り立つことである．
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