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概要

本稿では，正則関数の空間に連続的に埋め込まれる準Banach関数空間を考察し，その上で定義

される重み付き合成作用素の有界性について，近年得られた結果について解説する．本研究で得た

進展として重要なのは，正則関数の空間に連続的に埋め込まれる準Banach関数空間の性質をうま

く用いることで，重み付き合成作用素の解析に力学系理論を応用することが可能となった点にあ

る．その帰結として，任意の（非自明な）準Banach空間が 1変数の整関数の空間に連続的に埋め

込まれる時，複素力学系が有界な合成作用素を誘導するのは，アフィン写像のみであることを証明

したまた，準Banach空間が無限次元の場合，かなり一般的な状況で有界重み付き合成作用素に

ついても同様の結果が得られた．さらに，ある適当な技術的仮定の下では， 2次元複素アフィン空

間上の正則関数から成る準Banach空間において，有界重み付き合成作用素を誘導する多項式自己

同型は，アフィン変換を除いて存在しないことを証明した．

1 序

本稿では，複素多様体上の正則関数の空間に連続的に含まれる準Banach空閻上において，そこで定

義される重み付き合成作用素を考察し，重み付き合成作用素の有界性と元の力学系の性質との関連性

について，近年得られた結果を解説する．本研究で判明したのは，重み付き合成作用素に有界性がある

と，元の力学系の固定点や周期点周りにおける挙動が安定したものになることである．その帰結とし

て，力学系の理論を応用することで，合成作用素に関連するいくつかの非自明な定理を得ることがで

きた

以下では，いくつか必要な概念を導入して，本稿の主結果を述べる．その他，細かい記号はこの章の
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最後に説明してある．Xをd次元複素多様体とする．“（X)はX上の正則関数の空間とし,d(X)には

広義一様収束によって定義される位相を入れる． Vを準Banach空間とする．準Banach空間とは，位

相が準ノルムから定まり，その位相に関して完備な Hausdorff位相線型空間のことである．ここで，準

ノルムとは ll・llv:V→股20で，以下の 3つの条件を満たす写像のことを言う： （1) llavllv = lal ・ llvllv, 
(2) K 2: 1が存在して llv+wllv:s: K(llvllv + llwllv)，及び，（3)llvllv =0ならばv=O.ただし，aEC，及
び，v,wEVである．本稿では常にVが“(X)の部分集合であり，包含写像 l:V→“(X)が連続であ
ると仮定する． Vの典型的な例は再生核Hilbert空間 (RKHS),Hardy空間，及び，Bergman空間であ

る（例えば，本稿の 3章や [12]を参照）．

f:X→Xを正則写像とし， uEd(X)とする．重み uの重み付き合成作用素は，v上の線形作用素

であって，｛hEV: u ・(ho f) EV}を定義域として， uC1h:= u・ (hof)と定義される．特に，重みが定

数関数 1の場合は合成作用素と呼ばれ，古くから盛んに研究されている（合成作用素の標準的な文献

は[11,35]などが挙げられる）．一般の重み付き合成作用素も様々な研究があるが，X=Cdの場合，準

Banach空閻上の重み付き合成作用素の有界性の特徴付けについて多くの研究が存在する．それらの

研究は重み付き合成作用素の有界性から元の正則写像がアフィン写像であることが従うことを示して

いる [l,6, 7, 8, 17, 18,22, 23, 25, 26,28, 30, 33, 34]．これらの研究は，Cd上の正則関数からなる関数空間

において「電み付き合成作用素が有界ならば写像がアフィン写像Jという性質が，かなり一般的な状

況下で成り立つ示唆しており，この性質が常に成り立つのかといった疑問が生じる以下の定理 1.2,

及び，定理 1.3で見るように，d=lの場合において，かなり一般的な状況でこの性質が成り立つこと

を示したさらに，定理 1.4によって，通常の合成作用素に対しては d=lの場合にこの問題を完全に

解決した

合成作用素は工学においても重要であり，例えば信号処理 [2,3,9]では比較的古くから研究されて

おり，また最近では機械学習やデータサイエンス [16,19, 21]において Koopman作用素として近年活

発に研究されている．

主定理を述べるために，いくつか記号を導入する．

~(Cり：＝〶 ca~1 …吃
n1,…,nd20 

を“(Cり上の正則微分作用素の空間とし，各n2:0に対して，

劣(Cり：＝① ca]!…吃・
n1,…,nd?_O 
n1+…＋nd:Sn 

と定義する． pEXとし，pの開近傍から Cdの開部分集合への局所複素座標¢を固定する．この時，次

のように単射線形写像 ~(Cり→ “(X)＇を

Op,q,(D)(h) := D(ho t/J―1)(</J(p)) 

と定義する．ここで， DE~(Cり， h E d(X)である．なお，本稿ではXがCdの開部分集合の時，常に

局所座標¢を標準的な包含写像として取り， 8p,¢ の代わりに opと書く．正則微分作用素の空閻から定

まる “(X)＇の部分空間を次のように定義する：

~(X)p := Op,</J(~(Cり），

劣(X)p:= op,</J（盆（Cり）．
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右辺の集合は局所座標¢の取り方に寄らないことに注意する．後に示すように（補題2.3),f* : h,-+ 

hofの双対作用素f.:= f*': d(X)'→“(X)＇は， pがfの固定点ならば，有限次元部分空間盆(X)p
を保つ．従って」~＊しま劣(X)p/::Pn-1(X)p上の線形写像g点を誘導する． n2: 0に対して， t'によって

誘導される全射線形写像を以下のように定義する：

~: ::Pn(X)p厚~-I (X) p -----+ l'（盆(X)p)/t'（クロ(X)砂．

ここで，::P-1(X)p:= {O}と定義する．

以上の準備の下，本稿の主結果である次の定理を得る：

定理1.1.p EXをfの固定点とする．次の条件を仮定する．

(1) uC1がV上の有界線形作用素となるような u(p)-I 0となる uEd(X)が存在する．

(2)無限個の n2: 0 に対して， Ker(~) c Ker(gr'rJ 

この時， dfp:T}•0(X) → Tド(X) の固有値 a は Ia|< 1を渦たす．ここで， T｝，0(X)はXのpでの複素
接ベクトルの (1,0)部分である．

条件 (2)はややテクニカルな条件だが，実際，様々な関数空間と複素力学系に対して成り立つ．例え

ば，Fock空間［6],いくつかの特別な RKHS[18,25,26,30]，あるいは，Xがリーマン面で無限次元の V

を考えると，任意の複素力学系で条件 (2)が成立する．任意の複素力学系で条件 (2)成り立つ関数空間

の例については 3章で紹介する．周期点でのヤコビ行列の固有値 aは力学系の理論において活発に

研究されている対象であり，定理 1.1の不等式を満たさない周期点を，saddle周期点，または，repelling

周期点と呼ぶ定理 1.1から分かることは，準Banach関数空閻Vcd(X)上で有界な合成作用素を誘

導する力学系は， saddleまたはrepellingな周期点を持つことができず，X上でかなり穏やかな振る舞

いをするということである．証明は，｛l'（劣(X)p)｝心oという，C'で不変な有限次元空間の昇鎖列の存

在に基づいており，これと，Vにおける準ノルムを用いて，ヤコビアンの固有値の情報を抽出すること

ができる．

X=Cの場合を考えると， 1変数複素力学系の理論を援用することで以下の定理が成り立つ．

定理1.2.V c d(<C) を無限次元であるとする．ある零点を持たない u€“(C) が存在して， uCf が V

上の有界線形作用素となるならば，ある a,bE <Cが存在して，f(z)= az+b,かつ,|al~ 1となる．

定理1.3.vc“(C)を無限次元であるとする． C上の多項式力学系f:C→Cについて，ある非零正
則関数 u€“(C) が存在して， uCf が V 上の有界線形作用素となるならば，ある a,bE <Cが存在して，

f(z) = az+b,かつ,|al~ 1となる．

重み付き合成作用素の有界性から力学系がアフィン写像になるという主張は， 1次元の場合に限ら

ず，特別なケースで既にいくつか知られていた．上の結果は， 1次元の場合にはかなり一般的な状況に

おいてにこれが真であることであることを意味しているなお，定理 1.2，及び，定理 1.3はVが有限次

元の場合には成り立たない（例えば，v＝Ce又f(z) = z2 + z, u(z) = e―gを考えよ）．ところが，次の定

理 1.4のように，重みとして定数 1を取る場合，すなわち，通常の合成作用素の場合はVが有限次元で

あっても成り立つことが証明できる．従って，複素平面上の整関数からなる準Banach空間において，
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通常の合成作用素の有界性の特徴付けの問題は完全に解決したと言える．

定理 1.4.V c d(<C)が定数関数以外の整関数を含むとする．この時合成作用素CfがV上の有界線

形作用素であるならば，ある a,b€C が存在して， f(z) = az+bである．さらに， Vが無限次元ならば，

|a| < 1である．

高次元の場合， 1次元の場合と比較して問題はより複雑になる． GLd(<C)の部分半群<§d(V)を，正則

行列AE GLd(<C) であって， bECd，及び，零点を持たない v€“(Cりが存在して， vCA(-)+b が V 上で

有界となるようなもの全体，として定義する． 2次元の場合は次の定理が得られている：

定理1.5.次の 2つ条件を仮定する：

(1) 有限個を除く全ての p€C2，及び，無限個の n~O に対して，¢が単射である

(2)閲 (V)〉c=M2(<C). 

この時，任意の多項式自己同型 f:C2 →さに対して，零点を持たない u€“(Cりが存在して， uCf

が V 上の有界線形作用素となるならば，ある A€GL2(C)，及び， b€ さが存在して， f(z) =Az+bと

なる．

ここで，f＝（f1，た） ：C2→C2について，hとたが多項式である時，多項式写像と呼ぶまた，多項
式写像fに対して，別の多項式写像g:c2→C2が存在して，fog=gof=idとなる時， fを多項式

自己同型と呼ぶ多項式自己同型全体は [15]によってその構造がよく調べられており，定理 1.5の証

明において本質的である．

本研究のポイントは合成作用素の解析と力学系の理論の橋渡しを行い，合成作用素の関数解析的な

性質を力学系の理論を用いて解析できるようにした点である．複素力学系の理論において saddle周

期点やrepelling周期点の存在は力学系の理論においても重要な問題であるが（例えば，［14,Question 

2.16]を参照），上の定理によれば，「複素力学系の saddle周期点や repelling周期点が無限個存在す

るか」というに問題が解けると自動的に「合成作用素の有界性から写像のアフィン性が出るか」とい

う問題が解けることを意味している．

本稿の構成は以下の通りである． 2章では，基本的な概念やいくつかの予備的な補題を紹介し，定理

1.1を証明する． 3章では，定理 1.1の条件(2)を満たす Vの具体的例をいくつか紹介する． 4章では，

X=<Cdの場合に焦点を当て，d=lの場合の定理 1.2と定理 1.3，定理 1.4,そして， d=2の場合の定

理 1.5を証明し，一般の dの場合に成り立つであろう予想を述べ，その現状などを紹介する．

記号

実数 (resp.複素数）の集合を戦 (resp.<C)で表す．任意の部分集合 Sc股に対して， S>o(resp. 

S~o) は S の正 (resp. 非負）の要素の集合を表す． cd の開集合上の正則関数の j 番目の変数に関

する偏微分を先で表す．サイズ dの正則複素行列 (resp.複素行列）全体の集合を GLd(<C)(resp. 

Md(C)）で表す．複素線形空間 Vの任意の部分集合 ScVに対して，〈S〉cはSによって生成され

る線形部分空間を表す．（a1,…，む） EZ~o, (z1, ・, ・,Zd)，及び，（叱，．．．，叱）に対して，ぎ：＝zf1...z;d, 



114

及び， aza：＝恐…a字と書く．位相線型空間 W に対して， W'で強位相によって位相が定義された

W の双対空間を表す．また，位相線型空間間の連続線形作用素 T:V→ W について，双対作用素を

T':W’→V'とする．

2 重み付き合成作用素の有界性と力学系の安定性

この章では，定理 1.1を証明する． Xを次元dの複素多様体とし， f:X→Xを正則写像とする． V

を準ノルム 11・ llvに関する完備な Hausdorff位相線形である準Banach空間とする．ここで，準ノルム

はll・llv:V→墨oで，以下の 3つの条件を満たす写像である： （1) llavllv = lal ・ llvllv, (2) K ~ 1が存

在して llv+wllv:s K(llvllv + llwllv)，及び，（3)llvllv = 0 のとき v=O, ただし a€C，及び， v,wEV で

ある．準 Banach空間は必ずしも局所凸であるとは限らないが，準 Banach空間上の有界線形作用素

はBanach空間でよく知られているものと同様の性質を持つことに注意する．準Banach空間は 0の

有界近傍を持つ完備な Hausdorff位相線形空間としても特徴付けられる（本稿の最後に付録として準

Banach空間の基本的事項をまとめてある．さらなる詳細は [20]を参照されたい）．最初に述べたよう

に，VC d(X)として，包含写像 t:VY  d(X)は連続であると仮定する． Vの典型的な例については，

3章で詳しく述べる．

補題2.1.p E (Cdとし， UC(Cdをpの開近傍とする． F:U→Crを正則写像とし， h,u:U→Cを正

則関数とする．すると，任意の祝．．．Oz;nE !?Jn(Cり(ijE {l,…，d}）に対して， Uから !?Jn-1(Cりへの

正則写像Dnが存在し，すべての pEUに対して

(dz,, ・ ・ ・ dz,.)(u ・ (h oF))(p) -u(p) [ (]]羞ん・ザ］（F(p)) + (Dn(P)h)(F(p)). (2.1) 
j=l 

が成り立つ．
r OFm 

azIFp.a :＝ E(P)aZm €気(Cり，
m=laZj 

ここで， F=(F¥…,Fりであり， FjE d(U) (j = 1,…，r)とする．

Proof.まずU=lと仮定する．一般の場合は，Leibniz則からすぐに従う．帰納法で証明する． n=lの

場合，連鎖律からすぐに導かれ，D1=0となる． n=k>lの場合． D= dz,z... Oz,kと置く． pEUを固

定し， pぃ＝ p+te;1 とする．ここで t€C であり， eh は h 番目の成分が 1 で他の成分が 0 のベクトル

である．すると，帰納法の仮定により，十分小さな tに対して，

D(hoF)(Pt)-［（加JFp,・ザ］（F(p1)) + (Dk-t(P1)h)(F(p1)). (2.2) 

となるような Dk-I:U→クい（び）が存在する．uから !?Jk-1(Cりへの正則関数を

Dk(P)：＝蓋｛叩(Pt)-n仇FPt.a)} + （五Fp,-iJ) ・Dk-1(p). 
j=l t=O 

と定義する．式(2.2)にd/dtlt=Oを適用し，直接計算により，n=kの場合の式 (2.1)が得られる． ロ
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注意2.2.なお上の補題は，天下り的ではあるが，多変数版のFaadiBruno公式 [10,Theorem 2.1]を用

いた直接計算でも証明することができる．

u E d(X)に対して，uf*(h):=u・(hof)によって uf*を定義する．すると，uf*は明らかに “(X)

上の連続線形作用素である．従って，双対作用素 (uf*)':d(X)＇→“(X)'も連続線形作用素である．
uCfの定義域上では，（uf*)i= i(uCJ)であることに注意する．

補題2.1とLeibniz則から次の主張が得られる：

補題2.3.p EXをfの固定点すなわち，f(p)= pとする．“（X)のuを固定する．¢をpの開近傍か

らCdの開部分集合への双正則写像とする．この時任意の dz;,・ ・ ・ dz;n E !'≫n(Cり (ijE {1,...,d}）に

対して，

(u「)＇［8p,¢ （祝・ •.a,in)l -Op,q> (u(p)り因f:(p)•o)) E叫 (X)p- (2.3) 

ここで，戸：＝¢ofo¢―lは¢(p)の十分小さい近傍で定義され，その他の記号は補題2.1に従う．

Proof. h E d(X) とする．定義により， D€ ク(Cりの場合，

((uf*)'op,q,(D))(h) =D(uq, ・ (hq, ofef>))(p), 

ここで()¢は（）碕―lを表す．従って，補題2.1により，（2.3)が得られる．

次の系が得られる：

系2.4.補題2.3と同じ記号を用いる．すると，次の式が成り立つ：

(u「)＇噂 (X)p)C盆(X)p-

さらに，gr[i;-g(x)p]上でgr(uf')'=u(p)grf本であり，次の可換図式が得られる：

gr[i;-g (X) pl ~ gr[i;-g(x)p] 
gr(uf*)' 

] 竺

C[t1,．．．，td] U三 c[h,1.．，t叶

口

ここで，垂直方向の矢印は対応 ta→8p,q,(aza)によって定義され， S(dft(P))は対応 ti→ 

E!=l脊(cp(p)）伽によって定義される (C[t1,..,,td]上の線形写像である．
Proof補題 2.3により，（uf*)'（盆(X)p)C劣(X)pは明らかである．（2.3)により， gr(uf')'はazaを

u(p)（みJt(p)・かに写すため，第二の主張も成り立つことが分かる． ロ

以上の準備の下，定理 1.1の証明を与える：

定理1.1の証明．補題2.4により，任意のn:0::0に対して，0=/ Vn E gr"[i;-g(x)p]が存在し，

的，（％） ＝ばVn,
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Wn := ~(vn) とすると，

g心Cj)'(wn)=,c;gr0吋＊），（％）＝u(p)anwn, 

カゞ1尋られる． Vn~ Ker(grf,*)であるため，無限個のn2".0でWn-/c0となる． ll(uCJ)'ll2:: llgr(uc1ylloであ

ることに注意する（命題A.14参照）．ここで，ノルム II・II (resp. 11 ・ llo)は，V'における作用素ノルム
(resp.,c;の像における作用素ノルム）である，従って，Wn-/c 0となる任意のn2".0に対して，

lu(p) ll/n ・ lal ::; II (uCJ)'111/n_ 

u(p) i= 0であり，（2.4)が無限個の nに対して成り立っため,|al::; 1が得られる．

心

口

Q‘ 

一般に定理 1.1の(2)が成り立つかどうかは Vに依る問題である． 3章において，重要な例をいく

つか紹介するが， 1次元連結複素多様体の場合は，Vが無限次元という仮定のみで常に定理 1.1の条件

(2)が成立することを以下で示す．まず，準備として次の補題を証明する：

補題2.5.V C d(X)を連続包含写像 l:VYJZl(X)を持つ準Banach空間とする．この時， Vが無限

次元であることと，無限個の n~O に対して

l'噂 (X)p)/1'（[≫n-1(X)砂＃0

が成立することが必要かつ十分である．

Proof.十分性は明らかなので，必要性のみ証明する．任意のn2k+lに対して，

t'（劣(X)p)/t’(~n-1(X)p) = 0. 

となるような k20が存在すると仮定する．すると，

t' (~(X)p) = t'直 (X)p)- (2.5) 

となることが分かる．pにおける局所座標¢を用いてh(a)(p):= 8p,qi(aza)(h)と定義し，線形写像を

F:V→ ④ IC; h c-+ (h(al(p))lal:<'.k' 
aEZi。
lal:<'.k 

によって定義する． F(h)= 0ならば，（2.5)により，Fのpにおけるテイラー展開が0になることが分

かる．従って，Xが連結であるため，Fが単射であることが示される．故に，Vは有限次元である． ロ

次のように， 1次元の場合はVが無限次元ならば常に定理 1.1の条件 (2)が成立する：

系2.6.Xが 1次元の連結な複素多様体であると仮定する．この時 Vが無限次元ならば，無限個の

n20 に対して Ker(~)={O}が成り立つ．

Proof盆(X)p厚口(X)pは常に 1次元であり，¢はt'（盆(X)p)/1'（クい(X)p)への全射線形写像で

あるため，¢が単射となるのは，

l'噂 (X)p)/i’(クい(X)p)=J 0 

となる場合に限る．従って，この系は補題2.5から直ちに導かれる． 口
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3 正則関数の空間に連続的に含まれる関数空間

本節では，X上の関数空間で“(X)に連続的に含まれるいくつかの重要かつ典型的な例を紹介する．

3.1 RKHSの理論

具体的な例を紹介する前に，RKHSの理論について簡単に復習をしておく． RKHSの理論は,d(X)

に連続的に含まれる Hilbert空間を棉築できる典型的な理論的な枠組みの 1つである． RKHSの理論

そのものはかなり一般的な設定の下で展開されるが，ここでは本稿で必要な部分のみ紹介する．詳細

は，例えば，［27]を参照されたい．

定義3.1.Xを任意の抽象的な空でない集合とし， k:XxX→Cを写像とする． Kが任意の有限個の
Pl,・・・,Pn EXに対して，行列 (k(p;,Pj))i,j=l,...,nが半正定値エルミート行列である時，Kを正定値カー

ネルと呼ぶ

Moore-Aronszajnの定理として知られている古典的な結果があり，任意の正定値カーネルKに対し

て，次の 2つの条件が成立するような，X上の C値関数から成る Hilbert空間Hkが一意的に存在する

ことが知られている．

(1)任意の pEXに対して，写像kp:=k(p，・）はHkの要素である．

(2)任意の pEX，及び，hE凡に対して，〈h,kp屈＝h(p)が成立する．

Hkを再生核Hilbert空間 (reproducingkernel Hilbert space)，略して，RKHSと呼ぶ

注意3.2.正定値カーネルKを一つ固定する．抽象的な Hilbert空閻Hと〈cp(p),cp(p'）〉H=k(p,p'）を

満たす写像 cp:X→Hが存在し， cp(X)によって生成される線形部分空間がHで祠密であるとする．
すると，対応 <p(p)→KPはHから Hkへの Hilbert空間としての同型写像を定める．従って，Hilbert空
間として， RKHSは「〈cp(p)'cp(p'）〉H=k(p,p')を満たし， cp(X)によって生成される線形部分空間が

Hで桐密である」という性質を満たすHilbert空間Hと写像 cp:X→Hのペア (H,cp)としても特徴
付けられる． cpはしばしば特徴写像と呼ばれる．

本稿では，任意のpEXに対して kpE d(X)である時，正定値カーネルKが正則であると言う． Kが

正則な正定値カーネルならば，KはXxX上の関数として第 1変数に関して反正則であることに注意

する． Hkの各元はKの正則性を受け継ぐ，すなわち，次の命題が成り立つ：

命題3.3.Xが複素多様体であり， k:XxX→Cが正則な正定値カーネルであるとする．この時 Hkは
d(X)に含まれる．さらに，自然な包含写像Hk→“(X)は連続である．

Proof. [27, Theorem 2.6, 2.7]から導かれる． ロ

正則な正定値カーネルに付随する RKHSは,d(X)の部分空間として実現される Hilbert空間とし

て特徴付けられる．つまり，次の命題が成り立つ．
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命題3.4.Xを複素多様体とするこの時， k>--+凡による対応は， X上の正則な正定値カーネルと，

.szl(X)に連続的に含まれる Hilbert空間との間の一対一対応を与える．

Proof. k→凡の逆対応を構成する． HC.szl(X)を，包含H'----+.szl(X)が迎続であるような Hilbert空

閻とする． pEXに対して，H上の線形汎関数h→h(p)は連続である．従って，Rieszの表現定理によ

り， kp EHが存在して〈h,k砂H=h(p)を満たす．この時k(p,p'):=〈kp,kp'切は明らかにX上の

正定値カーネルである． HC.szl(X)であるので，Kは明らかにXxX上の第 1変数について反正則関

数，第2変数については正則である． RKHSの一意性により H＝凡が成り立つ． 口

HkはHilbert空間であるため，Rieszの表現定理を用いてHfcを凡と同一視できる（この同一視は

反線形であることに注意）．この同一視を用いて， t'（?2(X)p)の元は次の補題のように明示的に書くこ

とができる：

命題3.5.Xを複素多様体とし，凡をX上の正則な正定値カーネルKに関連する RKHSとする． Riesz

の表現定理を用いてH{を凡と同一視する． t:Hk'-+ d(X)を包含写像とする．すると，任意のpEX,

DE飢X)p,及び，PoEXに対して，
11 (D)(po) = D(kp0). 

となる．

Proof.定義より， i'(D)(po)=〈i'(D),kp0励＝D(kp0)となる． 口

3.2 形式的幕級数によって定義された正定値カーネル

ここでは，形式的幕級数によって定義された正定値カーネルを考える．これはさまざまな典型的な

正定値カーネルを含み，［26,30]で扱われている RKHSのカーネルの拡張と見倣せる．

<I>(z) = Eacaぎを複素関数とし，needを0の開近傍とする．任意のzE Qに対して，次の級数

゜
<1>(lz1 12, ・ ・ ・, lzdド）＝ L calzl2a, 

nE謬。

が絶対収束し，

Ca凶0が任意の aE認。で成り立つ．

と仮定する．この時， Q上の正則正定値カーネルを次のように定義できる：

k(z, w) :=<I>(可WJ,..．，百叩）．

(3.1) 

(3.2) 

注意3.6.実際，条件(3.1)は，（3.2)で定義される k(z,w)の正定値性に対する必要十分条件である．す

なわち， Q上の任意の正則関数に対して， k(z,w) :=<I>(可W]，…，百Wd)が正定値カーネルとなるなら

ば，係数Cn1,…，ndは非負である．実際，十分に小さな正の数£>0を取り，e(0):= (£ein10,...,£eind0)と

置く． Kが正定値でならば次が成り立つ：

Cn,,...,nd = 4がe；臣j［［冗eい (fi-</l)k(e(0),e(c/>))d0dc/>2: 0. 
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これは，条件(3.1)が成り立つことを意味する．

認。の部分集合を

“》:=｛nE認o:Cn =/ O}. 

として，ダ中に対する次の仮定を考える：

(3.3) 

仮定3.7.任意の真部分集合I<;;{l,...,d}と要素aE Z~0 に対して， XE ダ中であって，すべて iEI で

坊＝ aiとなるものが無限個ある．

例えば，超越的な整関数¢に対する <l>(z)= c/J (z1+…＋Zd)は，この仮定を満たし，［26,30]で扱われ

る正定値カーネルもこの形をしていることに注意するまた，開球や多重円板上の Bergmanカーネル

もこの仮定を満たす．次の命題により，仮定3.7を満たすならば定理 1.1の条件2が成立することが分

かる：

命題3.8.上述の記号を用いる．任意のpEQ,及び， aEZ邸に対して，

l1 (op(aza)) (w)＝研(aza<I>)（酉W1,…，瓦i四）

が成り立つ．ここで， Rieszの表現定理（反線形同型によって） H{=Hkとみなしている．さらに，集合

パぃが仮定3.7を満たす場合，任意のp=/-〇に対して， l＇|o≫(X)pは単射である（従って，任意の n2: 0で
¢は単射である）．特に， Q上の任意の正則写像fに対して，定理1.1の条件(2)が成り立つ．

Proof最初の式は命題3.5から導かれる．次に，第二の主張を証明する． pE (Cd¥ {0}とする．任意の

Q E (C[t1,...,tJ]に対して，

t⑱ (Q(az)) = [Ii;;研 (aza<I>)（酉W1,．．．，丙叩），
a 

であるため，仮定3.7を満たす任意の <I>とQ(t)= Eabata E C[t1,…J叶に対して，

Lbaw嘔za<I>)（酉Wl,・..，西w叶＝0
a 

(3.4) 

から ba=0が任意の aで成り立つことを示せば良い． dの帰納法によりこれを証明する． d=lの場

合，式(3.4)は

CmP『E如m(m-l)・・・(m-a+l)=0 
a 

がすべての m;:::aに対して成り立つことと同値である．仮定 3.7により，Pl-/0，及び，Cm#0となる

P1,Cmは無限個存在するため，ba=0が得られる．次に，d>lの場合を考える．ここではPl#0の場

合のみを扱う．他の場合も同様に証明される． Q-10と仮定する．すると， Qo(t1,,..,td-t,0)-/0であ

り，Q=t:iQoとなる QoE (['.[t1,．．．，位］が存在する． Qo:= Eab~ta とおく．この時，次の式が得られる．

wiとb'a研（叩（叱cl>））（酉W1,．．．，加叩） ＝と如研(azacl>)（西W1,...，西w心
a a 

=0. 
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従って，次の式が得られる．

[b~w町叩（叱<I>)) （酉W1, …，西w心＝ 0.
a 

刑Zt,...,Zd-1):= o;d<I>(z1,...,Zd-1, 0)とおく．甲もまた仮定 3.7を満たすことに注意する．上記の式

においてWdに0を代入すると，次の式が得られる．

L b~w噂z呼）（応1,・ ・ ・,Pd=-i"Wd-1) = 0. 
a 
ad=O 

この等式は9<I>＝屯及び， Q= Qo(t1,...,td-1,0)の場合の（3.4)に対応する．従って，帰納法の仮定に

より，ad=f 0を持つ任意の a=Oに対して％＝0となるが，これはQo(t]，…，tJ-1,0)ヂ0であること
と矛盾する． ロ

3.3 測度のフーリエ変換から定義される正定値カーネル

ある a=(aい •,ad) E望。に対して，

fne』 |dμ(i;)< oo. 
を満たす配上のボレル測度μを考える．［a:={z = (Zj)1=1 E Cd: IIm(z;)I＜佑｝上の正則な正定値

カーネルを次のように定義する．

k(z, w) := kd ei(z―而）・洵 dµ(~).
剛

ここで，z,WE (Cdに対して，x・y:=zT wとする．

対応kp>--+ eiP・どは同型 （注意3.2参照）．

p:Hk 竺 L2(µ);kp → eiP•こ

を導くことに注意する．この時，次の命題が成立する．

命題 3.9.Rieszの現定理（反線形同型を介して）を用いて HfをHkとみなす．すると，任意の

Q E (C[t1,,,,,td],及び， pE ITaに対して，

pt'（ふ (Q（み）））＝り(i~)e'P·~ ・ (3.5) 

ここで，~=（も）J であり，各もは L召µ)内のもの同値類である．さらに， C［ふ，．．．，品］が L召µ)に単
射に埋め込まれる時，すべてのpE][aに対して t'|ク（lfa)pが単射となり，任意の n20に対して灼が単

射である特に，定理1.1の条件 (2)がlla上の任意の正則写像fに対して成り立つ．

Proofまず，hEHkに対して，p(h)は

h(x)= Ldp(h) （~)e―ix• こ dµ （~)
ffi.d 
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によって特徴づけられる L刊μ)の元であることに注意する． k(x,y)= f ei(x-y)紐µ（~)であるから，補
題3.5により，次が成り立つ：

⑯ (Q(ox)))(x) = kd Q(io;)eip·~e-ix渾 dµ （こ）．
JR.d 

先の注意から (3.5)が成り立つことが分かる． 2つ目の主張は明らかである． 口

[7, 9, 17, 18, 25]においては，上で紹介した RKHSにおける合成作用素が考察されている．ま

た，［17,25]で扱われている関数空間は，上のタイプと本質的に等しい RKHSであり，μを Dirac測度

の和で適切に定義して zr-+izと変数変換することで [17,25]の取り扱うカーネルに変換することがで

きる．

3.4 Fock空間

ここでは，Hilbert空間にならない準Banach空間の典型例として Fock空間を紹介する． AをCd上

のLebesgure測度とする． a>Oのとき，

知：＝げ）deaz, 

とし，（3.2)で定義された Kを用いる． O<qさ00，及び，hE“(Cりに対して，次のように定義する．

£d lh(z)刊e―aqlzl2;2dA(z) < oo if q < oo, 

||h||q,a :＝{ s;； |h(z)|e―a|z|2/2 ifq = 00. 
zEICd 

そこで，O<q:S:ooに対して，

瑶：＝｛h E d(Cd) : llhllq,a < 00} • 

すると，任意の h€F忍，及び， p E (Cdに対して，次の式が成り立つ（例えば，［24,Theorem 8]を参照） ： 

h(p) = kdh(z)仰(z)e―alzl2dA(z).
cd 

特に，F忍は“(X)の連続的に含まれる部分空間であり，任意の QE (C[t1,．．．，位］に対して，

Q（み）h(p)=kdh(z)~e—alzl2 dA(z) 
cd 

(3.6) 

が成り立つ．特に， l＇（ふ (Q（み））） E(Fa)＇は，（ 3.6)の右側の積分を介して関数豆(az)kp(z)によって表

され，従って，次の命題が得られる：

命題3.10.a> 0,及び， O<q:Sooとする． Fock空間F名に対して，線形写像¢は，任意の pEC叫及

び， n2 0に対して単射である．特に， Cd上の任意の正則写像fに対して，定理1.1の条件 (2)が成り

立つ．

Proof. l'|r≫(X)pが単射であることを示せば十分である． t'（ふ(Q（み））） ＝0は，Q(az)ん(z)= 0の場合
に限られる． KPしま零点を持たないため，Q(az)kp(z) = Oは， Q=Oの場合に限られる． ロ
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4 複素アフィン空間における重み付き有界合成作用素

本節では，X＝での場合に話を移し，重み付き合成作用素の有界性に関する結果の証明を述べる．

まず， 1次元の場合の定理 1.2，定理 1.3,そして，定理 1.4の証明を与える．次に， 2次元の場合の定理

1.5の証明を与え，最後に，一般次元の場合についての予想を述べて本稿の結びとする．

4.1 1次元の場合

この説ではf:C→Cを正則写像とする． !Jlr(f):= {p E IC: f'(p) = p,|（「)＇（P)I> 1}とする．さ
らに，!Jl(f):= Ur>O況 (f)として，Jf:＝勿(f）と定義する．JfはfのJulia集合と呼ばれる集合と一致

することが知られており，さらに，fがアフィン写像でないならばみは孤立点を持たない非空閉集合

であることが知られている（例えば，［4,Theorem 6.9.2], [29, Theorem 1.20]参照）．この事実から，次

の命題が直ちに従う：

命題4.1.11 = 0であるための必要十分条件はa,bE ICが存在して，f(z)=az+b かつ |al~ 1である．

定理 1.1と定理2.6を組み合わせることで直ちに次の補題を得る：

補題4.2.V を無限次元とする．ある U€“(C) と r~l に対して， uCr が V 上の有界線形作用素であ

るならば

況(f)C {z E IC: u(z) = O} 

が成り立つ．

補題4.2と命題4.1より，定理 1.2，及び，定理 1.3が証明できる：

定理1.2の証明．補題4.2と命題4.1から直ちに従う． 口

定理1.3の証明． f(z)=az+b (a,b EC, lal:::; 1) という形でないと仮定する．すると，勿(f)は無限

集合である． u,(z):= u(z)u(f (z)）…u(f'-1(z)）とおく．（uCfY=UrcfrはV上の有界線形作用素であ

るから，補題4.2により，任意の r2: 1に対して，勿r(f）の元は Urの零点である．ここから，uはみに

無限個のゼロ点を持つことが次の議論で分かる：実際，任意の素数qについて，pE PA!q(f)＼PA!1 (f)が

存在して u(p)= 0を示せば良い．任意のp'E吼q(f)＼PA!1(f)について，Uq(p')= 0であり，従って，あ

る〇::;r < q-1が存在して u(f'(p'))= 0となる． f'(p')E PA!q(f)＼PA!1 (f)であるから，p= f'(p'）と

すれば良い．一方，fが多項式のならばJfはコンパクトである（例えば，［13,(1)］を参照）．故に， U三 0

となり矛盾する ロ

注意4.3. ここでは，［22]の結果の別証明として，補題4.2と命題4.1,及び，［32,Theoreml]を用いて，

Fock空間F凸上で uCJが有界性から fのアフィン性を証明する方法を紹介する． VをPock空間

F?/2とする．［32]において，UCJがV上で有界であるためには次の不等式を満たすことが必要かつ十

分であることが示されている：

B八u)：＝sup f |u(z)|2|ef(z)w／平e―|wl2/2e―|zl2/2dA(z) < oo, 
wEICJIC 
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ここで dAはC上の Lebesgue測度である． fがf(z)= az+b（ただし |al-<;1)という形でない

と仮定する．命題 4.1より，ある r2'. 1でpE勿r(f)が存在する．この時， j=O,…，r-lに対して

v(P(P))=I=〇を満たす整関数vが存在し，

u(z) = (z-Pr1 (z-f(p)r2 ・ ・ ・ (z-f'-1(p) r v(z) 
が成り立つ．ただし， m1,...,mrは非負の整数である． vr(z):= v(z)v(f (z)）…v(F-1(z)）とおく．する

と，BJり<~が容易に分かり，vCJが有界であることが分かる．従って，（vCfY=Vrcfrが有界である．

Vr(P)=I=〇となるが，これは，補題4.2に矛盾する．故に，J(z)= az+b（ただし |al-<;1)である．

最後に定理 1.4を証明する．

定理1.4の証明． Vが無限次元の場合には，定理 1.2によって主張が成立するので， Vが有限次元の

場合を証明する． fがアフィン写像でないと仮定するまず， v内の定数でない整関数 hと入 EC

が存在し， C1[h]＝入hとなると仮定する．ある n2'. 1に対して『(p)= p, h(p)=I=〇となる pECが

存在する．そこで， h(p)= h(『（p))＝かh(p)となり，が＝ 1となる． F もアフィン写像でないか

ら，［4,Theorem 4.2.7]，及び，［29,Theorem 1.7]より，ある zECが存在して，JfはUm;::,:of-mn({ Z}）の

閉包に含まれる．従って， h(Jr)C {h(z)｝であり， hは定数関数となるので矛盾する．次に，定数関数

以外の CJの固有関数が存在しないと仮定する．すると，CJの固有値は 1のみであり，（CJ―I戸の核

の元となる非定数閲数gEVであって，（CJ―I)gが 1となるものが存在する． h:= (CJ―I)gとする

と， C1[h]= h+ lとなる． fの周期点を pECとする．周期を r>0,すなわち， f'(p)= pとすると，

h(p) = c1[h](p) = h(p) +rが得られるため， r=Oとなり，再び矛盾が生じる． ロ

4.2 高次元の場合

まず，定理 1.5を証明する：

定理1.5の証明． c2上のアフィン写像でない多項式同型 fを考える．［15]によれば， reducedword 

(g1,…，gn) ([15, Definition, p.69]を参照）によって，f=gno•••og1 と書くことができる．ここで，各

giは上三角でない正則行列，または，初等変換（以下で説明する）のいずれかである．初等変換は多項

式の自己同型であり，次の形をしているものである：

eQ,a,b,c(x,y) := (ax+Q(y),by+c), 

ここで，a,b,cECでabi= 0であり， Qは次数が 1より大きい多項式である．
もし nが偶数ならば， fはcyclicallyreducedな元と共役である [15,p.70]．従って，［15,Theorem 

2.6]により，fは一般化Henon写像の有限個の合成hQi,bto ・ ・ ・ o hQ池rとなる．ここで，hQ,bは次のよ

うに定義される：

hQ,b(x,y) = (Q(x)-by,x). 

ただし，bECでabi= 0であり， Qは次数が 1より大きい多項式である．［5,Theorem 3.4]により，周期
rの周期点pEC2が無限に存在し，df；の固有値の絶対値が 1より大きくなる．従って，定理 1.1より，

fは零点を持たない uに対して，uC1はV有界線形作用素となり得ない．
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次に， nが奇数であると仮定する．この時は， gnが正則行列または初等変換である 2つのケース

を考える．最初に gnが正則行列であると仮定するもし g1gnが上三角行列でなければ， g；；汀gnは
cyclically reducedな元に共役であり，上記の議論と同様に， uCJは有界になり得ない．一方，g屯nが上

三角行列であるとすると，gnが次の形であると仮定できる：

gn = (~ -t) (~ ~)(~ ~) 
任意のA=(aij)に対して，

(~「） (:>::~) (~ -t) = (: -a21a2-a(:11 -a22)+s12) 
であるから，後で証明する補題 4.4により， g；；1Agnが上三角行列でないような AE <§2(V)が存在
する．従って，ある零点を持たない VE“（さ）と bE IC2が存在して， vChが有界となる（ただし，

h(z) :=Az+b)．ここで，［15,Theorem 2.6]を用いると，

g;;1 oho f ogn = (g;;1 oho gn) ogn-1 o.. ・ o (g2 ogふ）

が一般化Henon写像の有限個の合成に共役であることが分かるまた，（vCh)(uC1)= (vh*(u))Chofで

あることにも注意する．以上より，定理 1.1を用いると，（vh*(u))Chofは有界線形作用素になり得ない

ので， uCfもまた有界線形作用素でないことが分かる．次に，gnが初等変換であると仮定する．後で示

す補題4.4により，A=(aij)でa21-/ 0となるような AE <.12(V)が存在する．よって，ある零点を持

たない v€“(Cりと b E <C2が存在して， vChが有界となる（ただし， h(z):=Az+b)．すると， hof

は[15，定理2.6]により，一般化Henon写像の有限個の合成と共役となる．従って， uCfは上記と同様

に有界線形作用素になり得ないことが分かる． ロ

次の補題は，上の定理 1.5の証明で用いる．

補題4.4.<.§ C GL2(<C)を部分半群とする． S=(sij)E<.1に対して，

叫：＝ ｛a E <C: s21a臼 (s11-s22)a-s12 =0} 

とする． この時，呟〉c=M2(C)が成立するための必要十分条件は， nsEが恥＝ 0であり，かつ，

B = (bij) E <.§でb21-/0となるものが存在することである．

Proof. S = (sij)について， aが方程式s21a2 + (s11 -s22)a-s12 = 0を満たすのは，入＃0であるよう

な入が存在して，（1,a)(S —入）＝ 0 が成立する場合に限る．実際， a が先の方程式を満たすことは，

s2ぷ＋（s11-s22)a -s12 = det (sii +/21 a s12+;22a) 

=0, 

と同値であるから，これは，ある入ヂ0が存在して

入(1,a)= (1,a)（悶：：：）．
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と同値である．以下では，C2の任意の要素を横ベクトルとみなす．まず，必要性を証明する． nsEが恥＃

0と仮定する． aE nsEが恥を一つ固定する．すると，任意のBE〈gたに対して，

(1, a)B＝袖（l,a)

0 1 
が成り立つ．ここから，（。。）は〈gたに含まれない，すなわち，呟〉c# M2(C)が分かる．

B=（加） €g で b21 i= 0となるものが存在しないならば，憚〉cの任意の元は上三角行列となるので，
同様に〈ダ〉c#M2(C）が分かる．次に十分性を証明する． nsEが恥＝0と仮定し，さらに，B= (bij) E (§ 

で b21i= 0となるものを 1つとって固定する．叫Bc/= 0は線形代数の一般論からすぐに分かるの

で， aE si(B を取り， v:=(l,a) とし，さらに， vB ＝入v となるような入 EC を取る． a€ nAEC+CB辺A

であるから， nsEが恥＝0より， CEWでC(/_ C+CBとなるものが存在する． M2(C)は2次元で

あるから DEWであって， D(j_C+CB+CCとなる Dが存在することを示せば十分である．仮

に， BC(j_C+CB+CCであれば， BCをDとすれば良い．そこで， BC=a+bB+cCとなるような

a,b,cECの存在を仮定する．この時，

vBC＝入vC=av+b入v+cvC

が成り立ち，従って，

(入-c)vC=(a+b入）v

となる．入＃ Cならば，vC=(入-c)-1(a+b入）vより，aE siteとなり，aE辺Bn5ilcとなる．入＝ Cの場

合，a=-b入となることが分かり，次の式が得られる：

(入-B)(b-C)= 0. 

w=b五1(0,1)(入-B)= (1,/3)とする．すると，w(b-C)=0，すなわち， P€ 凶戸であり， W（入— B) ECw 

または C=bが成り立つ．以上から， p,または， aは北汀直cに含まれることが分かる．従って，

si(B n叫ヂ0が導かれる．故に，任意のC'EC+CB+CCに対して，辺Bnsitcn叫:'i=0であるが，仮定
nsEが恥＝0より，DEWでD(/.C+CB+CCとなるものが存在することが分かる． ロ

定理 1.5の高次元版が，多項式自己同型だけでなく，任意の複素力学系の場合にも成り立つかどうか

は興味深い問題である．一般には未解決であるが，次の予想が成り立つと期待している：

予想4.5.Vcd(Cりを準Banach空間とし，包含写像が連続であるとする．次の条件を仮定する：

(1) 任意の有限個を除く p€ でと無限個の n2: 0に対して，¢が単射である．

(2) Md((C)＝⑯(V)〉c.

この時，任意の複素力学系f:(Cd → Cd に対して，零点を持たない u€“(Cりが存在して uCf が有界

であれば，ある A€GLd(C)，及び， bE (Cdが存在して， f(z)=Az+bとなる．

予想4.5の解決には，複素力学系の理論が非常に有効なアプローチと考えられ，この予想に関連する

複素力学系の問題として「Cd上のアフィン写像でない複素力学系に適当な正則行列を合成すると，無

限個の repellingまたは saddle周期点を持つか」というものが考えられる．この問題はまだ未解決で
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あると思われるが，複素力学系がいつ repellingまたは saddle周期点を持つかというのは重要な問題

でもある ([14,Question 2.16]参照）．

予想 4.5は特別な準Banach空間で実際に証明されていることにも注意する． VがFock空間の場

合，［33,34]において，重み付き合成作用素が可逆またはユニタリであるという仮定の下で証明されて

いる．また，合成作用素，すなわち， U三 1の場合はさらに多くの結果が知られている例えば，［6,8]で

は， Fock空間と Fock-Sobolev空間について予想を証明しており，［26,30]では，RKHSであってカー

ネルが整関数<I>を用いて kにw)=<1>(t加りとなる形のものについてこの予想を証明してぃる（この

RKHSは3.2章で取り扱ったカーネルの特別な形である）．本稿執筆者も共著に加わっている [18]で

は， 3.3章で紹介した RKHSについて考察し，ある技術的な仮定を満たす場合に，複素力学系の理論を

用いずに予想を証明している．そこでは，条件〈望d(V)〉<C= Md(C)も現れるが，別の文脈でこの条件を

導入していることに注意する．予想4.5が正しければ，その論文の主結果 [18,Theorem 1]を大輻に拡

張することができ，特に，［18]でAssumption(B)と呼ばれる技術的仮定を外すことができる．
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A 準 Banach空間

ここでは，準Banach空間の定義とその基本的な性質をまとめる．ここでは，常に C上の線形空間を

考える．準Banach空間理論のさらなる詳細については，［20]を参照されたい．

定義A.1.VをHausdorff位相線形空間とする． Vが0の有界近傍を持つ場合，Vは局所有界空間であ

ると言う．ここで，部分集合SCVは，任意の 0の近傍Uに対して， ScaVとなるような a>Oが存

在する時，Sは有界であると言う．

注意A.2. [20, Corollary, p.5]より，局所有界空間は距離化可能であることが知られている．

ここで，

定義 A.3.Vを線形空間とする． Vの準ノルムとは， 11・llv: V→良20-C:,以下の 3つの条件を満た

す写像である： （1) llavllv = lal ・ llvllv, (2) K:;:, 1が存在して llv+wllv.::::K(llvllv + llwllv)，及び，（3)

llvllv =0のとき v=O,ただし a€C，及び， v,wEV である．

準ノルムを用いると，｛｛vEV: llvll < R} : R > 0}を0の開近傍系として，Vに位相線形空間の構造

が定められる．位相線形空間Vの位相が，ある準ノルム 11・ llvによるものと一致する時， Vは準ノルム

空間であると言う．準ノルム空間は明らかに Hausdorff局所有界空間であるが，逆も成立する．すなわ

ち，次の命題が成り立つ：

命題A.4.Hausdorff位相線形空間 Vが局所有界空間であることと Vが準ノルム空間であることは必
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要かつ十分である．

Proof.必要性を示す．すべての Ia|こlに対して，aBcBを満たす 0の有界近傍Bevを取る．する

と， llvll:=inf｛入＞0：入-1vEB}はV上の準ノルムとなる．実際，Bの定義により，第一，及び，第三の

条件は明らかである．第二の条件は，B+BcKBを満たす正の数K>Oを考えれば良い． ロ

次の命題はほぼ自明であるが注意しておく：

命題A.5.Vを準ノルム空間とし， 11・ llvをVの準ノルムとする．別の準ノルム II・ IIがVの同じ位相

を定めるための必要十分条件は， c1,c2> 0が存在して，任意の vEVに対して c1llvll <::: llvllv <::: c2 llvll 

である．

準Banach空間の定義は次の通りである：

定義A.6.完備な準ノルム空間を準Banach空間であるという．

注意A.7.命類A.4より，準Banach空間は，準ノルムを用いなくてもより内在的的な位相の言葉を用

いて，完備局所有界空間とも定義できる．

この節の残りの部分では，常に Vを準Banach空間と仮定し，準ノルムを 11・ llvと書く．準Banach

空間は，通常のBanach空間と類似した性質を多く持っており，以下ではそれらについて概説する．な

お，一般にHahn-Banachの定理は成立しないことが知られている．

命題A.8.準Banach空間Vと閉部分空間WcVを考える．この時， w,及び， V/Wもまた準Banach

空間である．

Proof.注意A.7より，完備かつ局所有界であることを示せば良い．w，及び，V/Wの局所有界性は明ら
かである． wが閉であるため，W の完備性はただちに導かれる．［31,Exercise 8.6]によれば，Vが距離

化可能であるため，V/Wも完備である． 口

注意 A.9.閉部分空間 wcvを考える．この時，準ノルム 11・ llvを用いて，準ノルム ll・llw,及び，

11 ・ llv;wを次のように定義することができる：

llwllw := llwllv, 

||V||v/w :＝ inf ||v+w||v, 
wEW 

ここで，wEWであり，VはV/Wにおける vEVの同値類である．

位相線形空間において，線形写像が有界であるとは，任意の有界集合の像が有界集合である場合を言

う．準Banach空間の線形写像が連続であるための必要十分条件は有界であることである，すなわち，

次の命題が成立する．

命題A.10.V,及び， Wを準Banach空間とし，それぞれの準ノルムを 11・ llv,及び， ll・llwとするまた，

T:V→W を線形写像とする．この時，次の 3つの条件は同値である：

(1) Tは連続である，

(2) Tは有界である，
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(3)ある C>Oが存在して， IITvllw::;Cllvllvが成り立つ．

これは，Banach空間の時の場合と同様に証明できる．次に，準Banach空間の連続線形写像に対する

準ノルムを定義する：

定義A.11.V，及び，Wを準Banach空間とし，それぞれの準ノルムを 11・ llv，及び， ll・llwとするまた，

T:V→Wを連続線形写像とする．この時，

IITII := sup 
IITvllw 

サallvllv 

と定義する．

II・ IIしま，vから Wへの連続線形写像の空間に準ノルム構造を与える．この準ノルムは V,及び， W
の準ノルムの選択に依存するが，連続線型写像の空間に定まる位相には影響しないことに注意する．

W=Cの場合，次の命題が成り立つ．

命題A.12.Vを準Banach空間とする．この時， V'もまた準Banach空間である．

作用素のノルムの定義から直ちに次の命題が得られる：

命題A.13.V1,V2いを準Banach空間とし，それらの準ノルムを固定する． s：VI→V2, T:V2→％を

連続線形写像とするこの時，

11ST||三||S||・ ||T||． 

が成り立つ．

商空間に誘導される線形作用素の準ノルムと元のものとの関係は次の命題で与えられる：

命題A.14.V1，粉を準Banach空間とし， W1C Vi, W2 C屹を閉部分空間とする． Vi,屹の準ノルムを

それぞれ 11・ llvl'II・ llv2とする． T:V1→粉を T(W1)C W2を満たす連続線形写像とする．この時，

||T||さ |TII,

が成り立つ．ここで，T:Vi/V2→V2/w2はTによって誘導される自然な連続線形写像であり，商空間

に準ノルムは注意A.9の通りである．

Proof v E Vi/W1をV1の元vの同値類とする．この時，次が得られる：

||Tv||v2/w2 = inf ||Tv+W2||v2 
w2EW2 

従って， ll'flls IITIIが成り立つ．

さ iIIf,IITv+Tw1llv2 
町 EW1

ご1|T||W|狐t1llv+w1llv1 = IITllllvllvi1w1-

最後に，定義域が全体である合成作用素が連続となることを紹介しておく．

口
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命題A.15.集合Xと，準Banach空間vccxを考える．任意のxEXに対して， V3 h,-+ h(x) E (Cが

連続線形写像であると仮定する．写像f:X→Xについて，任意の hEVに対して， hofEVが成り立
つならば， CfはV上の有界線形作用素である．

Proof. [20, Corollary 1.7]によれば，r= { (h, h of) : h E V}のグラフがVxVの閉部分空間であるこ
とを示せば十分である． gEVを取り，n→OOでhn→0,かつ，hnof→gとなるような V内の数列
{hn}n,soを取る．ある C1,C2> 0が存在して

lg(x)I S lhn°f(x)-g(x)I+|ん(f(x))I

S C1 llhn of-gll +C2llhnll 

が成り立つ．最後の項がn→0で0に収束するため，任意のxEXに対して g(x)= 0であり，すなわ
ち，g=Oである．従って，グラフrは閉集合である． ロ


