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1. は じめに

連続体力学の分野に於ては, 1960年代には. Cosserat連続体力学 とか,1)
一般化連続体の力学2)とかと称 して,従来の対称応力場 を非対称にする試みが

行なわれてき.そのために couple-stress などの新 しい量 を導入 してきた ｡

それを説明す るためのモデル としては. もっぱ ら抽象的に,方向特性七 か,内

部構造 とかを想定 し. ｢点自身が構造 をもつ｣ことを実体化せんと努力 してき

たようである｡ 具体的な実例 としては, elasticdielectrics3)などとい う電

磁的物質の連続体力学が考察 されてきている｡

ところが.その様 な物理的相互作用場に注 目してみる時.場 の構造上,表面

に出てくる応力が非対称になるためには,当然.そ こに変形場-の物理的 自由

度の介入がなければならず.相互作用 自体のよりミクロな洞察が必要 となるの

であるが.その辺の事情は.従来.各論的に便宜的に考えられてきているにす

ぎず.応力の非対称性 を intrinsicな形 でとり入れ ることは試み られていない

ようであるO

そこで.我々が考 えたいのは.その実例 として考えられている物理的相互作

用の構造 を陽に表現 していくことによ り, どの様 に して応力の非対称化が図 ら

れるのかを､場の構造に照 らして示 してい くことである｡

2. 物垣的相互作用の規定

我牛が主張 したいことは, ｢応力の非対称化は物理的相互作用?介在による｣

とい うことである｡ そして.それは明 らかに, よりミクロな洞察をしてい るこ
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とを意味するB

話 を簡単にするために.今.初期状態 として,ある電媒質物体が何 らかの変

形場 を構成 しているものとし,そこ-外場 としての電.磁場 をかけるとする｡

そ して,物理的相互作用は外場から変形場-の効果 として認識 され るものとし,

その逆効果は存在しているはずだが,ここでは簡単のために省略することにす

るo そ うす ると.従来の我々の考察4)に従 って,線素 dxKが

(dx)K- dx〝+ 人言dFOh

に変化 し.例えば方向特性なるものは

dPO- xTpdFP

(2.1)

(2.2)

で与 えられ ることにな るo 但 し･ F- (FO)は外場であ り,. }oKは相互作用

係数, xPpは純物理係数で,例えば polarizabilityなどを意味するO

(2.1),(2.2)に対 しては,非ホロノーム部分空間分解論5)が使 えて,(A)-

(6,gト 空間か らの分解操作が

(A芸)- (8貰,lox), (A冒)- (A芸≡ ∂貰⊥ l:A言,A冨)

(B芸)- (0.I.op), (B冨)- (0,B言-I-.1pT) 'i

(2.3)

で与えられることになるOここでA芸A弓; 鰭 ,BBqBBp- ∂pq を用いたB又.あ

くまで物理場から変形場-の相互作用 のみに注 目することにしているか ら.そ

の逆は無視 した結果, (2.3)になる｡更に,以下では,よ り一層の簡単化のた

めにAK1- 8芸,即ち 1芸AOl- ∂芸 と仮定する｡
この様な考察の結果 をふ まえれば. (2.1)の線素に基づ く変形場 が我々の着

目す るところとなる｡

3. 変形場の構造

まず.線素 (dx)応に基づ く計量テンソルを導入しようo それは,一般 に
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で与えられ るo但 し･ GAB は (A)- (K,0上 場 の計 量 テ ン ソルで, 以下で

は簡単のため･初期状埠では純変形場の成分 GスKと純物理場の成分 Gop のみ

しか存在 しないとし･ G}O- GpLE- 0 と仮定するo この軌 (3･1)は

グスK - GIK + 引 SGop (･3･2)

とな り,相互作用-の効果を含むo上記の仮定の下では.変形場-の相互作用 が

直和的に付加 され, lAOがすべての相互作用 を代表することになるO
-方, この場 の接続係数は､一般の変換則よ り

Il〟1- A芸ACpA冒EcAB + AAX〟Aう
に K I. ti A 応

(3.3)

で導入 されるが,初期状態 でのEcABは･場の構造がユーク リッド的であると仮
定 して･'EcAB-OJとお くことにするo又･ Ⅹ〃-A≡ ∂B - ∂〟+ lpO∂Oで
ある｡ よって, (3.3)は

rpK1- lKox〟 llq (3.4)

.に帰着す る｡

ここで注意 したいのは･ 類 は全体 として対称であ り, GIKも (引 応0)

(但 し, lKO≡ 碓Gpo)もそ うであるが･ jO} 自身は必 らず Lもそtうではな

く,む しろ一般的にいえば非対称である｡それ故,後でのべ る様 に.応力 の 非

対称化 は,すべか らく, 引 こ依存 していることがわかる｡又, IILLK) も 〟 と

ノ‖こついては一般に非対称であ り, これに対応す る応力 (モーメン ト応力 )も

非対 称になることがいえるo

ここでの議論 にはiIO･lpKの具体形は関係 ないが,実際問題 としては,
piezoelectricityなどにみ られ る如 く, PO,FOJ>の依存性 が陽に仮定 され

て然 るべきであるo

削 上述の成分以外 にも･ gjo, gop,rpko,TpOl,rpOp,等が存在するが･
これ らは変形場その ものとは直接関係ないので, ここでは言及 しないでお くo
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4. 応力方程式

年女

そ こで,場の独立変数 として (蟻 ,rPKl) を採用 し･それ らに対応する応
力成分 を (oぷ},〟kjp)とおく ことによ り, この場 でのエネ ′レギー変分原理 を

考 え ると.

J〔
Ⅴ
oKl軌 K+ 〟kl〝8IIpKl〕 dV -0 (411)

とお けるo但 し, Ⅴは着目する領軌 ¢Vは (dx)〟による体積素 である｡

(3.2),(3.4

作用応力 (∑lo)

)を代入 し,部分積分 を行 ってや ると･ (81;)に対す る相互

についての応力方程式 として

∑3- 06㌦ … - MayP ,ply-x〟Majp (4･2)

を得 るo 但 し, Mal〝≡ pkl〝 loX, }KO三 )だGpoo この応力∑三は一般
に非対称であ ｡, 申 こ抗するもの故,物理的相互作用の介在 に よ-て非対称

応力 が出現することがわかるが.一方, o畑 ま明らかに対称応力であり,(4.2)

か ら,逆に,

oK1 - ∑ lk+ MKレ〝,ま y +M山 ,pky+ x〟MXl〝

但 し

∑}K≡ ∑0㌦ Ok

Mkl〃≡ Mal〟 }oK,

lKO IOl- ∂Kj,

(4.3)

と求める時.右辺の各項 が局所応力 として非対称であっても,全体 としては,

}01を介 して対称応力 oKl にまとめ られ ることを示 している｡そ して.反対

称応力方程式,即ち. モーメン ト方程式は, (4.3)よ り

･ 〔lK] +(Mリ〔}7p7-M〔仙 -),霊 + x〟M〔K l〕〝-o (4･4)
と得 られ, couple-stressM〔Kj〕〟が出現するといえるO つま ｡, couple

--stressは,接続係数･ひいては挨 率の orderの量であ ｡･ ス0 人Kpか ら いKl
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えば "二 次''の orderの量 といえ,その意味で,方向特性 とか,内部構造, 内

部回転 とかの一段 ミクロの段階の自由度 に抗する量だ とい うことがわかる｡ 従

って,そ うい う自由度 を取 り入れ るならば､必 らずや,非対称応力が出現する

ことも明 らか となる｡

5. Finsler空間論的考察

さて,以上 の議論 を通常の Finsler空間論 7)による連続体力学 から考えてみ

ることも可能であるO以上述べた形式は､いわゆる接触 テンソル解析的な もの

であ り. これに陽に接触変換 を適用 していけば, Finsler 空間論 に通ず るこ

とは周知のとお ｡である｡5)そこで, この節では表面に出てくる方向特性 (pl)

に注 目することに し,独立変数 (Xl,pJ)_の場 を考えてい くことになる｡ つ ま

り, (pl)の介在 によって非対称応力が出現する機構をFinsler空間論的に考

察 したい.但 し, この節 では.通常の扱い方に従 って.前節 までの様 な指標 の

区別は しないことにす る｡

まず,特徴的なのは.接続 が

DVl - dVl+rii VJdxk 十 C這jvJ dpk (5.1)

で与 えられることである｡つま り･ (pk)の挙 動 に 対 して, Cijなる新 しい接

続係数 が出現 し, これが,今 の我々の議論には本質的な役割 を果す ことがわか

る (cf.後述 10

一方･今･計量テンソルを ㌔ i(X,P)とお くと,通常 の計量条件 よ り,

A =JA2: k ( j : j i 孝 9=ci2,C kc(二 C 綿 半 2)

が成立た ねばならぬ ｡ ここで簡単のため･ Ckji- Cjik-Cikj-Ckij

と仮定す る｡ これは gjiが pkについて0次斉次なことを仮定することに他な
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l .ー l .1 1

らず･ Ckjip -Cjikpl- cikjp - 0 が成立っ と同時に･

1 ∂㌔i
Ckji = --

2 ∂pk
(5.3)

と一意的に決定 されて くる｡

さて,次に, pk 自身の振舞 に着 目するわけだが, これについては幾何学的

には基接続 8)の概念が対応 してき, pkについての固有法則 を与 えるが,今の

場合,簡単に

Dpl- dpl+ ,k3pJd xk-o

∂α

(5.4､)

とお くことれ たい｡この時. (-) kljpJ)なる量が osculatingfactor-と

して, pkによる "はみだ し"を (Xk上場の中に射影する操作 を代表す る｡ そ

して, この時, (5.1)は

栄 ; 米 ･
DVl - dVl+rkljVJdxk ;Tkli≡rklj- c cljTkemPm (5･5)

に縮退する｡
栄 .

そ こで･次には rklj, ひいてQ- kljの決定 という問題が残 って くるが, こ

こでは簡単のために微少変形 を仮定 し,全変形 を αji(x,P)とお くと, gji

三 三二 …∴ 三 二 三 一:=t'l=-∴ 三 宝 =II二二
そ うす ると. (5･4)か らCkjiニ ー

栄

Ilkji- - (∂kαji)- (
∂ pe

但 し, aふe ≡ amn

(ji)

li一一J

とな り, (5.5)か ら

)(∂kaニ e)pm
(5.6)

で与 え られることになる｡

よって, ここか ら前節の議論に移行す ることができる. (4二1) に対 しては
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今の場合.

栄

/ 〔oij S gji +芸 ijk ∂ ,kji〕dv - 0 (5･7)
V

栄

が対応 し, (∂gji,∂Ilkji)に上述 の結果 を代入 してやれば,変形場 の応力
方程式 として次 を得 ることがで きる｡

･α(ji);- 2αij- ∂k芸(ij)k+育 (芸(ij)krkemPm)

∂

- ∂k(≡-nkc'.iem pj)) -o
Sa〔ji〕;∂k芸 ｡ij〕 k - ∂k(芸-nkcl.inmpj〕)-o

反対称応力方程式 (5.8)2においては 芸lij〕kが ｡｡u｡1｡-str｡ss の役割 を

果 し,相互作用応力 としてI Ckjiからの効果がきいてきている｡ (4･1)I
(5.7) では内部エネルギーに関する変分原理 を扱 ってい, これに外部仕事 を

つ け加えてやれば, body-coupleとか surface-coupleとかの存在が最初 か

ら仮定され･ (5･8)2につ りあ うべき面モーメン ト･あるいは反対称応力成分

の存在 が自ずから仮定 されねばならな くな や ｡ よって, Oij は対称であって

も,熱力学第一 法則に見合 うように方程式が構成 されれば, 芸 ijk の存私 っ
栄

ま りはrkjiの効果の存在によって･ ∂α〔j i〕＼に括抗するだけの反対称応力が
出現せ ざるを得な くなるといえる｡

6. おわ りに

結局.ここでのべた事柄 は,我々の以前か らの物理的相互作用場の構築 の論

理に含みこまれ.それ 自体 としては, intrinsicに非対称計量空間による場の

考察の中に含 まれることがいえる｡ それ故,本質的には,非対称応力 の出現が

非対称計量の出現 に匹敵 し,そ して,それは, とりもなおさず,物理的相互作

用の出現そのものに他ならない ことがいえ,従 来,文献 1)- 3)などで応力

の非対称性 を特別視 して扱 っていることが.今や. intrinsicな理由づけによ
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って,必然的な ものであることが主張され るに至 った｡その様な連続体力学に

おける拡張は.具体的には従来通 り,非局所化の要因に従 って試み られるとこ -

ろである｡
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