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fP_ノルムが定義された連続関数空間からなる直積空間に関す

るTingley問題について

鶴岡工業高等専門学校

廣田大輔＊1

概要

Tingley問題とは 2つの Banach空間の単位球面上で定義された全射等距離写像は空間全体で定義さ
れた全射実線形等距離写像に拡張できるかを問う問題である．この問題は 1987年に D.Tingleyによっ
て提唱された問題であり，現在まで様々な Banach空間の場合では肯定的に解決されてきたが未だ一般の
Banach空間の場合では未解決のままである．今回の講演ではまだ解決されていない連続関数空間からな
る直積空間で£凡ノルムが定義された Banach空間に関する Tingley問題について，研究の進捗状況につ
いて報告させていただ＜．

1 導入

本報告書では (B;,II・||,)を複素数体Cをスカラー体に持つ Banach空間とする（i= 1, 2). また， Tを絶
対値1の複素数全体からなる複素数体Cの部分集合とする． Banach空間とは線型空間に完備なノルムが定

義された空間であり，線形油算からなる代数構造やノルムから定義される距離構造をはじめ様々な数学的

構造を持つ． 2つのBanach空間B1と恥の間で定義された写像T:B1→氏が以下の条件を満たすとき，

写像Tは等距離写像であるという：

IIT(x) -T(y) 112 = llx -YII 1 (x, Y E B1). 

定義から等距離写像は2つの Banach空間の距離構造を保存する写像であるといえる． Banach空間上で定

義された全射等距離写像に関する研究は古くから行われており，現在でも活発に研究されている．全射等距

離写像に関する研究で最も重要な結果の 1つとして Mazur-Ulam[2, Theoreml.3.5]の定理がある．この定

理は2つの Banach空間B1と凡の間で定義された写像T:B1→凡がT(O)= 0である全射等距離写像
であるとき，自動的に実線形になるを主張している．これはBanach空間の距離構造が保存されることで自

動的に代数構造も一部保存されることを表している．他にも具体的な Banach空間の場合，距離構造が保存

されることで他の数学的構造も自動的に保存されることが知られている． Xをコンパクト Hausdorff空閻

とし， C(X)をX上で定義された複素数値連続関数からなる線形空間とする．任意の元fE C(X)に対し

てそのノルムを

llflloo = sup lf(x)I (f E C(X)) 
xEX 

と定義することで，（C(X),II ・ lloo)はBanach空間になる． 2つの連続関数空間C(X1)とC(X2)の間で定

義された全射等距離写像に関する定理で以下の Banach-Stoneの定理［1,VI Theorem 2.1]が知られている．
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定理 1(Banach-Stoneの定理）

写像 T:C（ふ） → C(Xりが全射複素線形等距離写像であるとき，連続関数 a:X2→ 11'と同相写像

¢; :X2→X1が存在し，写像Tは以下の形で表される：

T(f)(y) = a(y)f(rp(y)) (f EC（ふ），yEX吐 (1) 

特に写像T:C（ふ） →C(X分が（1）の形であるとき，写像Tは荷重合成作用素と呼ばれる． Mazur-Ulamの

定理により T(O)= 0である全射等距離写像は自動的に実線形であることがわかる．一方で， Banach-Stone

の定理では実線形よりも強い条件である複素線形を仮定している．ではその仮定である複素線形を外した

場合どのような結果になるだろうか．この問いに対しては，新潟大学の三浦先生の結果［4]を使うことで全

射等距離写像T:C(X1)→C(X2)の形を決定することができる．

定理 2(Banach-Stoneの定理（実線形版））

写像T:C（ぶ） → C(X2)が全射等距離写像であるとき，連続関数a:X2→ Tと同相写像¢:X2→ X1, 

開かつ閉部分集合KcX2が存在し，写像Tは以下の形で表される：

T(f)(y) -T(O)(y) = {o(y)f(¢(y)) (f E C（ふ），yE K) 
a(y)f(rp(y)) (f EC（ふ），yE X2 ¥K). 

この定理の注目すべき点は全射等距離写像T:C(X1)→ C（ふ）から同相写像 T:X2→ふが誘導されて

いる点である．これは連続関数空間の距離構造が保存されることで関数が定義されている位相空間の位相

構造も自動的に保存されることを表しており，連続関数空間の距離構造は代数構造や位相構造などその他の

数学的構造を決定したり，強い影響を及ぼしていると考えられる．現在でも様々なBanach空間上の全射等

距離写像が研究されており，同様な結果が得られることが知られている．参考文献として例えば[2]が挙げ

られる．

2 距離構造の本質的な情報

近年ではBanach空間の距離構造の本質的な情報はどこに存在しているのかを明らかにする研究も注目さ

れている． 1987年に D.Tingley [5]は以下の問題を提唱した：

問題 1(D. Tingley) 

(B;, II・ Iii)を Banach空間， SB,= {x EB; I llxll; = 1}とする(i= 1,2).写像△： S凸→ SB2が全射等距
離写像であるとき，全射実線形等距離写像T:B1→恥でSB1への制限11SB1がT1sB,＝△となるものは

存在するか？

現在この問題は Tingley問題と呼ばれており， Banach空間 Bの距離構造は Bの単位球面 SBに存在し，

その距離構造が一致していれば全体の距離構造も一致することを主張している．これまで多くの具体的な

Banach空間の場合については肯定的に解決されてきたが，一般的な場合については未だ解決されていない．

Qを局所コンパクト Hausdorff空間とし， Co(D)を無限遠点で 0に収束するQ上の複素数値連続関数から

なる線型空間とする．任意の元fEC,。(Q)に対してその supノルムを IIJII== SUPxE!1 lf(x)Iと定義する
ことで，（Co(D),II ・ II=)はBanach空間になる． 1994年にR.Wangが [6]でBanach空間Co(D)に関する
Tingley問題を肯定的に解決した．

定理 3

Q，を局所コンパクト Hausdorff空間とし， Co(D』を supノルムが定義された無限遠点で 0に収束する 9,

上の連続関数からなる Banach空間とする（i= 1, 2).写像△： Sco(!1,)→ Sc。⑮)が全射等距離写像である
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とき，連続写像 a:Q2→11'と同相写像 T:f12→ n1, 開かつ閉部分集合 Kcn2が存在して写像△は以下

の形で表される：

叩）（y)＝｛o（y)f(T(y)) (f E Sc。仰），yE K) 

a(y)f(T(y)) (f E Sc。⑫),yE伍＼K).
(2) 

この結果の注目すべき点は単位球面上の全射等距離写像△： Sco(O,)→ S⑰ (02)が荷重合成作用素と同様な形

をしていることに加えて，全射等距離写像△から同相写像T:02→Q1が誘導されている点である．このこと

は連続関数空間Co(O)では，単位球面の距離構造が一致することで関数が定義されている位相空間の構造も自

動的に保存されることを表している．また，複数の連続関数空間からなる直積空間に関する Tingley問題も研

究されている． Aを空でない集合とし， I1入EAC。（応） ＝ ｛f:A→ U入EACo(O入)|f（入） ECo(O>.) （入 EA)}
とする． Aの空でない有限部分集合全体を F(A)とし，

£l(Co（応）） ＝ ｛f E且C。⑪)1喜ぷ1|f（入）llooく 00}
とする．任意の元fE £入(Co（い））に対して孔ノルムを 1|f||1= sup :: ||f（入） LOOと定義することで

FEF(A)入EF

(£入(Co（応））， • |h)はBanach空間になる．以下表記を簡単にするためにfE £1(Co(!1刈）と入 EAに対し

て，f(入） ＝ふとする． 1995 年の Wangと Orihara の結果［7] もしくは [3] から(£人(C。（応）），• |h)に関す

るTingley問題は肯定的に解決でき，以下の結果を得ることができる．

定理 4

知＝佑(Co（卯））と AN= tk(C。⑪))をノルム II・ II 1が定義された Banach空間とする．写像△ ： 
S伍→恥が全射等距離写像であるとき，全単射 T:M → N と任意の元μEMに対して連続写像

年(μ):flT(μ)→11'と同相写像 ¢T(μ): QT(μ） →〇T(μ), 開かつ閉部分集合 KT(μ)c nT(μ)が存在し，

△(f)T(μ)(¢T(μ)(y)) = {aT(μ)(y)fμ(¢T(μ)(y)) (y E KT(μ)) 
年 (μ)(Y)fμ(c/JTcμ)(Y)) (y E nT(μ) ¥ KT(μ)) 

が任意のfEAMに対して成り立つ．

この結果により連続関数空問からなる直積空間でが—ノルムが定義された Banach 空間の距離構造が保存さ

れることで，全射等距離写像△はそれぞれの座標ごとの全射等距離写像になっており，荷重合成作用素の

形をしていることがわかった．特に興味深い点は単位球面上で定義された全射等距離写像からそれぞれ対応

している 2つの連続関数空間の位相構造を保存する同相写像が誘導されている点である．これは単位球面の

距離構造が保存されることでそれぞれ対応している 2つの連続関数空間の位相構造も保存されることを示し

ており， Banach空間の単位球面の距離構造には他の数学的構造を決定する重要な清報を含んでいることを

示唆していると著者は考えている．また，［3］では連続関数空間のある部分空間である extremelyC-regular 

subspaceからなる直積空間の場合でも同様な結果が得られることを明らかにした．

3 現在取り組んでいる問題

連続関数空間からなる直積空間にだ—ノルムを定義した Banach 空間の場合，単位球面の距離構造が一致

することでその他の数学的構造も保存されていることがわかった．では今度はpを 1< p < 2, 2 < p < ooを
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満たす実数としたf,P-ノルムを定義した場合にも同様な結果が得られるのか明らかにするために次のBanach

空間を考え，その Tingley問題に苅手することにした． Aを空でない集合とし，

応(fl>.))={ f E !! Co(rl>.) I霞ぶ1|f（入）1|忍<00}
とする．任意の元fE l!~(C。 (n刈）に対して［P-ノルムを

占

11/IIP = F謬rA)（こ1|f（入）1|と）
と定義する．このとき，（Pt(Co(n入)),||. ||p)はBanach空間になる． Wangと Oriharaは[7]にて連続関数
空間からなる直積空間に£たノルムが定義された Banach空間に関する未解決問題を提唱した．著者はこの

未解決問題の特別な場合である以下の問題について現在取り組んでいる．

問題 2(Wang, Orihara) 

M,N を空でない集合とし， A岱＝£岱(Co(nり）と A~ ＝戊(C。(Qり）をノルム II· 加が定義された Banach

空間とする．写像△： SA岱→ SA岱が全射等距離写像であるとき，全射実線形等距離写像 T:A岱→ A~

でTisA岱＝△を満たすものは存在するか？

今回の研究集会では次の結果まで明らかにすることができた．それを説明する前にいくつか記号を準備する．

定義 5

任意のfE C~(C。（応））に対して， A の部分集合 supp(!)を

supp(!)=｛入 EA | f,¥ #O} 

と定める．

命題 6

写像△： Aぶ→ A1].が全射等距離写像であるとき，任意のfEA幻に対して，

#(supp（△（f))) = #(supp(!)) 

が成り立っ．ただし，＃（supp（△（f)））と＃（supp(!))はそれぞれsupp（△（f))と supp(!)の濃度を表す．

この結果は任意の元fEA位の台 (support)の濃度は全射等距離写像△： A岱→ A1].により保存されること

を表している．ここからどのように全射等距離写像の情報を抜き出すことができるのか現在模索中である．
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