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Abstract 

Besov空間上で高階抽象発展方程式を考える。 Banach空間の非有沢作用素に対する対数表現理
論を用いることで、高階発展作用素の生成に関する定理を証明する。 本稿で示される結果は、既存
のBesov空間上で構築された一階双曲型抽象発展方程式論を高階方程式に拡張するものである。

1 導人

これまで抽象発展方程式論においては、解析を行う舞台の具体性を取り除いて、 Banach空
間やHilbert空間という基本的な性質のみを持つものとして理論が構成されてきた（例え
ば、 [13]を参照）。 Banach空間やHilbert空間の例としては、関数の集合に代数的な構造や鈍
離が与えられたものもあるが、それ以外に数列や行列、実数や複素数から構成されるものも
ある。 その意昧では、 Banach空間という設定は微分方程式を扱うには一般的すぎる設定で
あると言うこともできる。 本稿ではBanach空間に対して、より貝体的なBesov空間という関
数空間としての構造を与えることで、より具体的な設定の下での抽象発展方程式論を構成す
る。 つまり、解析の舞台となる空間に対してより貝体的設定を与えることで、これまでに
は無かった理論を展開できるかという点に、 Besov空間上で抽象発展方程式を考える上での
要点がある。 とくにここで関数空間として補間空間としての性質を有するBesov空間を採用
するのは、関数空間の中ではBesov空間が自在に可積分性を制御できるという意味で一般的
な母体を与えるものになっているからである。

他方、近年までは、 Besov空間を非斉次発展方程式の枠組みに導入するという試みは、主
に放物型発展方程式に対して行われてきた。 Besov空間を舞台にして、双曲型抽象発展方程
式において非斉次発展方程式が抽象的に論じられた研究としては、本研究に先立って行われ
たIwata[7]がある。 ここで、例えば[2]のように貝体的に方程式を限定した上で、 Besov空間
を舞台に双曲型方程式に対して行われた研究は既にいくつか存在している。 本稿では、一
階抽象双曲型発展方程式に対してBesov空間を解析の舞台として得られた結果[8]を拡張する
ことで、高階抽象双曲型発展方程式に対する発展作用素の生成に関する定理を証明する。
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2 数学的設定

2.1 Banach空間上の高階抽象双曲兜発展方程式

空間XがBanach空間とした場合の一般論から始める。 Banach空間Xにおいて、非斉次項を
もつn階抽象発展方程式を考える。

d□/dtn -A四＝f(t), t E (a, b], 

u(a) =囮
(1) 

ここでnは自然数で、tは時間変数、小は変数tに依存しない無限小生成作用素、 u(t)はBanach空
間x上の要素を表している。 ふはco群の生成素ではあるものの、解析的群の生成素であ
るとは限らないものと仮定する。 このような方程式は、双曲型発展方程式に分類され
る[10,11]。 非斉次項!(・)は時間的に強連続なX値関数としてC((a,b); X)で与えられるも
のとする。 ふによって生成される発展作用素（作用素の群）をU(t)と表すことにすれ
ぱ、 n= 1の揚合を考えたことになる。 ここで半群ではなく群としてU(t)を考えたことか
ら、 U(t)-1= U(-t)が存在する。 現在の設定の下で、一階方程式は一意な時間局所解を持
つ。 このような解で時間的に連続性を持つ解は、形式的に

t 

u(t) = U(t)叫＋ 1'U(T)j(t-T) dT, a::::; s::::; t::::; b 
s 

(2) 

と表現することができ、軟解（mildsolution)と呼ばれる。 非斉次抽象発展方程式が研究され
始めた初期の段階から軟解はよく研究されていて、解の存在や一意性に関する基本的な結果
が既に褐られている（例えば、 [13]を参照）。

t E [a,b]とする。 Banach空間X上で1パラメータの有界作用素

U(t): X→X 

を考える。 ここでU(t)はX上の有界作用素であることから、必然的に閲区間tE [a, b]に対し
て空集合ではないレゾルベント集合を持つと仮定する。 有界作用素U(t)に対して、レゾル
ベント作用素を次で定義する。

I71(t) = (I -rJ―1U(t))―1 

複素数nはU(t)のレゾルベント集合から選ばれた複素数を表している。 複素数nについて
はU(t)のレゾルベント集合から選ばれるということの他には特に大きさなとについて満た
すべき条件はない。 またU(t)のレゾルベント集合から選ばれたnに対して、作用素I71(t)は空
間x上の有界な逆作用素I71(t)一1=I-n―1u(t)の存在を許す有界作用素として定義できる。

2.2 差分作用素を用いたBesov空間の定義

Muramatsu[12]に基いて、 Lebesgue空間、 Sobolev空間、 Besov空間の定義と表記を導入す
る。 これらの空間はいずれも、一般的に、 Banach空間としての性質を有している。

mを整数、p、qを実数とする。 とくにp、qに対しては、 1:Sp, q :S ooが成立するものと
する。 yに対するK次の差分作用素を△；で表す。 1次及び2次の差分作用素は

今f(x)= f(x + y) -f(x), 

•~f (x) = J(x + 2y) -2f(x + y) + J(x) 
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である。 9をn次元ユークリッド空間町内の開集合とし、yと次数Kに依存した領域!tk,yを

k 

叫y= n (n -jy) = {x; x + jy En for j = 0, • • ・, k} 
j=O 

で与える。

ら(n): Lebesgue測度dxについてのLP空間。

L叩）：測度lxl-n心についてのLP空間。

ら(!1;X) : n上で定義され、強可測なX値関数の全体がなす空間。つまり、この空間に
属する関数fに対してIIJ(t)llxEら(Q)が成立する。

勾(!1;X) : L刈；X）について、らをL；に置き換えて得られる空間。

次にSobolev空間w;:(n;x)を定義する。 m~Oの場合は、

W;'(!1;X): m次までのすべての導関数がら(!1;X)に属しているような関数fの全体から

なる空間。この空間には ll f llw;:-cn,x)= ど匠争mll fJ~f||ら(!1,X) の形の）ルムが備えらえる。

一方でm<Oの場合は、

W戸(Q;X): f。 Eら(!t;X)として、f(x)=ど嘔—m ゜：ム (x)の形の超関数の全体から構

成される空間。 この空刷には llfllw炉(rl.X)= inf Lia|こ-m||fo||ら(rl,X)の形の）ルムが備えら
れる。 ここで、下限infは上記の表現式を持つすべての関数に対して取られる。

最後にBesov空間Bら(r!;X)を定義する。 実数oを6 = m+0に分解する。 ここでmは整
数で、 0E (0, 1]は実数であるとする。 m~Oの場合、f E W;'(rl;X)として、

B恥(r!;X) :半）ルム

l!IBら(O,X)=. L IIIY|―°{||△：叩（x）||ら（叫y,X)}IIL＊（か）
lal=m 

が有限値をとるような関数の全体からなる空間としてB恥(r!;X)を定義する。 ここで実

数Kは0E (0, 1)のときはk=l、0=1のときはk=2とする。 この空間には）ルム

11!11究，q(o,x)= llfllw昂，X}+ l!IB品(O.X)

が備えられる。

一方でm<Oの場合は、

B似(fl;X) : f。 EB晶(O;X)として、f(x)=冗|0|~-ma江(x)の形の超関数の全体から
構成される空間 この空間には）ルム

IIJIIB;q(n,x) = inf L llfallB年(O,X)
la|~-m 

が備えられる。 ここで、下限infは上記の表現式を持つすべての関数に対して取られる。
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3 主要な補踵

3.1 Besov空間上の抽象発展方程式論

まず文献［1,12]に基づいて、抽象放物型発展方程式についての結果をまとめる。 これまで
の議論と同様に時間区間(a,b)を想定する。 Crandall-Pazy[l]に基づいて、 のうちで非斉次
項J(t)に起因する項

t 

F(t) = J'U(T)f(t -T) dT 
s 

(3) 

に着日する。 実際、 U(t)u8の部分は、 U(t）がC。-群であるという現在の設定を思い起こせ
ば、因がXの要素として与えられさえすればBanach空間Xの値として定義できるので、問題
にする必要はない。 Crandall-Pazy[l]では、区間(a,b)の任意のコンパクトな区間Kにおいて

fa" sup{llf(t)-f(s)llx;t,s EK, It-sl ;£ h}誓<00 
が満たされるならぱ、 Fが強微分可能であることが証明された。 とくに、JがHolder連続な
らば、 Fは強連続微分可能となる。 Muramatsu[12]では、この結果を改良した次の補題が証
明された。

Lemma 3.1. Fは式(3)によって定義されるものとする。 ふがX上、t ~Oで帷析的半群を生
成すると仮定する。実数び、 1;£ p, q ;£ ooに対して、次が成立する。

f E B;.q((a, b); Xhoc n Li((a, b); X) ⇒ FE B;.t1((a, b); X)ioc・ 
ここで、関数空間F(I;X)に対してF(I;X)iocと書いた場合には、任意の¢ E C[J°(I)に対し
てのfE F(I;X)を満たすような関数fの全体からなる空間を表すものとする。

Muramatsu[12]では、 Lemma3.lに基づいて、次の補題が証明された。

Lemma3.2. Fは式（3）によって定義されるものとする。 Lemma3.1 と同様に、 A1 がX上、t~
0で解析的半群を生成すると仮定する。実数6、1;£ p, q ;£ ooに対して、 fEB似(I;Xhoc n 
L1(I;X)を仮定する。 さらに以下の条件のうちの一つがを満たされるものとする。

(a) c, >虐（b) c,=¼, q=l 

このとき、tEI及びF(t)E D(A1)に対して、 Fは区間(a,b)で強連続微分可能で、

dF 
~(t) -A1F(t) = f(t), a< t < b, 
dt 

が成立する。

Lemma3.1及びLemma3.2について、実際に[12]では解析的半群の生成素に対して証明され
た。 本論文での設定にあわせて、以下では、 Lemma3.1及びLemma3.2を解析的群の生成素
に対する結果として扱う。

3.2 Banach空間上の非有界作用素に対する対数表現

Banach空間上の有界作用素U(t)に対して、その生成素ふは一般的に非有界作用素となる。
Banach空間Xにおいて、有界作用素U(t)及びI,,,(t)を用いて、 Banach空間X上で非有界作用
素

ふ： D(Aリ→X
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を表す。 ここでD(A1)c Xは作用素Aの定義域を表している。 Iwata[3, 4]に基づいて、作用
素出を対数関数で表現して

ふ(t)= t―1 (Log[rJ(Jr, -J)] -Log[Ir,]) (4) 

と定義しなおす[6]。 もとの作用素ふはtに依存しないものとして式(2)で定義されたが、
式(4)の右辺にIri(t)やt―1があることから、ここでは形式的にA1(t)と書いておく。 上記の
設定でのA1(t)が実際にtに依存しないことについては、 Iwata[9]のLemma3.2で示されてい
る。 一価関数として対数関数を定義するために“Log’'は対数の主値を表すものとし、作
用素の対数関数はRiesz-Dunford積分によって定義されるものとする。 とくにLog[77(Iri―
I)]やLog[Iri]が、逆作用素U(t)-1が存在するもとで定義可能であることは、 Iwata[9]の定
理4.1で示されている。 このときに、実部、虚部ともに負値をとっても構わない。 も
しふ(t)がU(t)を生成するX上有界な無限小生成作用素で、山(t)とU(t)が可換であるなら
ぱ、この表現式で表された関係はA1(t)をふ(t)で置き換えて、自然に満たされることに宙慈
する[3,4]。 式(4)の右辺にあるt―りま作用素の対数表現に現れる弱微分[5]を現在の設定の下
で置き換えたものになっている。

結果をまとめると、次の補題のようになる。 この補題は作用素ふ(t)がU(t)を生成す
るということを必ずしも仮定せずに式(4)に示された表現式のみを仮定して議論がすすめ
られるという意昧で、 Iwata[4]で考えられた定理よりも一般的なものとなっている。 さら
にIwata[4]で仮定された、 U(t)に対する半群性・群性を仮定する必要がなく、作用素U(t)と
作用素ふ(t)の間に発展作用素と無限小生成作用素という関係性が成り立つ必要もない。 基
本的には表現式（4）を持つ作用素がBanach空間で定義できれぱ、次の補題の成立から展開さ
れる一連の議論が可能となる。 文献[9]のLemma3.1及びLemma3.2をもとにまとめると、次
のようになる。

Lemma 3.3. t E [a, b]とし、 Banach空間X上で 1パラメータの有界作用素U(t)が与えられる
ものとする。 Banach空間Xにおいて、時間変数tEI= (a, b)に依存しない

A1=t―1 Log[77(ITJ -I)I,;-1] (5) 

と表される作用素を想定すれば、この作用素はtに依存しない作用素としてBanach空間X上
でC°群 U(t)を生成する。 作用素U(t)の拡張として人から直接定義されたetA1は指数関数の
漸近展開形で表すことでき解析的群となる。

Proof.証明の詳細は、文献[9]のLemma3.l及びLemma3.2を参照することとして、ここで
は、 (5)の表現が得られることを確認する。 単位作用素をIn灯1として、作用させることから
始めると、

ふ(t)= 8tLog[U(t)Iril；；り
＝叫og[U(t)(I-77―1U(t))-1I；；り
= 8tLog[{-(77I -U(t)) + 77I}(I -77―lU(t))-lJ；；ll 
= 8tLog[{-(77I -U(t))(I -77―1U(t))-1 +n(I-n―1U(t))-1}I；；り
＝叫og[{-nI+n(I-n―1u(t)戸｝I；；1]
＝叫og[77{-I+ (I -77―1u(t)戸｝I；；1]

となることから明らかである。 また(5)で表される作用素がBanach空間X上の有界作用素に
なることも明らかである。 このことから解析的群の性質が従う。 ロ

文献[8]をもとにtに依存しない作用素に対する結果としてまとめると、次のようになる。
Lemma3.3と比較して、この補題においては作用素ふが解析的群の生成素であるという仮定
を行う代わりに、対数表現を持つ連続群（C。-群）の生成素であることを仮定している。
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Lemma 3.4. Fは式（3）によって定義されるものとする。 ふがX上、t ~Oでco群U(t)を生成
すると仮定する。 実数er、1'.£ p,q'.£ oo及びU(t)のレゾルベント集合に属するある複素数nに
対して無限小生成作用素ふを

A1=t―1 Log[ry(I,,, -I)I,:;-1] 

によって定義しなおす。 fEB贔(I;Xhoc n L1 (I; X)を仮定する。
の一つが満たされるものとする。

(6) 

さらに以下の条件のうち

(a)び＞ 1 
p (b)び＝か

このとき、tE (a, b)及びF(t)E D(Aリに対して、 Fは区間(a,b)で強連続微分可能で、

q=l 

dF 
-(t)—ふF(t) = f(t), 
dt 

a< t < b, (7) 

が成立する。

ここで、方程式（7）の生成素がふから有界作用素A1に変更されていることに留意する。
Lemma3.4は、 Lemma3.2にLemma3.3を適用することで示される。

4
 
主結果

Banach空間x上で、高階非斉次双曲型発展方程式を想定する。

dnu/d『-A砕＝f(t), 

u(a) = Ua 

この方程式は連立一次方程式として

t E (a, bl, 
(8) 
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(9) 

と書き換えることができる。 これはBanach空間の直積空間で一階発展方程式を考えたこと
に他ならない。 これを直積で表されたBanach空間笈上の方程式

du/dt―如u= f(t), 

u(a) = Ua 

t E (a, b], 
(10) 

とみて、次の定理が成立する。

Theorem 4.1. Banach空間Xで方程式(10)のCauchy問題を考える。 il(t)が作用素別によっ
て生成され、 3はil(t)のレゾルベント作用素をあらわすものとして、il(t)は空でないレゾルベ
ント集合を持つものと仮定する。

含(t)= 1'il(T)f(t -T) dT 
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によって定義されるものとする。 このとき、実数(J"、 1；；；；p,q；；；； (X)及び駅りのレゾルベン卜
集合に属するある複素数nに対して、無限小生成作用素如が

sit=いLog[n(3n―3)3]り n= 2,3,4-•• (11) 

によって定義しなおすことができる。 さらにfEB似((a,b）；Xhoc n L1((a, b);.x')を仮定し、

以下の条件のうちの一つが満たされるものとする。

(a)び＞》 (b) a-=¼, q=l 

このとき、tE (a, b)及び含(t)E D(A)に対して、各は区間(a,b)で強連続微分可能で、

d含
-(t）＋叫含(t)= f(t), a< t < b, 
dt 

が成立する。

Proof.証明は連立一次方程式化したCauchy問題にLemma3.4を適用することで完成する。 呂

い換えれば、第一に、高階方程式を連立一次方程式として扱うこと、第二に、 Besov空間理
論が適用可能なように作用素の対数表演から得られた代替的生成素によってCauchy問題を
記述しなおすことに要点がある。 ロ

ここで、生成素がふからA叶こついて書かれたそれぞれの方程式(8)について、生成素
がふからんに特定の関係性を仮定すれば、圃ーの解をもつことがIwata[7]によって抽象的枠
組みで示されている。 これは、特定の場合においてふで表された一階方程式についての連
続群の生成が明らかであれば、 Anによる連続群の生成、つまり辺による連続群の生成が従う
ことを意昧する。
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