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§1.ま えお き

Jackelと Keh,1)は,Dietlichら2)が中性子散乱の実験から求めたロトンの

群速度が音速 C より大きくなる波数領域では,フォノン放出の過程が linewidthの

大きさを左右することに注目した｡彼らの計算は最近 Ishikawa,Miyake,Yamada5)

によって検討され'群速度が音速より大きくなる波数の下限kc(または運動量 pc )の

近くで,ロトンエネルギー eqrを 展 開 してQ- kcについて2次の項までとると,line
widthは

IIQ -
も2kc2

37TP (p-kc)5
(1)

lf
で与えられることを示した｡ βはHe廿の密度である｡これはJackelらの与えたもの

の 16倍にな｡,著者が基研の研究会で発表した4)Feynmanエネルギーに対する line

width

h2k5

2打忘 (Q-kc)5/qo5, k｡<Qく k｡+qo

IIQ=
7T も2kc2

4 MQ , k｡+qoく Q

とは, Q= kcで完全に一致している｡ただしM は質量で,qo- 1･09A~1(cutoff

wavenumber),△ ′-2･4K,M米 - 1･4M,kc- 2･1A-1とおいた｡ これは

Feynman ェネルギーをA,←も2 2/(2M米)- △ ′+も2(kc2+2kc(Q-k｡)+
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(Q-k｡)2レ (2M米) とおいて 計算した結果である｡これは,フォノン放出に関する

限｡, Landau の流体力学的ハミルトニアンを用いても,Sunakawa5)や著者 らの集

団記述6)の-ミル トニアンを用いても,行列要素が,p･vs項1),5)については全く同じ

形をしていることから当然である｡ 最近BrookhavenのPassellら7)がさらに精度の

高い tripleaxisspectrometerを用いてDietlichらの実験を退試 した結果による

と,フォノン放出によると思われた大きい Iinewidthは1.1K, 1.03atmにおい

ては勧測されず, 2.7A~1までは linewidthは測定装置の幅より小さく, 2.8A-1

ではじめて意味のある幅が得られることを示した｡この結果はフォノン放出があっても

それからの寄与は意外に小さくなければならないことを意味している｡その理由として

passellは 1･03atm で払 kc は 2･25A~1であるが,この値はスペクトルの変曲串

とほとんど一致 しているので,波数の増加につれて,群速度がすみやかに減少するため

であると考えている｡われわれの立場ではこのような小さい linewidthは,必ず し

も1.03atm におけるスペクトルの特殊事情によるものではないと考える. そうし七フ

ォノン放出による幅はエネルギーの大きい上の分枝に現われ,下の分枝 (onephonon

spectrum )にはほとんど影響がなく,下の分枝の linewidthはロトン対 との相互

作用によるものであり,その大きさはロトン･ミニマム近くのスペク トルの性質,とく

にロトンエネルギーの大きさに強く依存することが示 される｡

§2.Passel.1らの実験結果

最近 P｡ss｡Il｡t｡16㌦硝 述のようにフォノン放出によると思われ lin｡width

は 2.8A~1の波数までは実験装置による linewidth (instrumentalwidth) より

小さくほとんど無視できるという結果を得た.また散乱強度は tripleaxisspectr-

ometerを用いたため,前の実験の 1/.50程度に小さくなった0 1･1K, 1･03atmに

おける結果では,波数 Q,励起エネルギー EQと Iinewidthの実測値 γQ との関係

は次の表 1のようになっているO単位として,QはA-1で･, EQとγQはK としたo

実測値から求めた linewidth(H･W･H･M)は装置幅が 0.59Kであるので,2.8A-1

ではじめて軍味のある庵 が現われ,その値は句 -J (o･8i)2-(o･59)2- 0･58Kとな
る｡
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2A-1< Q< 3A-1vr)濫数領域におF十るHeD中のRotonLinewidth

第 1図 Vk:有効ポテンシャルのフーリエ係数

EkB:Bogolinbovェネ′レギー,ここで- eynman ェネルギーに
等 しく敵ってある｡

EkL:Landau形のエネルギー

Tk･'フォノンとの相互作岡によるlinewidth((2)式による )O

表 1

Q 1.95 2.10 2.25 2.40 2.50 2.60 2.7C 2.80-
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第2図 Passellらのロ トンエネルギー ｡

§3･フォノン相互作用による linewidth

フォノンとの相互作用の vertex functionはraとr｡からな り,波数 qの小さい
ところではそれぞれ

ra(Q,q)ニ ー (も2Q2/4M)(hq/2NMC)y2

rc(Q,q)-(も2/2M)(2MC/Nhq)y2Q･q
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2A-1く Q< 3A-1の波数領域におけるHe正中のRotonLineWidth

によって表わされ∨官 に比例するo Nは全粒子数である｡ linewidthは IIcによって

与えられ, 2次の自己エネルギーE｡(Q,E'は F叩 anエネルギー 昔 を用いて82

rc(Q,q)2

q<qo 6 - EqF- EQF-q十 i S ,

Ec(Q,E)- 孝 8>0.(5)

となるo (2)式は e-eQF とおいて求められたものであるが,正しくはグリーン関数

の極の虚数部分として求めなければならない｡数値計算を行なうときは文献 (6)の

TableClにある左 ,r｡を用いたo

解析的に定性的な見通 しをつけるために,(?)式を求めたときと同じスペクトルを

用いると,E｡(Q,E)の虚部が0でないための条件はエネルギー保存則から,波数 q

のフオノンに対して

- > .i (eq-6,, 号 ･,o (6)

2

である｡ ただし音速 Cとして Eq- hCq, E′≡ - も2Q2/2M米とおいたo下の

分枝について払 E′<0, Q>kc-M米C/flであるから,まず

も2

E′ +諒 (Q-kc)2≧ o
(7)

でなければならないoこれからQ= k｡では虚部は 0となり1inewidth は無視でき

ることがわか'る｡摂動計算では,常に E′- 0にとるから(2)式のような幅が得られ

るが,エネルギーのずれを考えると上記のようになる｡この事実は,もっと複雑な形の

Feynmanスペクトルに対しても成 り立っていることを直接数値計算によって示すこと

もできる｡このようにして下の分枝については 8′<0となるため,フォノン放出によ

る line widthは kc< Q< 3A~1 では期待できないことがわかる｡したがって,

エネルギー幅の原歯は他に求めなければならない.
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§4.ロトン対との相互作用

個別粒子同志は有効ポテンシャルを通じて相互作用し,これに対してBogoliubov

近似を適用すると励起エネルギーは

も2Q26qB-一一一両 1+(4MNVQ/h2Q2) (8)

となるo VQ は有効ポテンシャルのフ-りェ係数で, こ こで は ぜ が Feyr-lanenergy

eQFに等しくなるようにとってあるOこのエネ/レギーを持っ粒子は,フォノンとの相互

作用により,Q-2A-1で は, EQF- 19K の値から9K程度の観測値に近いエネル

ギーを持っようになる. フォノンとの相互作用の外転,この粒子は凝縮相を通じて波数が

汰+Q/2と-k+Q/2の粒子対と相互作桶をすることにより,2分枝励起を与えるこ

とがわかっている｡この相互作用によって,エネ/レギーの値が変化するばかりでなく,

linewidth-の寄与も無視することはできない｡

粒子対との相互作用をとりいれると,フォノンとの相互作用に対して求めたグり-ン

関数G′(Q,E)を非斉次項として,グT)-ン関数 G(Q,E)は:_

G(Q,E)- G,(Q,e)十‡吾K(Q,k)Xk(Q,E, (9)

で与えられるOただしXk(Q,E)は粒子対に対するグり-ン関数で,粒子の演算子

cQ十を用いて ･

xk(Q,E)- 去
JくT 〔ck十号(t)C-kd t,IcQ 両 > eiet:.d,t

によって与えられる｡ また

G′(Q,E)- lE-EQF-2ph(Q,E)〕~1

で, Eph(Q,E)はEc(Q,E)と Taからのエネルギーを加えたものであるO

Ila(Q,q)2

q<qo E+EqF← EFQ~q

･Tph(Q,E)- Ec(Q,E)- ∑Er
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2A-1く Qく 3A-1の波数領域におけるHeⅡ中の RotonLineWidth

から求められるo XQ(k,E)は,粒子対間の相互作用を分離形に仮定すれば,

l E ~ EkF.i-C-…十号 ~ 叫 k,f' 〕 XQ(k,;-'

1

=K(Q,k)G(Q言 )† 言fQk (Q,k) ∑ K(Q,k')XQ(k′,k ′

E)

(13)

結合係数 K(Q,汰)賭 効ポテンシャルVQ によ-て ㌔ (Vk+!+Vk-号)で与えら
れ (第 1図参照 ), fQは分離係数で,ここでは得られた下の分枝のエネルギーが観測

値に一致するようにとる0 7T(Q,k,E)はフォノンとの相互作用による粒子対の自己

エネルギーで,第 1近似では2粒子の自己エネルギーの和として,7T(Q,k,E) -

1.｡h(k+芝,E)+Eph(-k+号,E)で与えられるo粒子対との相互作用から来る自

己エネルギーzr(Q,E)は

E r(Q, e) - Ⅰ ( Q , E),･ L' ト fQ I (Q, E) 〕

･ (Q, 6,, - 書芸

K(Q,k)2

(14)

6-EkF+!㍗ -Fk了 ph(k+i,E'-Zph '~kI13,,2'

から求められるo I(Q,E)を琴際に計算するためにはZph(p,E) の値をすべての

p と e とについて求めておかねばならないが,積分に一番大きく利いてくるのは epF
-1

十 Zph(p,E)の極小値であるから, p-2A の近 くでは,Eをグり-ン関数の極

の実部でおきかえるOすなわちこれを EpLと書くと

E,F+Z｡こ(p,E｡L)十 Z,(p,E,L)- E,L (16)

′

′ ′ ′

となるo Zph,Zrはそれぞれ自己エネルギーの実部を表わすo Er(p,EpL)が無

視できる場合には, Ⅰ(Q,E)の分母は
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8- 8kL了 -Lk十 i菊 + iTIk増
(17)

でおきかえられるo TpL は -Im Ebb(p,EpL),すなわちフォノンとの相互作用

による linewidthである｡前に述べたように EpLの 代 ｡ に EpFをとると卓 は(2)
式 と一致するO この近似の下でⅠ(Q,e)は Ik+Q/2Iと lk-Q/2ほ 変数とする

2重積分によって求められ,波数Qが2A~1と3A-1の間で,観測値と一致するよう

に求めた fkの倍増 2のようになるO この計算に用いた EpLの値とrpTの値 も表 2
に書いてあるo観測値はPassellらが 1･03atmで求めた値を用いているが,Q<2A~1

では今の所 Passellらの観測値が得 られていないので, 103atmにおける音速の増加

を考えて定めた｡この値- 3に書いてある,eQLtsLandauのロトンエネルギーとよ
く似ている｡

表 2

Q 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0

表 3

Q 0.3 0.5 .0.7 1.′0 1.3 1.6 1..9
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2A-1く Qく 3A-1の波数領域におけるHeⅡ中のRotonLineWfdth

TQLは Q≪ 3A-1では無視 できるが, Q三3A~1でほとんど (2) 式で求められる
値と一致するOこれは第 1図に,有効ポテンシャル､七 ･Fern-anエネルギー EqF

と EQLと共に図示 してあるo fQの 単 位 は K 一･で あ るo rQL の値はもっと小さく,とっ

イ

ても実際の計算値は変わらない｡

§5･LineWidthの計算結果

粒子対 との相互作用による自己エネルギーの実部 と虚部はそれぞれ

′

Zr(Q,E)=

〟
2,(Q,E)=

1′(Q,E)L/1-fQI′(Q,E)ト fQln(Q,E)2

〔1-fQI′(Q,E)〕2 - 〔fQIn(Q,E)〕2 ,

〟
工 (Q,E)

〔1-fQI′(Q,E)二2+〔fQI〝(Q,E)〕Z

(18)

(19)

〟
となるo Ⅰ′(Q,e),Ⅰ〝(Q,E)はそれぞれ I(Q,E)の実部と虚部であるo Eph

〟

(Q,E)はほとんど 0であることから, lineWidth γQは Er(Q,Eq) によっ

て与えられ 2A~1<Q<3Å~1では表 4のようになるo EQは下の分枝のエネルギー
の観測値である′(表 1参照 )｡表1の測定値は, Q-2･8A~1に対 して意味のある幅が

求められているにすぎない｡幅 の計算値はロトン ･ミニマム近 くでのEQLの値の変化に
敏感であって, 0･02K程度の変化に対 して γQの値は3倍位変化するO 測定値に近い

表 4

Q 2.0 2.2 2.4 2.6 2.8 3.0

EQγq 8.77 11.48 14.8 16.46 17.04 17.2
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幅を与えるロトン ･ミニマムの値は8.53K であるが,表 4ではロトン･ミニマムと

8.5K･にとったときの計算値が書いてあるo この場合でもQ-2.6A-1に対して幅は十

分小さく,Q-2.8A~1ではじめて装置の幅より大きくなることが示 されている｡ さら

に正確なK(Q,汰)を用いることにより計算値と測定値との一致はよくなる｡

§6･ 討 論

passellらが示 したように, ロトンの群速度が音速に等しくなる 2.4A-1一において

も Iinewidthが意外に小さい事実は,われわれの立場では,下の分枝の1inewidth

が, フォノン放出によるよりも,むしろ粒子対との相互作用によるものとして理解 され

る｡高温ではフォノン放出による幅は増大し,粒子数の影響は無視できるであろう｡

この計算ではロトン対のフォノンとの相互作用による自己エネルギーを(17)式によ

って近似 したが, この取 り扱い方はさらに高度の繰 りこみ演算によって改良されるであ

ろうO また,結合係数K(Q,汰)を有効ポテンシャルでおきかえたが,もっと正確な形

を用いて計算することにより,測定値を与える
EQL
の形は変化するが,この line

widthについてはあまり重要でない｡ しかし励起全体の構造をしらべるためには正確

なK(Q,汰)の形を用いなければならないo

Landauのハミル トニアンを用い,また適当な繰 りこみ法を採用することによっても,

passellの結果を再現することが期待されるが,ここではそれにふれない｡
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