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可積分タィヒミュラー空間の理論

ヴェイユ・ピーターソン曲線上の解析 ＊ 

早稲田大学教育・総合科学学術院松崎克彦

Katsuhiko Matsuzaki 

Department of Mathematics, School of Education, Waseda University t 

概要

可積分タィヒミュラー空間はヴェイユ・ピーターソン曲線のパラメータ空間として近年関心がもたれてい

る．可積分性の指数を一般化することなども含めて理論の拡張が試みられてきたが，曲線族の表現とそれ

を定義する関数空間上の作用素に関する従来からある調和解析的な議論に技術的に依存する部分があった．

この論文では，複素解析的なタィヒミュラー空間論の視点である曲線の同時一意化の方法により，これまで

の理論を見通しよく整備できる研究のある方向性について解説する．

1 序：研究の周辺

はじめに，この論文に関連する最近の研究，これまでの研究，およびその中での本研究の位置について述べ

る．なお，本稿は「関数空間を中心とした実解析・複素解析・函数解析の総合的研究」（京都大学数理解析研

究所， 2023年10月18日）および「拡大複素解析セミナー」（東京工業大学， 2024年2月14日）における講

演の内容をまとめた研究成果の予報である．

1.1 ヴェイユ・ピーターソン曲線の最近

平面上の求長可能な閉曲線 r（弧長 e(r)< oo)がヴェイユ・ピーターソン曲線であることを初等的に定義

すると，始点 ZE rから出発し弧長に関する n等分点を結んでつくる n角形 rn,zの周の長さを £(rn,z)と

して，
00 

sup区2唄(r)-£(r n,z)) < CX) 
zEr 
n=l 

をみたすことである．これはBishop[4]による結果であるが，彼はこの平面幾何的な特徴付けおよび複素解

析的なものの他に， rが張る上半空間内の凸核の双曲幾何， rを境界とする極小曲面の曲率，結び目の場合と
同様に定義したメビウスエネルギーなど合計 20以上の同値な条件を与えた．

上半平面 1HI内で 0から ooへ向かう単純曲線を T/: (0, oo)→ lHIとする． SLE(Stochastic Loewner 
equation)の設定では， t>Oに対して等角写像9t: lHI ¥ T/(0, t]→lHIで正規化条件9t(z)= z+2t/z+O(l／丑）
(z→ oo)をみたす等角写像族 {gth::::oを考える．入t= 9t(T/(t)）をその駆動関数という．｛gt}tとoはレブナー
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鎖とよばれ，レブナー方程式
2 

糾z)= ~'go(z) = z 
gt(z) —入t

をみたす．レブナー鎖のディリクレエネルギーを

I(n) ＝ ； JOO凶）2dt
゜により定義して， Wang[25]はnがヴェイユ・ピーターソン曲線弧であることの同値条件としてエネルギー

I(n)の有限性を与えた．

1.2 可積分タィヒミュラー空間の研究

コンパクトリーマン面のタィヒミュラー空間上のヴェイュ・ピーターソン計量を拡張して定義できる普遍

タィヒミュラー空間 Tの部分空間として可積分タィヒミュラー空間⑭が定式化された．これがヴェイユ・

ピーターソン曲線の複素解析的な理論の基礎となる．ヴェイユ・ピーターソン曲線全体の集合を可積分タィヒ

ミュラー空間と同一視することができる．代表的な研究としては， Cui[7]による可積分タィヒミュラー空間

の複素構造の研究， Takhtajan-Teo[24]によるヴェイユ・ピーターソン計鼠の曲率の研究， Shen[18]による

複素解析的なタィヒミュラー空間論の研究がある．

普遍タィヒミュラー空間 Tは擬等角写像の複素歪曲度から定義することができるが，可積分タィヒミュ

ラー空間⑭はそれに双曲計量に関する p乗可積分性を課して定義される．元々は p=2の場合の理諭

であったが，指数を一般化する研究も進んでいる． p2': 2への拡張は Tang-Shen[23], p > Iへの拡張は

Wei-Matsuzaki [27]によりされたまた，［29,30]では p2': 1において乃に複素構造が与えられている．

本研究では， p=lへの拡張の方法にも議論の力点が置かれる．

1.3 絶対連続タィヒミュラー空間と実解析的研究

普遍タィヒミュラー空間 Tは擬対称写像全体の集合および擬円周全体の集合と適切な正規化のもとで同一

視できる．ここで，向きを保つ自己同相写像h：股→戦が擬対称写像であるとは，次の doubling条件をみ

たすことである：任意の有界区間 Jc股に対して |h(J)I::; Mlh（占I）Iが成り立つような定数 M>1が存在
する．ここで， • |は民のルベーグ測度， ½I は I と同じ中心をもつ長さ半分の区間を表す．擬対称写像は絶

対連続とは限らない．また，複素平面 C上の OOに延びる閉曲線rが擬円周であるとは，それが Cの擬等角
自己同相写像による実軸尺の像であることである．擬円周は局所求長可能であるとは限らない．擬等角自己

同相写像の股への制限 7：艮→ Cを擬対称埋め込みという．

BMOタィヒミュラー空間店は強擬対称写像全体の集合と同一視でき，弦弧 (chord-arc)曲線全体の集

合を含んでいる．ここで，向きを保つ自己同相写像 h：股→ Rが強擬対称写像であるとは，任意の有界区

間Jc罠と可測集合 Ec Iで |El=111;2をみたすものに対して |h(J)I::;Mlh(E)Iが成り立つような定数

M>  1が存在することである．とくに hは局所絶対連続である．また， C上の OOに延びる閉曲線rが弦弧
曲線であるとは，それが Cの双リプシッツ自己同相写像による Rの像であることである．弦弧曲線は局所

求長可能である．像が弦弧曲線である位相的埋め込み7:R→ Cが弦弧埋め込みであるとは，ァが局所絶対

連続で杓'|が Aoo荷重であることである．

普遍タィヒミュラー空間の中で，それを定義する擬対称写像が局所絶対連続であるものからなるタィヒミュ

ラー空間を総称して絶対連続タィヒミュラー空間と呼ぶことにする． Astala-Zinsmeister[3]による BMOタ
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ィヒミュラー空間は，現在研究されている様々な絶対連続タィヒミュラー空間を含んでいて， Shen-Wei[20] 

の研究を通じて理論の整備ができている空間である．可積分タィヒミュラー空間⑭は絶対連続タィヒミュ

ラー空間で TBに含まれている．

絶対連続タィヒミュラー空間の理論では，擬対称写像 h:艮→股に対する logh'や擬対称埋め込み

ァ：股→Cに対する log,'の属する関数空間の解析が研究される．

民上の BMO関数空間と弦弧埋め込みの実解析的な研究を概説している文献として Coifman-Meyer[8]お

よび Semmes[17]は本研究の全般にわたって関連する．前者は調和解析的な手法で弦弧埋め込みの研究がさ

れるのに対し，後者はそれに擬等角写像の理論を援用している．現在の研究の潮流としては，それをタィヒ

ミュラー空間論の枠組みの中で発展させるものがあるが，可積分タィヒミュラー空間乃の研究にもその手法

を適用することができる．

2 可積分タィヒミュラー空間の擬対称写像とベゾフ空間

普迫タィヒミュラー空間のなかに可積分タィヒミュラー空間を定義し，その各点を表す擬対称写像が属する

関数空間を与える．

2.1 普遍タィヒミュラー空間

定義 1．実軸股の向きを保つ自己同相写像 h:R→戦が擬対称写像であるとは，ある M :::.1が存在して，

任意の XE股と t>Oに対して
1 ~ h(x + t) -h(x) 
万：：：：： h（x) -h(x -t) 

：：：：： M 

が成り立つことである．また，平面領域上で定義された向きを保つ同相写像 H が擬等角写像であるとは， H

が局所可積分な偏導関数 Hz,Hzをもち，複素歪曲度μ(z)= Hz/Hzが 11μ11=< 1をみたすことである．

半平面 JHIの任意の擬等角写像 H:lHI→ lHIは擬対称写像 h：股→民に連続に拡張する．逆に，任意の擬対

称写像 hはこのような擬等角写像 H の連続拡張である．

定義 2.半平面 1HI上の複素数値可測関数μで 11μ11=< 1をみたすものをベルトラミ係数という． 1HI上のベ

ルトラミ係数全体の空間を M(lHI)で表す．

ベルトラミ係数μ E M(lHI)に対して，それを複素歪曲度としてもつ正規化条件をみたす 1HIの擬等角写像

H(μ) : lHI→ lHIが一意的に存在する（可測型リーマン写像定理）．よって，このような擬等角写像の全体は

M(lHI)と同一視できる．

正規化条件 (0,1,ooを固定）をみたす擬対称写像 h：股→賊全体の集合 Tを普遍タィヒミュラー空間と

いう． 1HIの擬等角写像から戦の擬対称写像への境界拡張による対応により，タィヒミュラー射影

1r : M(lHI)→ T (μ→h=H(μ)阪）

が定まる． T に関するベルトラミ係数μの同値類[μ]をタィヒミュラー同値類という．

普遍タィヒミュラー空間 Tの位相はタィヒミュラー射影により M(lHI)から定まる．さらに複素構造，計量

も以下の Tの埋め込みを通して M(lHI)から誘導される．タィヒミュラー計量（距離）は M(lHI)の Looノル

ムから定義される T上の計景である．
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μ E M(JHI+)に対して，砂を正規化条件をみたす Cの擬等角自己同相写像で上半平面 ]HI+で複素歪曲度

μをもち，下半平面 1HIーで等角なものとする． F=Fμ,IH一のシュワルツ微分 (logF')" -½ ((log F')＇戸を用
いて， Tを1HI上の正則関数 Wからなる関数空間

A(lHI) = {w I sup l(Imz)憎 (z)I< oo} 
zEIHI 

に位相的に埋め込むことができる．この写像 a:T→ A(lHI)をベアス埋め込みという．

Tは正規化された擬対称写像の合成を演算として群の構造をもつ．この演算をタィヒミュラー同値類では

[μ] * [v]のように表す．任意の [v]ETによる右変換 T[v]:T→ Tは[μ]→[μ]* [v]で定義され， Tの双正
則自己同相を与える．しかし， Tは位相群にはならない．

擬等角写像と普遍タィヒミュラー空間に関する文献には代表的なものとして [1,13]がある．

2.2 可積分タィヒミュラー空間

定義 3.p 2 1に対して，ベルトラミ係数μ E M(lHI)が

||μ||p = (J |μ(z)|p dxdy 1/p 
IHI |ImZ|2) ＜ CX) 

をみたすとき， p乗可積分ベルトラミ係数といい，その全体を Mp(lHI)で表す．

p乗可積分タィヒミュラー空間（ヴェイユ・ピーターソンタィヒミュラー空間とも呼ばれる）を T = p 

1r(Mp(lHI)）により定義する．⑭の構造はタィヒミュラー射影 T により Mp(lHI)から誘導される．とくに Lp

ノルムから定義される p-ヴェイユ・ピーターソン計量をもつ．正確には，ベアス埋め込み a により⑭を正

則関数のなすバナッハ空間

dぉdy 1/p 

犀）＝ ｛¥JI E A(lHI) I (L I (Im z)憧(z)|p|ImZ|2) < CXl｝ 
に埋め込んで議論する． p2 1に対してそれが可能である ([29]).

Tの群構造に関して⑭は部分群を成し，さらに [v]E Tpが定める右変換 T[v]が Tpの双正則自己同相で

あることも任意の p2 1で示される．また，乃は位相群になる ([30]).

可積分タィヒミュラー空間 Tpに属する擬対称写像 h：罠→股は局所絶対連続である．この写像の logh'

が属する関数空間を決定する問題を考える．［18],[23], [27]の結果を一般化し， p=lの場合も含めて，次の

定理が証明できる．

定理 1.p 2 1とする．擬対称写像 hE⑭に対して， logh'はReBP（賊）に属する．

ここで，和（股）は以下で定義する複素数値関数からなる複素バナッハ空間であり， ReBP（民）でそのうち実

数値関数からなる実部分空間を表す．

2.3 ベゾフ空間

mENとtE JRに対して，股上の関数¢の m 階差分を

△拉(x)= q;(x + t) -q;(x)；△T+1の(x)＝△fq;(x+t)―△fq;(x) 
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により定める． s疇， 0<p,q :S CX) に対して，股上の局所可積分複素数値関数¢のセミノルムを

11¢||均,q= （J00 |t|―sq II△}s」+1¢||q dt -00 ら (R)可）
1/q 

で与える． 11¢11的，q <ooとなるような¢全体を等質的ベゾフ空間とよぶ．

これはベゾフ空間の古典的な定義であるが，可積分タィヒミュラー空間に関連しては p=q=l/sの場合

のみを扱うため，とくに以下の定義を与える．

定義 4.p > 1の場合，股上の局所可積分複素数値関数¢でセミノルム

11¢恥＝（J00 100 |¢(x + t]2-¢(x)|pdxdt 
-oo., -oo 

) 1/p 

が有限となる関数全体の集合をベゾフ空間 Bp（股）と定義する．さらに p~l に対しては，

11¢11Bff =([:I: ~dxdt) l/p 

が有限となる関数全体の集合を B9（股）とする．

注意 1.p = 1のとき， 11¢|国<CX) となるようなのは定数関数に限られる．

股上の局所可積分複素数値関数¢が BMOであるとは，

1 
11¢11BMO =雲可l匝(x)-¢rldx < oo 

をみたすことである．ここで上限は賊の有界区間 Iにわたってとり， ¢Iは¢の I上での積分平均を表す．

BMO関数全体を BMO（良）とする．

定義 5.p ~ 1に対して，閲数空間瓦（股）を

瓦（股）＝磨(R)nBMO（艮）

により定義し，セミノルム 11¢|亙=||¢11B: + 11¢11BMOを与える．

p>lのとき， 11¢|国と 11¢11§pは同値なセミノルムになる． BMOノルムを加える理由は2点ある．第一

に，不定性を定数関数の差のみにすること，第二に，単位円周 s上の関数に同じ形でベゾフノルムを定義した
とき，ケーリー変換で同型に対応するようにすることである．

定数関数の差を無視することにより 1|．||Bp,||．| ＾ ^ Bp をノルムとし，それぞれ Bp（股）， Bp（股）を複素バナッ

ハ空間とみなすことができる．

2.4 等角接合 (conformalwelding)の方法

定理 1の証明の方針は，与えられた擬対称写像を等角接合により等角写像の境界値として表現することで

ある．

一般に，擬対称写像 h：尺→民は2つの等角写像 F,Gの境界値 f=F|JR,g = G阪の差違として表せる．

すなわち，擬対称写像 hの擬等角拡張 H:C→ Cの複素歪曲度をμ E M(JHI+), P, E M(lHI一） （μ(z) = μ（芝）
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はμの反転）としたとき， F=Fμ を上半平面 ]HI+で複素歪曲度μ,下半平面 1HIーで複素歪曲度 0（等角）

をもつ Cの擬等角自己同相写像とし， G= Gμ-lを1HIーで複素歪曲度且―1, ]HI+で等角な Cの擬等角自己

同相写像とする．ここで且―1は， H-11IHIーの複素歪曲度である．このとき，正規化条件を与えれば， C上で
H = c-1 oFとなり，艮上で h=g―1ofと表せる．絶対連続性があれば

log g'o h + log h'= log J' (*) 

が成り立っ．

これにより，まず等角写像 F,Gに対して，その境界値の logf',logg'がベゾフ空間に属すること（命題

3)をみる．正則関数logF',logG'は次に定義する解析的ベゾフ空間というものに属すること（補題 2)から

これがわかる．次にlogg'ohを考えるが，これはベゾフ関数 logg'にhが合成されている形である．これが

再びベゾフ空間に属すること（補題 5,6)をみるためには， hによって定まる合成作用素の性質をみなければ

ならない．

2.5 解析的ベゾフ空間

定義 6.p > Iの場合， 1HI上の正則関数 <I>でセミノルム

ll<I>|国=（ll(Imz)徊(z)|p1:：dz『2)1/p 
が有限となるもの全体の集合を解析的ベゾフ空間的(R) と定義する．さらに p~l に対しては，

||<I>||B¢ = (J |（Imz)％”(z)|p dxdy 
E |ImZ|2) 

1/p 

が有限となるもの全体の集合を B¢偉）とする．

注意 2.p=  Iのとき， II¢|国くooとなるような <I>は定数関数に限られる

lHI上の正則関数①が BMOAであるとは，

ll<I>||危MOA= Sup 上／ l(Imz)<I>'(z)l2~ < oo 
ICR |I| feE |ImZ| 

をみたすことである．ここで，上限は股の有界区間 Iにわたってとり，「は Iを一辺とする 1HI内の正方形

を表す． BMOA関数全体を BMOA(lHI)とする．

上記の関数空間の性質についてはたとえば [31]で調べられる．

定義 7.p ~ Iに対して，関数空間瓦(lHI)を

科(lHI)＝虎(lHI)n BMOA(lHI) 

しこより定義し，セミノルム ll<I>llgp= ll<I>IIBt + ll<I>IIBMOAを与える．

p>lのとき， ll<I>IIBpと腫ll&pは同値なセミノルムになる． BMOAノルムを加える理由はベゾフ空間の

ノルムの場合と同様である．

定数関数の差を無視することにより 11・ IIBp, II 
均
をノルムとし，氏(lHI),Bp (lHI)を複素バナッハ空間とみ

なすことができる．

可積分ベルトラミ係数と解析的ベゾフ空間の関係は以下のとおりである．
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補題 2.]HI+で複素歪曲度μをもち 1HIーで等角な Cの擬等角写像自己同相写像 Fμ について，μ E Mp(lHI可

であることと log(F叫1H[一）＇E科(lHI一）であることは同値である．

これより，前ベアス埋め込み~: Tp→瓦(lHI)が定まり， 0は像の上への双正則写像となる．証明にはベア

ス埋め込み a:Tp → Ap(lHI) も利用する．対応屯＝炉ー（徊）2／2 で定まる写像瓦(JHI) → Ap(lHI) は ~(Tp)
から a(Tp)の上への双正則写像を与える．

2.6 トレース作用素とセゲー射影

次に，解析的ベゾフ空間の R上でのトレースはベゾフ空間の閉部分空間となることをみる．以下の主張は，

実解析的には [22,Chap.V]，複素解析的には [15]にある議論より示すことができる．

命題 3.任意の <I>E Bp(lHI)はRLほとんど至る所で角極限をもち，その境界値関数は Bp（戦）に属する．こ

の対応ぃ局(JHI)→和(R)は像の上へのバナッハ同型である．

これにより，以下ではしを省略して瓦(lHI)C凡（政）とみなす．

ベゾフ空間から解析的ベゾフ空間への射影も具体的に与えられる．

定義 8.~上の急減少関数¢に対して，特異積分

囮）（x)= p.v.~ L:-P!Adt (x E股）n• -oo x -t 

を定義する．それを科（股）上の作用素に拡張して 1{をヒルベルト変換というまた P土＝ら(I土i甘）をセ

ゲー射影という．

土は上半平面 1HI十と下半平面 1HI―に対応し，それぞれへのセゲー射影が考えられる．ヒルベルト変換の有

界性は [11]，セゲー射影の有界性は [16]にある．

命題 4.p :;:> 1とする．ヒルベルト変換 1{:凡（戦） →凡（股）はバナッハ自己同型で 1io1i=-Iをみたす．

セゲー射影P士：瓦（艮） →瓦(JHI土）は有界な射影でp++ p-= I, Ker P士＝瓦(JHI干）をみたす．

＾ 
^ ^ 

とくに，位相的直和分解 Bp（股） ＝氏(JHI+) 〶氏(JHIー）が成り立つ．

2.7 合成作用素 (compositionoperator) 

擬対称写像 h：股→戦による賊上の関数¢の変数変換仇(¢)=¢ohを合成作用素 Chとして定義する．

補題 5.p > 1のとき，任意の擬対称写像 hに対して ch:Bp（民） → BP償）はバナッハ自己同型である．逆

も成り立つ．作用素ノルム IIChllは hの擬対称定数のみによる．

補題 6.log h'E叩（良）ならば， Ch：氏（民） →氏（股）はバナッハ自己同型である． IIChllは IIlogh'llw}に

より評価できる．

ここで w/のようにソボレフ空間にドットをつけるのは，微分の最高階の可積分ノルムだけを使ったセミ
ノルムで空間を考えていることを意味する．

証明には，以下で述べるバナッハ空間の補間を用いる．補題 5は[5,6]に説明されている． p>lに対して
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は， Bp(R)を2次元BMO関数空間 BMO(lHI)との補間で表現できる 1HI上のある関数空間のトレースであ

るとみなす． 1HIの擬等角自己同相写像による合成作用素は BMO(lHI)に有界に作用するという性質が本質的

な役割を果たす．この議論は p=lには適用できない．補題 6には実補閻Bf償） ＝ （w?（股），L1（股））加，1を
用いる ([14,Chap.17]を参照）．

2.8 補間 {interpolation)

バナッハ空間 (X。,||． ||x。)，（X1,ll・ llx』がある共通の位相ベクトル空間に連続的に迎め込まれているとす

る． t>Oに対して，

K(x, t) = inf {llxollx。+tllx1llx1Ix= xo + xi, xo EX。,X1EXけ
をxEX。＋ふのノルムとする．び E(0, 1)とqミ1に対して，

.1 
°° dt q 

(X。,X叫 q= {x EX。+X1I llxlla,q = (100 K(x, t)q ~) 0 < oo} 

゜をX。とふの実補間と定義する．

命題 7.実補間 (X。,X山，qは II・ lla,qをノルムとしてバナッハ空間となる．また，線形変換 C:X。+X1→
X。＋ふが X。およびふ上に制限すればそれぞれの有界線形変換であるとき， C:(X。，ふ）a,q→
(X。，ふ）a,qも有界となる．

2.9 定理 1の証明の概略

等角接合の方法を用いた議論より続く．

p = lの場合には，まず補題 6の仮定の条件 logh'EW}（政）を確かめる．補題 2より logF',logG'E 

瓦(lHI)であり，命題 3より logf', log g'E瓦（政）である．等角接合の関係式（＊）において logg'EB1（股） C 
叩（良）を用いて logg'ohE叩（民）を得る．また同様に logf'E瓦（股） CWl(R)である．これにより，絶

対連続な hはlogh'EW!（股）に自己改良されので補題 6が適用できる．

補題 6の証明 1次元空間の特殊性が適用され， logh'EWl（股）ならばhEWf（民）かつh',(h')-1 E L00（政）

である．これより実補間 Bf偉） ＝ （W？（股）， L1 （股）） ½,1 の各成分について，仇が Wr(R) および L1 （股）か
ら自分自身への有界線形作用素であることが示せる．よって命題 7より ChはBf償）に対しても有界線形

作用素である．また，この作用素ノルムは IIlog h'llwtで評価できる．

BMO(R)を用いるかわりに瓦（股） ＝吋（股） n叩（股）であることが示せる．セミノルム 11¢11iipも

11¢11Bf + 11¢11wtと同値である．これより， Chの有界性は瓦（戦）に対しても成り立っ． ロ

定理 1の証明 p=lの場合，補題 6より等角接合の関係式（＊）においてlogg'ohE瓦（賊）を得る．よって

logf'E瓦 (R)と合わせて logh'EB1(R)が結論できる． p>lの場合は補題 5により同じ議論を行う． ロ

2.10 Teich m ii Iler-Wittich-Bel i nskiTの定理

p=lの場合，定理 1の結論は logh'が

B1（罠） cw}（民） CC0（股）nLOO（良）
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に属することであったこれより，次の結果が従う．

系 8.擬対称写像 hE T1は反 (ooも含み単位円周と微分同相）の C1級微分同相写像である．

この結果は Alberge-Brakalova[2]により示された．証明では Teichmiiller-Wittich-Belinskiiの定

理 ([21]を参照）を用いている．この定理は，一般に擬等角写像 H の複素歪曲度μの 1点 z。でのある局所

可積分性が等角性を導くこと，すなわち，ある r>Oが存在して

J |μ(z)| 
lz-zol<r lz -Zo 

dxdy < oo 

であるならば， HはZoにおいて複素微分H'(zo)# 0をもつことを主張している．擬等角写像H:H+→日＋

の複素歪曲度μが M1(Hりに属するならば，民に関する鏡像で H をCの擬等角写像に拡張したもの (H-

上での複素歪曲度は E)は任意の ZoE股において上の条件をみたしている．

3 ヴェイユ・ピーターソン埋め込みのベアス座標

ヴェイユ・ピーターソン曲線を股の埋め込み 1の像としてとらえ，そのような埋め込み全体をタィヒミュ

ラー空間を用いて座標付けする．ベゾフ空間への対応 log,'が双正則であるという関係が示される．

3.1 ヴェイユ・ピーターソン埋め込み

定義 9.μ+ E Mp（町），μ― EMp(lHI一）に対して，それを複素歪曲度としてもつ正規化された Cの擬等角自

己同相写像 G(µ+,µ一）の股への制限を p—ヴェイユ・ピーターソン埋め込みという．また，その像を p-ヴェ

イユ・ピーターソン曲線という．

G(μ九μ―版は([μ打，［正］） E T; X Tp-により定まり，これを,([μ□,［μ―])と表す．なお， Mp(JHI+),
島 (lHI一）からのタィヒミュラー射影で定義される空間をそれぞれ T;,Tp-で表している．

直禎空間 T+XT一の対称軸を

Sym(TP+X TP―) ＝ ｛（［μ], [p,]) I [μ] E Tp} 

とする．［μ]E⑰に対応する擬対称写像 h:股→股（すなわち 1r(μ)= h)はh=,([μ]，［月）とかける．

定理 1は次のように一般化される．証明は同様にして等角接合の方法を用いる． Sym(Ttx TP-)の擬対称

写像に[μ打と[μ]の差違から定まる等角写像の境界値を合成したものが 1と考えればよい．

系 9.p—ヴェイユ・ピーターソン埋め込み'=,([µ門，［µ一］） ：股→ Cは局所絶対連続であり， log,'はBp償）

に属する．

3.2 ベアス座標

ベアスの同時一意化により，擬フックス群全体の空間はタィヒミュラー空間の直積で座標付けができる．同

様にして， p--ヴェイユ・ピーターソン埋め込み全体の空間は T;XT；で座標付けできる．これをベアス座標

という．系 9より，ヴェイユ・ピーターソン埋め込みァの log"('を通じてベアス座標からベゾフ空間への写

像が定まる．
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主定理． p 2: 1とする．写像 A:T; XTp_ →恥(R)を

A([μ+],[μ―]) = log,'(, = 1([μ+], [μ―])) 

により定めると，像 RanAは瓦（民）の開集合であり， Aは RanAの上への双正則写像である．さらに，

A(Sym (T: x Tp-)) = Re科（艮）である．

3.3 定理 1の逆：原点での微分

主定理の後半の主張は，以下のような定理 1の逆の主張に対応している．

定理 10.p 2': 1に対して，擬対称写像 h：股→股が局所絶対連続で logh'ERe凡（股）となるならば， hは

芥に属する．

この結果の証明は，主定理の証明の易しい部分に相当する．なお， p> 1のときは，擬対称写像に対する

Beurling-Ahlfors擬等角拡張の定義において，畳込み積の核をガウス関数に取り替えた Fefferman-Kenig-

Pipherの拡張 ([10],[26])を適用しても示せる ([27]).

Tpの群構造に関して [v]E Tpが定める右変換加］を T;XTp_に拡張して，並行移動 R1v1([μ門，［μ一］） ＝ 

(riv]([μ汀），伽］（［μ］））を定義する． Riv]はT;X Tp_の双正則自己同相写像で対称軸 Sym(T:X rp-)を

保つ．

命題 11.1r(v) = h E Tpのとき， AO R[v] = ch O Aが成り立つ．

定理 10の証明． Aは単射正則写像になる．その原点 ([Ol,［Ol)€T; XTPーにおける微分を考える．前ベアス

埋め込みより T;X TP一の([μ+],[μ―l) €T: X TP―における接空間を

町[μ+],[μ-])(T:x Tp-) ＝ 3'iµ+](T;+）① 3'iµ —]（T;）竺瓦(JHI―） ①瓦(JHIり＝瓦（艮）

のように同一視すれば，原点での微分 d([o],[o])Aは恒等写像であることがわかる．とくに原点の近傍で Aは

全射で A-1は正則である．よって和（股）の原点の近傍にある logh'について， hはヴェイユ・ピーターソ

ン埋め込みからくる．

任意の logh'ERe和（民）について hE Tpであることを示すためには，実解析的な関数のクラス C吋政）

の科（股）における桐密性を用いる． logh'EC刊股）ならば，擬対称写像 hの擬等角拡張で複素歪曲度が可積

分性をもつものが標準的な方法で構成できる．この hと[v]に対応する双正則な並行移動 R[v]と合成作用素

仇（補題 5,6よりバナッハ同型）により，原点の近傍を logh'の近傍に移せば，命題 11より，対応する移動

がSym(T:X rp-)上で起こる．これより Sym(T: X rp-)から Re科（艮）への Aの全射性が示される． ロ

3.4 主定理の証明の概略：微分の全射性

主定理の前半の主張の証明は，以下の2点を示すことからなる．

(1) Aの単射正則性．

(2) Aの微分d([μ+J,[μ-])A：勿［μ+],[μ-])(T: X冗） →瓦(R)の全射性．
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正則性はタィヒミュラー空間論においては通常想定できる事実である．それにより，逆写像の正則性は逆写

像定理より微分を考えて処理できるようになる．微分の全射性の証明はさらに次のステップからなる．

•接空間の像：巧[µ+],[µ-])(T: x TP-)竺瓦（日一）①瓦(H+）の微分 dAによる像は

Rand([μ+],[μ-])A = ch—瓦 (JHI―) ＋cに瓦(JHI+)

となる．ただし， h+= 1r(μ打， h―=T（仄）とする．

• Zp = iReBp （股） nRanA での考察： Zp 上では Ch—瓦(JHI一）＋ c炉瓦(JHI打＝科（股）が成り立つ．これよ
りZp上では dAが全射である．

•並行移動および合成作用素による移動： A([µ+],[µ-])= log h'E約をとり，並行移動で([μ打，［μ-])を，合

成作用素で logh'を移して考えれば，命題 11より T;XTp-の任意の点での dAの全射性が証明できる． ロ

3.5 可積分タィヒミュラー空間の実解析的構造

主定理の双正則写像 Aを実解析的な部分多様体である対称軸 Sym(T:x T,;)に制限する（定理 10の設
定と同じ）．自明な実解析的な埋め込み l:Tp→ Sym(T: x'I',;)と合成することにより次を得る． pに制限

をつけた場合の結果は [19],[30]にある．

系 12.p?: 1に対して， h→ logh'で定義される写像Aoi:Tp→ ReBp偉）は実解析的な微分同相写像で

ある．

これにより，可積分タィヒミュラー空間⑭は実バナッハ空間 ReBP（戦）全体と実解析的に同値である．す

なわち，孔の複素梱造が定める実解析的構造が ReBp（艮）である．

4 双正則対応による曲線上の解析

ヴェイユ・ピーターソン埋め込みのベアス座標からベゾフ空間への双正則な対応は，可積分タィヒミュラー

空間の構造を記述するのみならず，古典的な実解析の問題に対するヴェイユ・ピーターソン曲線上での解析の

方法を与える．

4.1 コーシー変換とコーシー射影

p—ヴェイユ・ピーターソン埋め込み r =,([μ打，［μ―])に対して，曲線r=7（股）上でコーシー積分を考え
る． Q+，Q-をrで分けられる Cの2つの部分領域とする．関数空間は1：賊→rおよび正規化されたリー
マン写像 F士： 1HI士→炉による押し出しで定義する：

馴 (JR))：＝{賃|¢ E科（股）｝， 1|1＊¢||Bp:＝ ||¢||厨

瓦（か）：＝｛（Fり*炉|iI>士E瓦(JHI打｝， ll(F土)*炉||Bp:=||炉||因

和伊）に属する正則関数のr上での境界値は瓦（ァ（股））に属する．さらに，境界値をとる写像瓦(0土） → 
科(,償））はバナッハ同型な埋め込みで，ノルムは IIC尼 lで評価できる．ここで， h士=1r(μ土）は擬対称写
像であり，以後この対応を用いる．

定義 10.p-ヴェイユ・ピーターソン曲線r=,(JR)上（向きは民の向きから定めて士で同じ）の関数
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＾ 心国(1(R)）のコーシー変換を特異積分

1 心(T)
(H匹）（t）＝ p.V.-J 占 (tE r) 

7r Jr l-T 

で定義する．また，コーシー積分による伊上の正則関数を

叫(<)＝］Jr：門む ((E炉）
で表し，コーシー射影とよぶ

コーシー射影 P『心のrにおける境界値も同じ記号で表す．

4.2 Calderonの定理

まず， Plemeljの公式（ヒルベルト変換とセゲー射影の関係の一般化）より次が成り立つ：

命題 13.p—ヴェイユ・ピーターソン曲線 r=,（民）上の関数ゆ€科（1(股））のコーシー変換 Hr とコーシー

射影 Pf'は

叩＝抄＋ i1--l匹）， Pi心＝罰— i1--l匹）
をみたす．言い換えれば

ゆ＝Pf心＋Pi?/;, i1-lrゆ＝ PfゆーPiゆ

が成り宣つ．

接空間尻[μ+],[μ-])(T:x Tp-)＝尻μ+『p+①夙μ-ITP一の全単射な微分 d([μ+J,[μ-])Aによる像は

Bp（恥） ＝Ch-（瓦(lHI―）） ①Ch+（瓦(lHI可）

であったまた，この直和分解による¢€瓦（民）の一意的な分解¢=¢+＋炉に対応する有界な射影を

p+ 
（加］，［μ一］） : Bp（股） → Ch+（氏（JHI+)), ¢→¢+; 

p([~+],[µ 一］） ：科(R)→ Ch-（瓦(JHI-)), ¢→¢― 

と定義する．

定理 14.pーヴェイユ・ピーターソン曲線r=,（民）上の関数空間科(T(R)）におけるコーシー射影 Pf'は

P「=1• oP土([μ+],[μ-])゚'*

をみたす．よって P芹：Bp(,（股）） →瓦(n土）は有界線形作用素でそのノルムは IIC尼 lにより評価できる．

これより，ヴェイユ・ピーターソン曲線に関する Calderonの定理が従う．弦弧曲線に関して log,'が原

点に近い場合の結果については [8]にある．任意の弦弧曲線についても，［28]にある弦弧埋め込みに関するべ

アス座標の議論にここでの手法を用いれば示すことができる．

系 15.p—ヴェイユ・ピーターソン曲線 r ＝ァ（股）におけるコーシー射影 Pげは，位相的な直和分解

瓦（1（股）） ＝瓦（炉） ①局（釘）

を与える．
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4.3 コーシー変換の正則依存性

p—ヴェイユ・ピーターソン曲線 r ＝ァ（股）に関するコーシー変換とコーシー射影の関係 Hr= -i(P/-Pi) 

を＼による共役で良上に戻して（これを標準化とよぶことにする），

刷町］，［µ—]） = -i(P(t記］，1n]）-P心＋1，［μ一］））

と定義する．より具体的に書くと

叫 l,［μ-］）（cp)(x)= p.v.~ l ~;:；口(TT) ふ (x E股）

となる．これは科（股）のバナッハ自己同型である．

糾 01,[0])はヒルベルト変換1{と一致する．（［μ],[μ]) E Sym (T: x Tp-)に対しては， 7([μ],[μ]) = H(μ)は＝

h （あるいは 1r(μ)= h)は股の擬対称写像で， r=h（股） ＝股となり，

1l([μ],[p,]) = -ih;:-1(P+ -p-)h. = ch O 1{ 0 c,;1 

は合成作用素 Chによる 1{の共役である．

有界線形作用素科（良） →和（恥）全体からなるバナッハ空間を £(Bp（良））とすると次が成り立つ．

定理 16. 対応([µ店[µ]）→ 1l([µ+],[µ—]）で定義される写像 T: x TP-→£（ん（賊））は正則である．

証明． T:x TP-の接空間の直和分解による各成分への射影を

炉： ,9i[µ+],[µ —]） (TP+ X T;)→可正］（Tl)

とすると，コーシー射影の標準化は

p([μ+],[μ一］） ＝d([μ+J,[μ-1) Ao J士0dA([μ+],[μ-1) (A―1) 

となることがわかる． Aは双正則より，これは([μ汀，［μ-])に正則に依存する． 口

弦弧埋め込みの場合の対応する結果は [8]にある．ただし，双正則写像 Aは介さず，原点の近傍のみでの

正則依存性が示されている．これについても完全な拡張が可能である．

4.4 Coifman-Meyerの定理

Zp = iBp(ffi.) n Ran Aを純虚数値ベゾフ関数からなる RanAの実解析的部分多様体とする（主定理の証明

で用いた）．心€為に対して

叫）＝ Jxexp心(t)dt (x E良）

゜はある p--ヴェイユ・ピーターソン曲線の弧長パラメータとなる．

一般に，¢ E Ran A から定まる任意の p—ヴェイユ・ピーターソン埋め込み

雷）＝ 1xexpcp(t)dt 

゜
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に対して，擬対称写像

h(x) = l" exp(Rerp(t))dt 
をとると，ゆ＝ ilmrpoh-1E Zpによる弧長パラメータを ,oとすれば， 7は,oのhによるパラメータ変更

r =,oohとして表せる．
yp＝瓦（lHIりnRanAを町の解析的ベゾフ関数からなる RanAの複素部分多様体とする． <pE Ypから
定まる p-ヴェイユ・ピーターソン埋め込み

f(x) = 1x exp叫）dt (x E股）
に対して上記を適用すれば，弧長パラメータ ,oの擬対称写像 hによるパラメータ変更 f=,oohとして表

せる．

この］と,oとの対応は全単射であり，これより写像 Zp→％が定義される．これは同相写像であること
がわかる．一方， fと,oの組から，その間のパラメータ変更 hへの対応も考えられ，写像 Zp→ Re.Bp(JR.)

が定義できる．

この2つの写像を T;XTp-で考えるために，

p : TP+ X TP―→ {[0]} X TP-, （［釘],[μ―l)→ ([O],[μ―l *［戸l―1);

8 :T; XTP―→ Sym (T: x Tp-), （［μ+], [μ―l)→（［正］，［戸］）

とおく．乃が位相群であることより pは連続である．また， 6は対称軸への射影であるので実解析的である．

一意的な分解

([μ+], [μ―]) = p([μ+], [μ―]) * 8([μ+], [μ―]) 

は pヴェイユ・ピーターソン埋め込み g='!([μ打，［μ-])の分解 g= f ohに対応する．ここで， f=

'Y(P(［正］，［μ-]))は JHI+の等角写像の股への拡張， h='!(8([μ汀，［μ-]))は Rの擬対称写像である．

上で定義した科（股）上の写像を双正則写像 Aによる共役で T;XTp_上に変換する：

Zp→Yp ~ Po := PIA-1(Zp) : A―1（為）→ ｛［0]} x Tp-, 
Zp→ Re瓦（政） ←キ伽：＝ 8IA-'(Zp): A―1（約） → Sym (T: x Tp-). 

Coifman-Meyer [9]の弦弧埋め込みに関する結果をヴェイユ・ピーターソン埋め込みの場合に翻訳して以

下のように定式化する．証明は既に示されていることから直ちに従う．部分的な結果は [30]にある．

定理 17.8。:A-1(zp)→ Sym(T: X r;) = A-1(ReB糾R))は像の上への実解析的微分同相写像である．
証明． 6。は実解析的単射であるので，逆写像祁1が実解析的であることを示す． Aによる共役

Ao 8訂oA―1:Re科（股） nRan(A o妬）→ Zp

はAo8訂oA-1位） ＝ーiHA-1位）¢で与えられることがわかる．コーシー変換の標準化 HA-'(1>)は定理 16
によりの EReBp（賊）に対して実解析的に依存するので， Ao8訂oA-1もそうである． ロ
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4.5 Kerzman-Steinの公式

Kerzman-Steinの公式 ([12]）はセゲー射影とコーシー射影の関係を滑らかな曲線r上の L2空間に対
して与えるものである．これをヴェイユ・ピーターソン曲線r上で考える．
ベゾフ空間 B2（股）は複素ヒルベルト空間である． 2-ヴェイユ・ピーターソン埋め込み'=,([μ打，［μ-])

に対して， r=,(股）を境界とする領域のひとつを Q = Q＋とし， Q+上の正則関数へのコーシー射影を

Pr=P/とする．この標準化p([μ+],[μ一］）を凡（股）に作用させると， Ch+（B2(lHIり）への射影になる．この

共役作用素を P(iμ+],[μ-])とする．一方，恥（股）におけるセゲー射影 Pは自己共役的な射影 (P*= p)であ

る．よって Ch+0 Po c,:_:もCh+（氏(lHI打）への自己共役的な射影である．

定理 18.（［μ+],[μ-]) E T2 x T2に対して，恥（賊）における Ch+(B2(lHI打）へのセゲー射影（の共役）とコー

シー射影（の標準化）は次の関係をみたす：

ch+ o Po C[｝ ＝ P(［μ+]，［μ-］） o (I+ P(［町］，［μ-l）-P加＋］，［μ一］））ー1.
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