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1.はじめに 1:1共鳴振動子の解はすべてが同一周期の周期解だが､この系
に 弱̀い'摂動が加わるとほとんどの周期解は壊れ､わずかの周期解のみが 生̀き残る'

(帆,【叫)｡特に摂動項がいくつかパラメータを含めば､周期解はパラメータの変化に
伴い分岐することがある｡Hinon-Heiles系は､その典型例である (【AS】)｡

摂動系の､原点近傍での 生̀き残り'周期解の研究には､ハミルトニアンのBirkhoH-

Gustavson(B.･G.)榛準形が用いられる｡Kummerは､1:1共鳴振動子の摂動系のハ
ミルトニアンのB.-G.標準形級数を4次で打ち切って得た関数をハミルトニアンとする
-ミルトン系 (̀打ち切り系')を考え､打ち切り系の周期解分布が､原点近傍におい
てもとの摂動系の周期解分布をよく近似することを示した(【K】)｡この近似の利点は､
打ち切り系の周期解分布が､系のU(1)一対称性による簡約化法を用いて幾何的に求めら
れる事で､Hinon-Heiles系の周期解分岐について成功をおさめた(【CR】,【K]).

典型例のHirton-Heiles系に目を転じると､軸対称銀河モデルに端を発するこの系は､
量子化学の関心を集めている (PJ])｡H6non-Heiles系の打ち切り系を量子論の観点か
ら調べると､古典系で周期解分岐が生じたパラメータ値においてエネルギー固有値の縮
退が起こり､固有関数の密度関数に顕著な変化が兄いだされた く【Ⅵ)｡この結果から､
より一般の1:1共鳴振動子の摂動系の打ち切り系の周期解分岐と､圭子論における打
ち切り系のエネルギー固有値分布の関係に興味がもたれる｡

本稿では､1:1共鳴擬勤子の摂動系の打ち切り系のなかで3-パラメータを持つもの
の土子論を考え､エネルギー固有値の挙動について報告する｡但し､はじめにB.-G.揺
準形ありきの立場をとり､もとの摂動系の形は問わない｡圭子化の手法として行夕煙 素
を用いた､エネルギー固有値の数値計算から得た興味深い挙動を紹介する｡次に､量子
化のスキームとしては異なるが､行列要素から得られた固有値の挙動が､系のMaBlov
圭子化条件により定性的に説明可能なことを示す｡古典系における周期解分岐とMaslov
量子化条件の双方と､古典系の ェ̀ネルギー運動壬多様体'の集層構造との密接な関係
は､固有値の挙動と周期解分岐との間の､葉層構造を介した関連を示唆しているとい
える｡

2,摂動系の古典論 (周期解分岐) 本節では､対象とする摂動系を導入し､古
典論における周期解分岐をKnm er(【Kl)に従って調べる｡本稿では､以下､必要に
応じて微分幾何学の用語やぎ己法を用いるO摂動系をシンプレクティツタ多様体 (相空

間)､(R2×R2,doc)､上で考える｡ここでOcは正準1形式で､デカルト座標､(p,q)∈
R2×R2､によって

(2･1)

2
Oc=∑pjdq,I
ノ=1
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と表される｡複素変数 (I,･)をZ,･=(1/､β)(q,･一･-p,A),).=1,2で導入し､R2xR2と
C2とを同一視する｡

本稿では､3･パラメータ､(αj)j=1,2,3,αj≧0､を含むハミルトニアン､

(2･2) Ha-J･αlJM3･α2JMl･箸M32･
を持つ1:1共鳴振動子の摂動系を考える｡但し､J､MJ･()'=1,2,3)は､それぞれ

(2･3) 誌と1,I;2'lf,?I2,設 ≡許 52f･22f2
である｡Jは1:1共鳴振動子のハミルトニアンに他ならない｡さらに､HaのJ以外の
項はJとPoisson可換なのでHaは既にB.-G.標準形になっている｡

注意:-T股の(αj)に対し､(2･2)のHaを考えても､正準変換や '･≧0()'=1･2,3)の
場合に帰着する｡

以下､摂動系の周期解分岐を､U(1)一対称性による簡約化法を用いて調べる.C2上の
シンプレクティツタ (dOcを変えない)U(1)一作用､

(2.4) 申.:Z∈C2- exp(t't)Z∈C2,(t∈【0,271)

は､Haを不変に保つので､U(1)一作用による系の簡約化 (変数低減)ができる(【AM])0
すなわち､U(1)-作用(2･4)に随伴した運動量写像 (第1積分)として(2･3)のJが得ら
れ､次の図式で2次元シンプレクティツク多様体､(S2(h),uh)が得られる.

(2･5)

C2-L J-1(h)(h>0)
･AI

S2(h)efJ~1(h)/U(1)

S2(h)は半径hの球面､ihは包含写像､射影ThはZ∈J~1(h)に対してHopf写像

(2･6) 7rh(a)≡(2沢zI2-2,29212-2,lzlf2-lz212)⊂R3

で与えられる｡シンプレクティツク形式LJhは､52(h)の接準極座標(C,¢)を用いて､

(2･7) uh-一書sinedO d̂≠7
となる｡摂動系の-ミルトニアンHaはU(1)-不変なので､図式(2･5)に従い､(S2(h),uh)
上のハミルトン系 (簡約系)に帰着する.簡約系の-ミルトニアンK.hは､

(2.8) Kaho,rh=Haoih.

から得られる｡周期解分岐を調べる上で､次の結果が重要である｡
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定理1(【CR1,【K】).レベル集合J~1(ん)上を流れる､摂動系の安定/不安定な生 き残
り'周期解には､簡約系のハミルトニアンKとの安定/不安定な平衡点が1:1に対応
する｡

この定守を踏まえ､摂動系(2･2)の周期解分岐に代わりに､簡約系のハミルトニアン
K.hの平衡点分岐に関する結果をのペて本節を終わる｡
命題2･簡約系のハミルトニアンK.hの臨界点は次の表のとおり分類される｡

α1≠0 αl二o 01≠0 αl二o
α2≠0 α2≠0 cr2=0 α2=0

o≦｡…′3<α…/3+α…/3 ∫ ,I ∫

｡…/3=α…/3+α…′3 JJ ∫ ∫ y

但し､項目(I)-(V)はそれぞれ
の 楕円型臨界点2個､
(叫 楕円型臨界点2個と退化臨界点1個､
(Ill)楕円型臨界点3個と双曲型臨界点1個､
(IV)楕円型臨界点2個と'､放物型臨界点のなす円､
(り ∫2(九)上の全ての点が臨界点､
を意味する｡

表(2･9)より､α=(αノ)間の等式

(2･10) α…/3=α‡/3+α…/3

を境界として周期解分岐が生じることがわかる｡

注意:分岐がKahの等エネルギー集合の葉層構造の変化とともに生じるのは次図1から
も明らかである.S2(h)上のKaTの等エネルギー線をある種の立体射影を用いて描いた
(共通データ:α1=α2=1)｡
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図1.1α3=0.8の場合
Tt

図1.2α3=1.0の場合

$9d)＼細 -70僻 喝しレ JI
甘卜- チ(亨･qL)

図1.3α3=1.2の場合

3.摂動系の量子論 :行列要素からの固有値 摂動系､(R2×R2,doc,Ha)､を
量子化するスキームは一意ではない｡本節では､摂動系の量子論として､(2.2)におい
て､J､〟 1､鳩 を素朴に圭子化して得られる

(3･1) Ha-J･αlJM'･a25G l･号覇
■ヽ Jヽ .′ヽ-.′~■､..

ノヽ 一ー-
を-ミルトン作用素とする系を､L2(R2)で考える｡作用素､J､(MJ･))･:1,2,3は､(2･3)に

おいてtz,･,I-Ai,･,kl,2を､エ2(R2)の聯 価勘子基底の生貯肖滅演算子､tai･,ah),I,A;1,2､
にそれぞれ置き換えて得られる:

(3･2)

′ヽ
J=atlal+ata｡+1,
M̂,=(-i)(afar alas),
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Hinon-Heile8系の打ち切り系の圭子論 (【U])と同様に､ハミルトン作用素免 のパラ
メータαを変化させながら､免 の固有値 (エネルギー固有値)を数値計算で求めたo調
手瑚誘汚毒底を､tI)'k))i,A;0,I,..と書くときL2(R2)は､部分空間

(3･3)" TTA=Span(b･k):)･十k=-n) (n:非負整数)

の直和に分解する｡帆は､固有値h(n+1)に対応するJの固有空間である(hは､Plank

定数/2↑).lf,免】≡Oより､丸が各Y.に作用するĈとがわかるので､その固有値
は亀を各帆に制限することで容易に数値計算できる｡H.の各Y.への制限は､概念的
には､2節における摂動系の簡約化の際に相空間をレベル集合J~l(ん)に制限したこと
に対応する｡

以下に､ⅥOにおける一例を示す｡α1,α2を固定し､α3を動かしたときの固有値のグ
ラフである｡縦軸はα3 (0-20)､横軸は固有値 (適当にスケーリングしてある)で
ある｡

ほ
ほ小:.Ji:川……ほ
引
-王がim粥
iM壬

＼
∴
㌧
t
J‥,ド

.澤
_

図2.1α2=0の場合

～'Jt､.V.捕.?..'.～.'t等.?.?ヽ'ヽ ●●●

ヽヽ㌔～ヽlヽ 1ヽ I～.ヽ

図2.2α1=0の場合

数値計算の結果からパラメータの変化に伴って生じる固有値の縮退には､規則性がみ
てとれる｡すなわち､図2.1では､縮退はとびとびのα3の値でしか許されていない｡図
2.2では､エネルギーがあるしきい値を越えると固有値は2重縮退し縮退は解けない｡

図2.1では､行列要素ははじめから対角形ゆえ説明が容易なので割愛するが､図2.2
の挙動の原因は､行列要素から容易には読み取れない｡そこで次節以降､α1≡0の場

合について､量子化のスキームとしては異なるが､摂動系やMaslov量子化条件から固
有値の挙動を検討する｡

4.Maslov量子化条件による固有値の評価 (1) Maslov量子化条件とは束縛状
態のエネルギー固有値が満たすべき条件である｡与えられている古典系の情報から構成
されるという意味では古典論の性質を抽出しやすいスキームといえる0Ma8lov量子化
条件を､次の手順で求める｡

(Ⅰ) 摂動系の不変Lagra･nge部分多様体を求める｡Jく(2.3)参照)が摂動系の第
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一積分であることから､不変IJa.Era,nge部分多様体はレベル多様体､

(4.1) Lh,E=tz∈C2‥J(I)=h(>0),H.(I)=E)

によって与えられる (詳しくは､【MSSl等を参照されたい)｡Lh.Bはコンパクトなので
LiotLVille･Arnoldの定理(【AM】)より､Lh,Eの各連結成分は2次元トーラス､T2､と微
分同相になる｡

注意:Lh.Eは､運動量写像Jとハミルトニアン(エネルギー関数)HOそれぞれのレベ
ル集合の積集合なので､エネルギー運動圭多様体とも呼ばれる｡

(ⅠⅠ) T2⊂Lh,Bのl次元サイクルの基底を求める｡基底は､Lh,Eが含まれている
レベル集合rl(h)の主U(1)束構造をフルに利用して得られる｡

(ⅠⅡ) (ⅠⅠ)で求めた1次元サイクルの基底､C)･(j=1,2)､に対して

(412) 這えoc一芸(-L･C,･)eZ (メ-1,2)
が成立するような､hとEとを求める.mLはMaslov形式で､(,)はペアリンクもこう
して得たEb,'､Maslov量子化条件から定まる固有値である.本節では､手順(I)､(ⅠⅠ)
をα1≡0の場合について実行する｡

(Ⅰ)では既に､不変LagraJlge部分多様体が(4･1)で与えてあるがEの値によっては､
多様体でなかったり､空集合であったりすることもある｡そこで､Lh,Eのトポロジーを
Eの値に応じて分類する｡(4･1)からLh,EはU(1)一作用(2･4)に関し不変である｡Lh,a
を含むJ-1(h)が主U(1)串構造､Th:JIl(A)-S2(A)､((2･5))を持つことから

(4.3) L h,B空SlxTh(Lh,E)= Slx (K.?=E)

を得る｡すなわち､Lh,Eのトポロジーの問題は簡約系の等エネルギー曲線(KaT=E)
のトポロジーの問題に帰着する｡結果は､次のとおり｡

命題2･Lh,Bのトポロジーは､次の表のとおり分類される｡

(E-h)/h2 -α2 α2 ●●● 孟 十 号

0≦α3≦ α2 Sl r2 gl め ¢

他のエネルギー値では､Lh,Eは空集合｡但し､記号Vと十は､それぞれ､一点合併と直
和(lSu))を表すoT2は2次元トーラスを表し､Slxslと微分同相.

注意‥α3> α2の場合の､Lh,A+α,h2は多様体ではないが､手順(ⅡⅠ)(次節)の実行に
有効である｡
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つぎにSIT剛ⅠⅠ)に移って､Lh,Bの連結成分(聖T2)のサイクルの基底を求める｡Lh,E望
T2の場合を考えよう｡(4･3)､(4･4)より7rh(Lh,E)=(K.A=E)efSlである｡J~l(h)
のU(1)(空Sl)束構造ネり､基底をなすサイクルのひとつはSlフ7･イバー､すなわち､
一点m∈tKah=E)⊂S2(A)を選びそのThによる逆像､Th-1(m)､で与えられる｡も
うひとつのサイクルは､等エネルギー曲線､(K.?=EIをLh,B上に引き戻して得られ
る｡引き戻しには､U(1)束､7rh:J~1(h)- S2(h)､の局所断面(【St】)を用いる｡具体
的には､52(h)の領域､U=(y∈S2(h):yl≠-h)､から↑A-I(U)への写像

(4･5) qん(y)-喜(J tTE･
y211y3
I'何 -i

y2-ty3
､作了訂''Y''●'▲'1作了前)eLh,B

で与えられるo断面は(qhOqh)(y)=yを満たすことを注意しておく.こうして､サイ
クル､orb(Th(T2))､が得られた｡

補題3.不変 Lagrange部分多様体 Lh,Eの､連結成分(T2と書く)のサイクルの基底
(cl,C2)は､

(4.6)
cl=7rh-1(m)(m∈7rh(T2)⊂S2(h)),
C2≡0･ん(qh(T2))

で与えられる.但し､qhは局所断面(4･5)である｡

注意‥(4･6)において clを決定するm∈汀h(T2)の選択に自由度があるが､次節の手順
(III)での(4.2)の計算には影響がない.つまり計算が楽なようにm ∈7rh(T2)を選べば
よい｡

5.Maslov量子化条件による固有値の評価 (2) 本節では､Maslov量子化の手

脂(Ill)(4節参照)を検討するo原理的には､楠額3で得たトーラスT2のサイクルの
基底､ cl,C2に対して量子化条件(4･2)を計算すればよい｡実際､われわれの場合には
(4･2)左辺の積分を種数1のリーマン面上の楕円積分(【WW】)に帰着できるが､その積
分はh,Eに関し非常に複雑なので(4.2)をh,Eについて解くことは難しい｡しかし､2
節で示した固有値 (行列要素による)の定性的挙動は､不変L年graAge部分多様体の葉
層構造と深く関わることは以下のとおり説明できる｡

まず､補題3で得たトーラスのサイクル基底 (cllC2)を､パラメータαとエネルギー
Eの大小に応じて異なる記号を用いてあらわそう｡これは､Lh,Eのトポロジーがパラ
メータαとエネルギーEの大小に応じて変化すること (命題2)による.

定義4･補選3に従って得た､不変Lagrange部分多様体Lh.Eの連結成分 (望T2)の
1次元サイクルの基底をパラメータαとエネルギーβの大小に応じて次の記号で表す｡

補頚3の(C)I)(j=1,2)香

(5･1) cj=

Tf -α2<貞許 <α2

r,F(A)(k=+,-)α,'α｡かつα｡く貞置 く聾 ,

C,tk)(k=+,-) α3>α2かつ重訂 =α2,
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とあらわすo但し､rJF(土)､a)(土)は､ん ,Bをなす2個のラベリングされたト ラス､

(5･2)
T(2+)=Lh,an汀b-1(ty∈S2(h);y3≧0)),

T(2_)=Lh,BnTh-1((y∈S2(h):y3≦0)),

の1次元サイクルの基底であるoLh,h巾,h2は多様体ではないが､(5･2)の27i)はトー
ラスと同相 (微分同相ではない)である｡

サイクル､clに対する量子化条件(4･2)は容易に計算できて､

(5･3) 封lOc一言(-L･Cl)-喜-1∈Z-
となる｡これは､1:1共鳴振動子のエネルギーhが､

(5･4) h=h(n+1) (n=0,1,2,････)

と量子化されることを意味する｡Maslov指数 (mL,Cl)の計算は割愛するo

サイクルC2に対しては(4.2)の陽な計算が困難なのは上で述べたが､以下のように評
価式が得られる.そのアイデアを説明する｡C2はその定義(4.6)より､S2(h)上のSl曲
線に射影できる｡この gl曲線をうまく向き付けしておくことで(4･2)の評価がgl曲線
の囲む領域の面積評価に帰着されるのである｡向きづげは､つぎのとおり｡

要請5･トーラスのサイクルC2(補題3､定義4)の向きを､S2(h)上のSl曲線qh(C2)
が β2(ん)の外向き法線に関し右手系の向きを持つように定める｡

Di∬erentialcalculus(lAM】)を用いて次を得る.

楠額6.

(5･5) 史oc--;Area(C2)
但し､Area(C2)はS2(h)上のSl曲線7rh(C2)が要請5の向きづけに従って囲むS2(h)の
領域の面積をあらわす｡

補題6と､S2(A)上に誘導された摂動系の簡約系 (2節参照)のy3-和樹称性より､

･5･6) fr,B(.,Oc-fr,B(-,Oc･ h･a2h2<E<h.α2撃
を得る.式(4･2)と(5･6)より､Maslov量引 換 件が､h+示h2'E'h+O｡聾 を
満たすエネルギー固有値Eを許容するならば､それに対応する状態は2個ある(T(2j:))0
つまり､ん+α2ん2より大きいエネルギー固有値は必ず2重縮退すると結論できる｡こう
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して､固有値の定性的挙動が説明される｡本節の結びとして､固有値結選とパラメータ
αとの関係を述べる｡

縮退が新たに生じるパラメータ値は､サイクルC皇土)に対し(5.5)を計算することで
求められる｡実隙,

(5･7a) fc壬土,Oc- (24- N)-Sin240
但し

(5.7b)
Sin2¢O-冨 (如∈(0･7/2))･

である｡さらに､α3>α2の条件下で､

(518a) h-α2h2<El<哉 <h･α2h2<E3<E4<h.響

を満たす任意のEl,･･,E4に対し7rh(C2)の囲む面積､Area(C2)､に関する不等式､

(5.8b) Area(7,81)<Area(･Y,82)<Area(C王立))<Area(rE3(土))<Area(r,a.(土)),

が成立するので次の結果を得る｡

定理7･(5.4)に従って､1:1共鳴振動子のエネルギーが､h=h(n+1)と量子化さ
れているとする.(5.7b)のもとで

(5.9, 去h炉 C一言-義 輝 -N)-in240-言
=m (m=1,2,････,【n/2】)

をα3について解いた解を､｡tTn･n)と書く.また､｡!0･A)=0,α!(I/2】+1,A)=∞ と約束
する｡パラメータα3が､

(5,10) α!m･n)≦ α3<α㌢+1･n) (m=0,1,...,【n/2】)

にあるとき､摂動系はm組の2重縮退したエネルギー固有値を許容する｡

6.串わりに 以上､摂動系､(2･2)､のエネルギー固有値の定性的挙動を､αl二o
の場合についてMaslov量子化の観点から説明した.Maslov量子化条件は､固有値の
挙動と､もとの古典力学系のトポロジカルな性質との結びっさとを理解しやすいスキー
ムといえそうである.今後の課題は､ひとつは､｢般係数のHc.にたいし本稿の議論を
拡張することである.もうひとつは､定理7の情報を反映させて行夕煙素を修正し､固
有値､固有関数を計算して固有関数の密度関数を調べることである｡
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