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1 はじめに

1.1 研究の背景

罵期ポテンシャルに一定の外力が加わったものを その形状から"涜濯板ポテンシャル"と呼ぶ

ことがある.具棒的に式を使って表すと以下のようになる.

V(x) = Fx十 U(x) (U(x):周期すの毘期関数) 、，t'
4

1
2
4
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この洗濯毅ポテンシャル上のブラウン運動が操ち広げる拡散的なダイナミクスは，物理の幅Lどい分野

で見受けられる.倒を挙げると，牽譲とノイズの影響を受けた振り子 [1，20]，超イオン導電体 [2-4]，

ノイズ電流を考聾したJosephson接合 [5-10]，リング・レーザージャイロ内の量子ノイズ [11-14]，

ニユーロン活動 [15，16]などである.これら物理現象のダイナミクスは一般にはFokker-Planck方

謹式， overdamped limit，すなわち摩擦抵抗が十分大きい撞誤では Smoluchowski方程式によって

モデルイとされ，数多くの理論的な研究が昔から或されてきている.持にSmoluchowski方程式に関

しては吉くは 1958年にStratonovichが定常解を導出し [17]，平均速度や存効拡散係数の近i民的会

表現の導出方法が提案された人そして 1980年台までには Riskenらによって， Smoluchowski方

程式の時関誌存する解が導出されたドラ18-20].ただし境界条件は，援母子の開題，もしくは境界

から十分離れたバルクの挙動を対象にしているので，鹿期性境界条件を課している.

1.2 爵翼s1:系数常徴分方程式と特性指数

洗j甚板ポテンシャル辻陽に時間に依らないので， Smoluchowski方程式の解は空間と時間に分離

することが出来る.その結果，詳しい議論は次第以降になされるが，空間部分は 1階按分の採数

が濁期関数である隷形な 2階の常数分方程式となる.

題期採数常鍛分方惹式として有名なものにパラメトリック振動子がある.これは以下の様にoP'皆

様分の係数が爵期関数であるような隷形按分方程式である:

d2z(t) 
_1_L')一十ゆ(t)z(t)= 0 (争(t+π)=ゆ(t)). (1.2.1) 
dt2 

この方程式を次のように表そう.

主Z(t)=吋 Z例 (1.2.2) 

ここで

( z(t) ¥ ;T../_L¥ ( 0 1 ¥ 
Z(t) = { ~~~~ )ラ巷(t)= I :1.，:) ¥ i(t) } 7 - ¥-j ¥_争(t) O} 

とした.識で1tlた議論がされるが，この解は

(1.2.3) 

Z(t) = Gp(tラto)Z(to) (1.2.4) 

fこの手法試弱く鰻いた法i蓮板ポテンシャルやノイ丈の効果が小さいときに有効である.
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洗濯板ポテンシャル影響下での有盟領域に於ける拡散過程

となる.ここで

Gp(t川うパ，to句to)== 

である.(これも後で似た議論がされるカが宝勺)ところで係数行列争(約t時)の層期性によつて

Gp(N7f，0) = Gp(π，O)N (I'V=1うえ・ー〉 (1.2.6) 

が満たされる.従って tが大きい極虫 (N→∞)での解の安定量はGp(すう0)の富有笹ηによって

決定されることがわかる.このηは次の特性方在式を満たす.

ポ-tr [Gp付ぅ0)]可+1=0 (1.2.7) 

パラメトリック振動子の安定性の議論では よく特性方謹式の解を

ε土7τν (1.2.8) 

で表す.この νほ特性指数と呼ばれ，一般には複素数である.特性指数を震え江解の安定住辻整

祭と議論でき，また解も

e土vtX periodic function (1.2.9) 

として表現できる仁

以上の議論はパラメト 1)ック振動子についてであるが，本論文で扱う洗謹板ポテンシヤjレ影響下

の拡散方程式でも，その空間部分の解を議論するi警に特性方程式が有効であることは間違いない.

1.3 本論文の目的

この様に周顛係数常微分方程式の議論で或力を発揮する特性指数ではあるが，洗濯板ポテンシャ

ん影響下の拡散方程式を扱う際に，今まではあまり日の巨を見ること辻無かった.それは当然の

ことで，研究の背景で言及した通り，これまでの研究辻題期解を前提としているので，特性指数

は誤定されたものとなる.つまり特性指数を揚に考嘉する意義辻無いと言ってよい.

我々辻こう言った現状を踏まえて，以下の2つの新たな観点、から，特に産擦抵抗が大きい極限

における洗濯薮ポテンシャル影響下の拡散現象に切り込んでいく.

・システムサイズの有設住が蕪視できごとい場合を扱えるようにするために，境界条件を周期性

境界条件以外わもので考える.

・境界条件を定める際に，特性指数を中心に揖えて議論する.

実捺;こ結果として，境界条件を満足するパラメータのとり得る範囲が限定されたものとな与，

ちょうど国体物理で言うところのバンド構造の様になる事実が，持性詣数を使うことで明瞭に理

解できた.

主この隷な解の存在を保証するのがFloquetの定理(国体物理学では Blochの定理)である.

FLO 
P
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1.4 本論文の構成と概要

次節から議論を行う，先ず2.1でSmoluchowski方程式と洗濯板ポテンシャルを提示し，変数分

離をして空間部分を Strum-Liouville型の識分方謹式にする.この方謹式の 1陪按分の係数は居期

関数となっているので，パラメトリック振動子の議論を応用し， 2.2で境界条件によって特性指数

が決定されることを示唆する.さらに 2.3で具体的に持性指数が溝たす条件を求める.2.4から具

体的に U(x)= qcos2xとして Smoluchowski方程式の時間叡存解の計算に入る.その際2.3での

結果を使うことで，境界条件を満たす右隈留の (Strum-Liouville問題の)居有関数によって解が

再現できることが予想されるが，実際に数値的にその予想、が正しいことがわかる.2.5では変数分

離定数 (Strum-Liouville問題の酉存笹)の漸近解を解析的に求め，その結果から求められる，系

が平禽に達する呂安の時間(綾和時障)と， Kramersの理論から導出される緩和時間とを 2.6で比

較し，両者が完全に一致することを明らかにする.

2 洗濯板ポテンシャル影響下での宥隈領域に於ける拡散過程

2.1 拡散方在式

洗濯板ポテンシヤjレ彰響下にある Smolchowski方程式は弘下のようになる.

。r8 _ _.， ，1 
-ρ(x， t) = ;~ I一十 V'(x)Iρ(x， t) (2.1.1) δzδx 18x ' . \~J I 

ここでρ(x，t)は確率密度関数を表す.またV(りが法濯板ポテンシャルであり，思期がπの罷数

U(x)によって V(x)= Fx十U(x)と表される.例として U(x)= cos2xとした場合， Figure 2.1.1 

のようになる.この形状がi先謹板ポテンシャルの名前の由来である.この場合F三2で橿小値が

なくなる.

V(x) 
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Figure 2.1.1:洗濯板ポテンシャjレV伊)= Fx + cos2x. 

空間領域辻有限区罰とするが，特に U(x)の層期の整数語，部ち

O~x 三;Nπ(N=LZ- 一}

ヮ“えυ円。



法濯板ポテンシャル影響下での害援額域に於ける拡散退程

とする.荷揚での境界条件については後述する.また初期条件は

ρ(民0)= 8(x -xo) (2.1.2) 

とする.

V(x)は詩需に揚に法存しないので，p(xぅt)を変数分離

p(民 t)ニ T(t)S(x) (2.1.3) 

して (2.1.1)式iこ代入すると，
dT(均
一一 =-kT(t) 
dt 

d
2
S(x) ， TTlf ~~\ dS(x) 
dx2
十 V(z)17十 {k+ V" ( x ) } S (吟 =0

ここで変数分離定数をたとした. (2.1.4)式の解は明らかに

(2.1.4) 

(2.1.5) 

となる.

T(t) = T(O)e-kt 

である.更に (2.1.5)式を翫rum

(2.1.6) 

S(x) = W(x片付)

とする.ここでW(吟は南端に反射壁があるときの平欝解に担当する:

(2.1.7) 

ρ-V(x) 

W(x)三 limρ(x，t) = --;:'N 
v 

t→∞ J~V 7r dxe-V(め

この変換のもと， (2.1.5)式は以下のようになる.

r TTTf __ ¥ dψ(x) 1 
d~ I W(x) -d~~/ I + kW(x)ψ(x) = 0 

更に (2.1.9)式辻次のように書き換えることが出来る.

土町x)= K(x)雪(x)

(2.1.8) 

(2.1.9) 

(2.1.10) 

ここで

動)= (川)う K(← (~k V'~X)) (2.1.11) 

γ'(x) = F + U'(x)に関して，毘朝関数の数分U'(x)もπの周期関数であるから，V'(x) ~ま題期関

数である.つまり K伊+吋 =K(めが成り立つ.

(2.1.10)式は形式的に次のように解くことが出来る.

曾(x) = 叩 ) + 1a
x dx町XIK占K(伊Z釘伊1

右辺の守(枯tl)~にこ左辺を逐次イ代t入していけば

(2.1.12) 

守(x)= Gd(民 0)曾(0) (2.1.13) 

っ
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となる.ここで

Gd(X，O) = E1十f伊仙f叫 ωf叫ヤ2)+'" (El: 2x2単間リ〉山4)
である.このGd~ま以下の性質を有する.

Gお2，Xl) (0三Xl::; X2三刊の性質i
性質i) Gd(X2十iT，Xl十π)= Gd(X2， Xl) 

性質ii) Gd(X2， X')Gd(どうXl)= Gd(X2， Xl) 

性質iii) Gd(XlぅXl)= El 

性質iv) <::\~ Gd(X21 Xl) = K(X2)Gd(X2， Xl)， <::\~ Gd(X2， Xl) = -Gd(X2， xl)K(Xl) δ 
X2 ラー '~J../ ，δXl 一

性実v) det [Gd(X2， Xl)] = exp i I dx tr [K(x)] ? = exp [V(X2) -V(xI)] 
¥..JXl ) 

i)弘外は一般の線影常犠分方謹式に対して成与立つ良く知られた性質なので，それらの証明辻

憶の書物に譲り，ここではi)のみを証明する.

証明

(2.1.14)式より

rX2+1τ tX2-ト1f t 

Gd(X2 + iT， Xl十π)= E1十 I dz1K(Zl) + I dz1K(Zl) I dz2K(勾)十・・・.(2.1.15) 
JXl十1r JXl十7τ JXlート7r

Zlに関する積分で，Zl→ Zl +πとすれば，例えば右逗第2項，第3項などは

2心 (2.1.16) 
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となり，以韓の項でも再議に量換される.さらに勾 (iミ2)に関する護分でも，Zi→ Zi十πと'1債

に置換していけば

Gd(X2十iT，Xl十π)= Gd(X2， Xl) (2.1.18) 

が持られる.
ロ
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j先謹板ポテンシャル影響下での有銀領域に於ける拡散過程

2.2 境嬰条件

境界条件は罵期性壌界条件も含めて以下の 3つについて考えていく.

boundary 1 : 南端が反射壁 (Neumann型境界条件)

boundary 2 : 南端が吸収壁 (Dirichlet型境界条件)

boundary 3 : 周期性境界条件

ここで反射壁とは流束Jいう時

山

がGとなることを意味するので，ずで表すと

(2.2.1) 

J(x， t) Ix=O，Nπ=0 宇*ψ'(X)lx=O，Nπ=0 (2.2.2) 

である.また吸収壁と辻，そこで確率密度関数が0とごとることを意味する.よってψで表すと

ρ(x， t)lx=oラNπ=0 ゃ:::} ψ(叫ん=O.Nπ=0 (2.2.3) 

である.

周期性境界条件とは南端でpとJが等しくなることで

p(N7r， t) =ρ(0， t) 宇中 ψ(Nπ) = eFNπψ(0) 

J(N7r， t) = J(O， t) 七二〉 ψ'(Nπ〉之 eFNπψ/(0) 

(2.2.4) 

(2.2.5) 

である.以上まとめると

boundary 1 ψ'(x) = 0 at xニ OandNす? (2.2.6) 

boundary 2 ψ(x) = 0 at x = 0 and Nnラ (2.2.7) 

boundary 3 雪(Nπ)= eFNす曹(0) (ψ(0)手oandザ(0)手0). (2.2.8) 

これらは Gdを使¥って

boundary 1 (寸)) =Gd川)(ヴ)) ， (2.2.9) 

boundary 2 し，L官)) =G仇的(ふ)， (2.2.10) 

D l¥T_  f 1 0 ¥ 
boundary 3 : Gd(Nn，O) = e1:'lV7r I : : Iう (2.2.11) 

¥ 0 1 J 

と表される.このように境界条件は GぷNn，O)によって決まるが， Gdが講たす性費を使うこと

で，より踏み込んだ議論が出来る.先ず性質的より

N 

Gd(N久 0)= II Gd(伝ぅ (l-1)π) (2.2.12) 

戸
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となるが，更に性費i)によって

Gd(lπ， (l -1)π) = Gdケタ)(l = 1，2ぅ・ ..N) (2ユ13)

なので

Gd(N7r，O) = Gd(7r， O)N (2.2.14) 

となる.つまり Gd(π?めのべき乗によって境界条件が決定される.

ところで行列のべき乗を考える場合，それをき票準形にした方が都合が良い.標準形は行列の由

者植によって決まるが この場合国宥値の溝たす特性方程式は以下のようになる.

入2_ tr [Gd(π10)]入+eF1f = 0 (2.2:15) 

この 2つの解を

F1f/2 二七πU
ε '-e (2.2.16) 

と於いても何ら一般住辻失われない.ここでνは特性指数で一般に複棄数で為る:

ν三 v'+ iv" . (2.2.17) 

前第で議論した通り パラメトワック振動子ではこのように辱性方程式の解を特性指数を使って

表現することで，長時問題援での系の安定'詮を単純に扱うことが出来た.今の有限区間の拡散の

問題でも特性指数を導入することで，壕準形を整然と分類出来，廷いては boundary1， 2， 3の境

界条件に対する Strum-Liouvil1e問題の理解につながることとなる.

それでは実際に Gd伊10)の標準形を求めてみよう.先ず(2.2.15)式の解が複素数のとき.部ち

Itr [Gd( 7r， 0)] Iく 2eFπ/2であち， λの絶対値辻εF1f/2なので〆 =0である.また〆の範囲は

。<ν"<1 (2.2.18) 

として十芳である.このとき Gd(7r，O)は以下のように対角北できる.
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(2.2.19) 

さらに

Br三i(;1i) (2.2.20) 

なる行亨日をf吏うことで，

/ ~i1fVIf fi ¥ 

(LBr)-l Gd伊刈LBr= eFπ/2 Br-1 ( t ^ _~，'" ¥ Br 
¥ U e ...- J 

= eF1f/2 ( COS 7r戸-sin 7r戸}
¥ Slll 7rV" COS 7rV" I 

(2.2.21) 

と変形できる.
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洗濯板ポテンシャル影響下での有鼠領域に於ける拡散過程

Itr [Gd(1r， 0)] I = 2eF1f/2のとき辻入辻重解土eFπ/2をとるので〆 =0であり〆， ~ま O もしくは 1

である(張合は，v" = 0のとき十，v" = 1のとき-).このとき Gd(π，0)の揮準形は以下のよう

になる.
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(2.2.22) 

or 
/♂(ivり F/2) 1 ¥ 

L-1G恥明=( o e宮山F/2) ) . (2.2.23) 

Itr [Gd(1r， 0)]1 > 2eFπ/2のとき.入は実数なので， v'"まOか1である.このとき Gdケラ0)~ま対
角化可龍で
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(2.2.24) 

となるが，

BiEi(J1:) (2.2.25) 

によって

/ ~1fV' Ii ¥ 

(LBi)-l Gd(1r， O)LBi =♂(iv斗 F/2)Bi-1 (三二，，， } Bi 
¥ U e"v I 

=♂叫F/2)( c~s~ 1rV; 帥げ) (2.2お)
¥ sinhπ〆 cosh1rV' I 

となる.以上の特性指数と Gdの襟準形との関係をTable2.2.1にまとめた.このように特'註指数

を使って標準形が表現できるので，境界条件によって νが決定されることが解る.

Table 2ユ1:特性指数ジ(=〆+iv")とGd(π，0)の諜準形との関採

特笠指数 Gd(πぅ0)の標準形

〆=0ラ Oく ν11< 1 eF1f/2 ( cosげ， -sinげ， ¥ 

¥ sin 1rV" cosπv" I 

v' =0，〆1= 0 or 1 、、11
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¥ sinh 1rV' cosh 1rνI } 

2.3 境界条件と詩性指数

以上のように標準形が求まったので，それぞれの場合に於いて GdケぅO)Nを求め，境界条件を

満たすためのジ， Gd(π，0)の条件を調べる.
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2.3.1 v' = 0， 0く V"< 1 

(2.2.21)式より明らかに行列LBrの成分は実数である.それをいま

四 =(:2) (2.3.1 ) 

とすると，

Gd(同 yv= eN7rF匂 B主(ー?て一如fV7ffff}(LBr)-1
¥ sm  lV1τV' COS1V1τV. I 

= eNnFjイω J.V7rV"十生乎主血N7rV" 守三岳山〆 〕
〔

(2.3.2) 

ここでムrはLBrの行列式とした:

ムr三 αr81'- s1'守r. 

boundary 1 : (2.2.9)式を溝たすために辻

(i1'2十01'2) sin N 1fV" = 0 

であることが必、要である.ここで LB1'の正期性のため，乍と長が同時に0とまることはない.

従って

sin N 1fV" = 0 

である.0く♂ <1なのでN=lのとき辻上式は成り立たず.N:三2のとき

V" -号(m= 1，2，ぅN-1) (2.3.3) 

またこのとき位[Gd(1f，0)]は

tr [Gd(1f， 0)] = 2eFπ/2COS竺竺 (m = 1うえ・・・，N-1) 
N 

(2.3.4) 

をj詩たすことになる.

boundary 2 : (2.2.10)式を満たすためには

(ατ2十 sr2) sin N 1fV" = 0 

であることが必要であるが，やiまり αrとβrが同時に0となることはない畳従って

sin N m/' = 0 

である.この場合も N=lのときは上式辻或切立たない.Nと2のときは (2.3.3)，(2.3.4)式が成

り立つ.
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洗濯板ポテンシャル影響下での有隈鎮域;こ於ける拡散過程

boundary 3 :先ずF手。の場合辻係数が違うため， (2.2.11)式のようになることは有り得な

い.F=Oのときは

sin N 1fV" = 0 and cos N 1fV" = 1 

であるとき (2.2.11)式を満足する.この場合はN=1，2のときは上式は或り立たずN三3のとき

〆'-亨 (m=は)[平]) (2.3.5) 

である.ここで汗1]は(N-1)/2を超えない最大整数を表す.このときな[Gd(ゆ)]辻

市川)i=2F~823Eh=L2ララ[平]) (2.3.6) 

を満たす.

2.3.2 〆=0，〆'=0 or 1 

課準形が(2.2.22)ならば明らかに boundary1， boundary 2の境界条件を溝たす.boundary 3 

を溝たすためには F=Oであることが必要で，〆'=1であるならば，更に Nが{員数でなくては

なら会い.

以下ではさ票準形が(2.2.23)である場合のみを考える.ここで

L=(~ ~) (2.3.7) 

とすると，

{ (♂(ル叫F/2))N N ¥ 
G仇 0)N=L(9(♂(山/叩 )L-

1 

1 ( ll.eNπ〔ν叫 F/2)-Nαc Na2 ¥ 

-ll. ¥ -Nc2 ムeN'lr(v/l+F/2)十Nac) 

ここでムは Lの行列式とした:

(2.3.8) 

ム三αd-bc. 

boundary 1 : (2.2.9)式を溝たすためには cニ Oが必要である.このとき Lの正副性のため

d=Oとなることはない.よってGd(久的が

/♂(ν叫 Ff2) α/d ¥ 
Gd(久的=l 。 ♂山~/2) J 

という形であれば(2.2.9)式を溝足する.

boundary 2 : (2ユ10)式を満たすためにはα=0が必要である.このとき Lの正期牲のため

(2.3.9) 

b=Oとなることはない.よって Gd(πぅ0)が

/♂(v"十F/2) 0 ¥ 
Gd(久的-! ~ J. 'Tr(''''--:''Ti'!?i 1 ~ c/b ♂(ν"+F/2) ) 

という影であれぜ(2.2.10)式を満足する.

boundary 3 : (2.2.11)式を濡たすためにはαとcが同時に0となることが必要であるが，これ

辻LO)正期性と矛着する.よってこの場合周期性境界条件を満足することは蕪い.

(2.3.10) 
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2ふ 3 v' 予三G ラ ν11 = 0 or 1 

明らかに行列LBiの成分は実数である.それをいま

同=(::)
とすると，

! cosh N 1fV' sinh N 1fV' ¥ 
Gd(1f，O)N = eNπ(ill"十F/2)LBi{~~~:_~:::~， :~~~:1:T~~.f ) (LBi)-l 

¥ sinh N 1fV' cosh N 1τv' J 

一oN7f川川川N7f州叫叫究叫柑ゆ(与併(ill"ルジ
し { 一主子戸乙らS由i凶n油hN附πν〆r 側 hN

ここでムiはLBiのそ子列式とした:

Oi三 αidi-sni . 

boundary 1 : (2.2.9)式を満たすためには

(')'i
2 
- di2) sinh N 1fV' = 0 

でごとければごとらない.今〆ヂ 0ごとので

')'i=土di

である.よって Gd(π，0)が

( e平方νI Ooi李主s・h 1fV' ¥ 
G仇 0)=♂(山明( 。てJす ) (複合開IIJi)

という形であれば(2.2.9)式を満足する.

boundary 2 : (2.2.10)式を溝たすためには

(α12一良2)sinh N 1fV' = 0 

であることがうる要であるが上と同様な理串で

αi=土A

である屯よってGd(九 0)が

/ 同士7τlI' iI ¥ 

Gι則dぷ(π廿叫，0刈G的)=♂〆(与叫i
ι、‘円

という形であれば(2.2.10)式を荷足する.
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(2.3.13) 

(2.3.14) 



洗濯板ポテンシャル影響下での有隈領域iこ於ける拡散過程

boundary 3 : v'手。なので

αi2=グi2and7i2=Si2 (2.3.15) 

であることが必要.これらの中でLBiの正射性が保証されるのはαi=土角， ')'i =芋8iの場合で，

このとき

( ~土N1rlノハ\

Gd(rr，O)N = eN1r(叫 F!2)t t 0 ♂~1rVI ) (以上複合同)1展)

f是って (2.2.11)式のようになることは有り得ないので間期性境界条件辻満たさない.

(2.3.16) 

2.4 ρ(x， t)の挙動

ここから boundary1， 2に限定し，更に具体的に U(x)=守cos2xとして (2.1.1)の時詞依存解

ρ(x， t)の計算に入る.これら境界条件を溝足する (2.1.9)式の解が得られるのはある特別な kに限

られる.これ以後それら変数分離定数と解の誘え字に番号を付けて亙別する.このときψn(x)は
以下の規格直交性をなす:

f dxW(x)仇(x)ψm(x)=弘，m'
ここで8n.m ~土 Kronecker心elta 記号である.また一般に kn ~ま

kn = foN1r師 側州}2三0

(2.4.1) 

(2.4.2) 

である [21].等号はboundary1のとき成り立ち，そのときをη=0と定める.明らかにψ。(x)= 1 
である.

確率密震関委主は境界条件を満たす解W(x)e-knt仇(x)の隷彰結合で表され，

p(x，t) = W糾L仰 -knt仇(x) (2.4.3) 
n 

となる.ここでらは初期条件(2.1.2)より決まり

ρ(x，の=W(x) L e-knt仇(xo)仇(x)ー (2.4.4) 

となる.

2.4.1 F = 0 

先ずF=Oのとき，q， knを変えて持性詣数の値がどのように変イヒするのかを表したのがFigure

2.4.1である.告色の領域で〆=0， 0 <ν11 < 1，灰色の領域で〆 =1-0， v" = 1を満足する.畠

嬢辻それぞれ， rl， r2，…が(2.3.9)式， al， a2，・ーが(2.3.10)を満たし，またηと1に対して，

a2nとr2nでv"= 0， a2筏-1とr2n-lで♂ =1である.
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14 ， 
12l ~僚議r ，' ， 
IO i J F  i3/  
I ， 
8l ， 

- I ， 
ι61九r2>/
41-・園田_-

。
。 1 2 

q 
3 4 

Figure 2.4.1: V (め=qcos2x. 自色領域 ;v' = 0， 0 <〆<1， E疋色領域;〆ヂ 0，ν11= 1. 

a2， r2は共通している.従ってこの菌線上では

τ I 1 0 ¥ 
L-1Gd(1f，0)L= I : : I 

¥ 0 1 J 

となっており， boundary 3を溝足する.

2.3より，白色領域内部の

(2.4.5) 

〆f=3{m=L J-1} 

によって境界条拝は講たされる，このジ"~まん ， q によって、決まるので，上式は Figure2.4.1に於

いて由裁を描く.剖として N=5のときの一番下の白色領域を拡大したのがFigure2.5.1である.

実糠が〆 =m/Nを意味している.この剖だと白色領域内蔀に泣 4本の畠嫌が存在するが，ー殻

には N-1本存在することとなる.

この場合，灰色の領域に於いて (2.3.13)，(2.3.14)を溝足するパラメータは存在しなかった.よっ

て一番下の白い領域に存在するんから次の自い領域のんまでは灰色領域分のギャップが存在し，

あたかも盟体物理で出てくるバンド構造の様に境界条件を満たす解として許される領域とそうで

ない榎域が罷在している.このギャップはqが大きくなる程大きくなるので，それにつれて一番下

η白色鎮域の九は小さくなるが，逆にその次ゎ吉色領域のんの債は大きくなる.knが大きけれ

iま司、さい時間でも e-kntが十分小さくなるので， ρいうのに対するそれらの寄与は無視できる.つま

りρ{ι坊の挙動はこの一番下の白い顎域に存在する有限個の kれによって再現できるはずである.

そこで実擦に (2.4.4)式を使って，有醍値の knでρ(x，t)を作ってみる.xの鎮域は

0< x < 51τ 

とし(つまり N = 5)，また守=3， xo = 7とする.このとき前述の還り，一番下の白色領域内に

は4つの九が存在する.これらにboundary1で辻 ko= 0が， boundary 2では境界線alが加わ

り，都合5つ存在することになる.それらのんで，境界条件を溝足するような (2.1.9)式の数櫨解

っ“8
 

P
O
 



洗濯板ポテンシャル影響下での有摂領域に於ける拡散過程

ψη(x)で講成したρ(x，t)の時揮発展を Figure2.4.2(boundary 1)， Figure 2.4.3(bounda巧 2)に記

した."0"辻拡散方程式 (2.1.1)の数鐘解を表すが，完全に一致している.
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Figure 2.4.2: F 0， q 3， xo 7， 

boundary 1(再靖が反射壁)でのρ(x，t)の時
開発展.実藤;(2.4.4)式に於いて和をn=O

から 4までとったもの.<>; (2.1.1)式の数
値解.
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boundary 2(南端が吸収壁}でのρ(x，t)の時
間発展.実掠;(2.4.4)式に於いて和を η=1

から 5までとったもの.<>; (2.1.1)式の数
値解.
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2.4.2 F手。

続いて F手00)例としてF=lとしたときの特性指数の変北を Figure2.4.4に示した.白色の

領域で〆 =0，。く〆 <1を講足する.灰色の領域では〆ヂGであり，更にa2，r2を含む領域で

〆 =0，それ以外の領域では♂ =1を溝是する.灰色の寵域内部にある実線はそれぞれ.rl， r2. 

…が(2.3.13)式， al， a2，…が(2.3.14)を満たす畠線である.この場合白色と灰色の鑓域の境界

で辻 (2.3.9)，(2.3.10)式は成与立たない.

14 

12 

10 

8 

kn 6 

4 

2 

。
室主総幾投機滋議機綴喜義務綴緩愛媛続々全i義務総務総長議室。 1 2 3 4 

q 

Figure 2.4.4: Vい)=x十qcos2x.白色領域 ;v' = 0，むく♂<1，灰色領域 ，lノチ 0，〆=0 or 
L 

F=lでも一番下の白い鎮域から次の白い領域までギャップが存在し，ギャップの幅は qが大き

くなる程大きくなる.従って qが大きい場合はF=Oのときと同様，p(x， t)の挙動は一番下の白

い鎮域に存在する有毘調の九によって再現できるはずである.

ここで q== 3， xo = 15として，有隈偶のんでρ〈民t)を作ってみる.xの領域は F= 0の場
合と同じにした.この場合でも一番下の白い領域には4つのんが存在し，更にboundary1では

お=0， boundary 2では境界隷alが加わる (Figure2.5.2参損).それらんで，境界条件を溝足

するような (2.1.9)式の数値解で構成したρ伊ぅ坊の時開発展を Figure2.4.5(boundary 1)， Figure 

2.4.6(boundary 2)に記した"や"辻拡散方程式(2.1.1)の数値解を一緒に載せているが，こちら

も完全に一致しているのがわかる.
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boundary 1(再端が反射壁)でのρ(民t)の持
需発震.実線;(2.4.4)式に於いて和をn=O
から 4までとったもの.0; (2.1.1)式の数
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洗濯板ポテンシャル影響下での有限領域に於ける拡散過程
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2.5 九の溝近的表現

Figure 2.4.1， 2.4.4共に，一番下の白い龍域ではqが大きくなるにつれてんの値が減少してい

くのがむかる.そこでqが非常に大きいとして，んが小さいところでの (2.3.4)の欝孫式を求めて

みることにする.

Wn(X)をんで展開する.

曾η(X)= 雪~O)(X) 十 kn司!~l)(X)+ ... 

ここで雪n(X)の拐期条件は雪炉(X)にのみ課す:

拐期条件が

判明)= ( ~) (j 

initial condition 1 :仇(0)= 1 ， ψ~(O) = 0 

initial condition 11 :仇(0)= 0ぅ弘(0)= 1 

であるも丹に対してそれぞ札の解は以下のようになる.

( 1 ) _ kn ( Jo't dX}T~~(~~ J;1 d~~;~~(X2) ， initial condition 1 :曹η(ぉ)-l i i i+0(kJ) -¥ 0) "'n ¥ eV(X) Jcf dXle-V(xl) ) 

( e-V(O) f~ dゎ eV(xI)¥ 
initial condition 11 :民(X)= t e一円伽γ(:) ) 

(2.5.1 ) 

(2.5.2) 

(2.5.3) 

(2.5.4) 

( e-V(O) Jcf dXleγ(Xl) Jcfl dX2e-V(X2) Jcf2 dX3e V(X3) ¥ 
i i+0(kJ) 
n ¥ e-V(O)+γ(X) Jcf dXle-V(Xl) Jcfl dX2eV(X2) ) 

(2.5.5) 

性賀iii)を考意すると，Gd(X言。)の或分辻初期条件が(2.5.3)式である解より構成されているので，

tr[Gd(π，0)] = 1十eF1f- knT十O(kη2). (2.5.6) 

となる.ここで

ァ=fdzJωfIdZ2e-vhpfdzleJサ
とした.U(X) = qcos2xの場合は

eF1f - 1 ( 
T (_.¥ 2 ぶ(_1)lF2 Il(q)2¥ =π一一一..:.IIo(q)"L， 十2〉: i (2.5.8) lt:F2十 412 } 

となる3.特にF=Oでは T= 1f2IO(q)2である.

21寸義A参照刷
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よってんの 1次までとることで， (2.3.4)の関葬式から九が求まる.先ずFニ Oのとき辻

k.， = 4~i~2 書芸マ 司 〕円= 内 ~:f- (η= 1.2.・・・ .N-li Hπ2Io(q)2 ，.- -， -， ，_. -j 
(2.5.9) 

となる.上式に於いてn=Oとすると，ko = 0が得られる.またη=NとするとたN=4/π2Io(q)2 

であり，これと (2.5.6)式から， tr [Gd(民 0)]= -2十O(ん2)となる.これは (2.5.9)式がalを九

が小さいところで漸近的に再現することを意味する.よって

k.， = ~sぽ器 f boundary 1 : n = 0ぅ1ぅ ，N-1 
n-π2Io(q)2 1 boundary 2 ; n = 1，2，"・ぅN (2.5.10) 

と拡張できる.Figure 2ふ1~こ〆 = n/5 (tr [Gd(久 0)]= 2cos乎)，境界線al(実線L並びに国有
値の漸近解(2.5.10)(破線)を一緒に載せた.

0.1 

0.02 

0.08 

M

W

M

W

 

A

U

A

U

 n
 

L
A
 

G 2 3 4 5 
q 

Figure 2.5.1: (2.1.9)式の富有量 ;F=O， N=  5.実報:♂ =n/5 (tr [Gd(久 0)]= 2cos亨)，境
界親al，破謀:I富有量の、漸近解(2.5.10). 

再議iこF手9の場合は

1十 εFπ -2eFπ/2cos等
ん= ア 川 (n= 1ぅ2，.・・ぅ N-1) (2.5.11 ) 

とをる.このときは ko= 0や alを表すことは出来ない.Figure 2.5.2 ~こ F=l の場合について

♂ = n/5 (tr [Gd(π，0)] = 2e1r/2 cos等)， al(実椋)，並びに闇有値の漸逗解 (2.5.11)(破糠)を一緒

に載せた.

2.6 五ramersの理論との比較

このように九の漸近解が解析的に得られた.持に一番小さいんの逆数は平禽に達する時需の

巨安となる.例えばFigure2.6.1のように F>OでN=2の場合を考える.

可

ipO
 
F
O
 



田代撤、森田昭雄
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kn 0.08 
0.06 

0.04 

0.02 

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 

q 

Figure 2.5.2: (2.1.9)式の富有檀;F = 1， N = 5.実繰:♂ =nj5 (tr [Gdケヲ0)]= 2♂/2 cos亨)，
境界隷a1.破隷:国有量の漸近解(2.5.11). 

V(x) 

お一

ω
物一

ω

x 

Figure 2.6.1: N = 2， F > 0の場合の洗濯板ポテンシャル

ここでKramersの理論と比較するため，若干ポテンシャんを変更し以下のようにする.

U(x) = qcosωz 

この題期はお/ω なので，領域は0三z三誓となる.また謹小，撞大を存在させるために

F<ωq (2.6.1) 

とする.

この場合けま

1'21τ/W l' 

ア =f / dZ1eF21÷q… 21 /21dZ2ε一(F沼町…X2)
JO JO 
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十三Fπ/ωf川 le-(Fxl切…)fldzρ吋 ωX2 (2.6.2) 

である治宝

均一守山ぅ2)
と変換すれば先の結果が使えて

ァ=(~) 2 {foKむ le目白+MIL21白戸川X2+qcos 2X2} 

十三山foKd町内山崎叫1}fM2F/山一2}
2Fπ/ω-1 (∞( -1)1(2Fjω)2Iz(q?， 

=ーli'

-.J_ 

(11自)2十22二- i¥-V¥'LJ '-t:: (2Fjω)2十412 ) 
(2.6.3) 

よって

1 T 2πtanhFπ/ω/ ∞ (-1)1(2Fjω)2Il(q)2， 
Io(d+25Ji(26.4)  

kl e2Fπ/ω+1ωF \~U\'1 J I ~ 

~ (2Fjω)2十 412 ) 

となる.ここでqが非常に大きいとすると

。q
ll(q)立方z(l=山ぅ) (2.6.5) 

と近1fJ.されるので

1 21f tanh F7f jω/ ぶ (-1)l(2F j叫2，山
1 1 + 2) ~_ :"'， '-0 

f -，'.0 I ~ 
kl 
-
wF ¥ 乞(2Fjω)斗 4l2)2πq 

7fe2q 

qw2coshFπ/ω 

となる.更に (2.6.1)式を守ちつつFが十分大きいとすると，

(2.6.6) 

k1 

q
-

q

A

-

十
一

、EB
，
ノ
-
一w

一

ヅ
J

一2

1
守

一

ω
υ
一q
e
一
π
一
つ直一 (2.6.7) 

1 

となる.

一方Kramersの理論を使って， Figure 2.6.1のAからポテンシャル障壁Cを越えて召まで到達

する平均時間アABを求める [22ぅ23]. これ辻系が平禽に達するまでの時間と考えてよい.F， qが

非常に大きいとき.A， B， C，各々のポテンシャルの値はおよそ

3 _ 1 
1公立 _:_Fπ一号ぅ VB~ _:_Fπ一守， i七三 -=-Fπ+qぅ
w 弘) W 

(2.6.8) 

なので， Aから謡った Cの高さはおよそ

時一九'"主主 +2q
w 

(2.6.9) 

Q
d
 

p
b
 

ぷ
U
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となる.またこのとき Vり}は A，Cの近傍で

と畏関できる.従って

V同三九十 ~W2q(xーさ)
V(x) ~ ，七-id(zーさ)

27rε一(F1fjω)十2q
'TAB ~ 

qw2 

であり，Krarnersの理論と完全に一致することがわかる.

3 まとめ

(2.6.10) 

本論文では，i先謹板ポテンシャル(1.1.1)の彰響下にある Srnoluchowski方程式に関して，境界

条件を，両端が反射壁，南端が吸i民霊とし，有限領域での時間張存解について調べた.得られた

結果を下に欝条書きでまとめるー

• Srnoluchowski方程式の解を変数分離することで，空間部分は(2.1.9)のようなStrurn-Liouville 

型の方程式へと培着できた.この方程式はψ(x)の1階徴分の係数が麿期関数となっている

が，パラメトリック振動子に於ける安定性の議論を応用することで，特性指数νを使って上

記の境界条件が整然と分類された.

-上記境界条件の下で変数分離定数kl土離散fとされるが，これら分離定数は特性指数が〆 =0，

。<〆<1である領域 (Figure2.4.1， 2.4.4の白色領域)に集中して存在することがわかっ
たー一番下にある白色領域は，ポテンシャjレの窪みの深さ qが増加するにつれkの幅が減少

し， 1つ上の白色領域との間摘が広がっていく.従って確率密度関数ρ(民 t)の時間発展の挙

動が宥醸酒のkで再現でき，更にそれら kの漸近的令解も解析的に得ることが出来た，

e一番小さいkの漸近的解から求めた系が平禽に達するまでの時間が， Krarnersの理論から得

られるものと完全に一致した.

特に最後の結果のように 2安定状態での誌散過程に対してKrarnersが仮定した条件を知らなく

とも，全く異なる方法で同じ結果が導出されるということは大変興味深い.

最設に今後の課題について触れる.今回の研究では有段領域の区障は πの整数倍とした.当然、

この棋院は取り払われるべきで， 1壬意の区間での拡散過程が議論されなくてはならない.現段階

で数値的に確認されているのは，区間を 0三;x三L(Nπく L< (N + 1)吟とした場合，〆=0， 
Gく〆く 1の領域には N-1個のkが存在するということである.つまり在意の区間であっても

qが大きけれtf，ρ(おうま)の挙動が有限個の kで再現出来そうで怠る.
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付鐸A:Tの計算

公式

を利用する.

ただし

e土qcos2x= Io(q)十22二回)lIl(q)co山ぱ

fo7r dXle-FXl-q∞仇 flbJz-K2

= Io(q)2 11 dxぬ e-FXl+Fx2
は叫ん以州(印qω){干宇(一川)グ…一C山

守守中I主刷l

十刊生ち忍:一吋巾1守Z刷 I訓 11ω

∞

Z
M
 

Z' 
z
 

d
 

f
I
1
0
 

Z
 
d
 

f
j
A
 

Z
 
z
 

d
 

f
i
f
 

i
t
j
 

とした.このとき

であるから，

J dXldx2e-Fxl+Fx π十ε-F7r_ 1 dXldx2e-r十=
F2 

H I-11  11 dXldx2e-Fxl+Fx2 cos2l1xl =
ε
凸

J J -
~ ~ 

F~ 十 4h

f-h-1  jωX2e引 +FX2cos 2l2x三e2;1;2 = F2十412
2

万むldx2e-Fxl刊∞s2hxlωlぬ
F2(ε-Fπ-1) 

(F2十4h2)(F2十4l2
2)
(hチl2)

F2(e-Fπ- 1) 
っ (h=lz) 2(F2十4hつ

(A.1) 

(A.2) 

(A.3) 

(A.4) 

(A.5) 

(A.6) 

(A.7) 

fdme-FZI--zfむρ 叩 2X2

十e-F1r 1 _~F ， ~i1 + (-l)l ~ (e-F7r - 1) 
十2Io(q)L~ 

I_ 
T，1')イ A1つ Il(守)

ゃ (-l〉11F2(eh-1)(-1)tF叫 (q)2
ヤ~\Ih (q)石2(q)十22二 m ，A 1つ (A.8)
if::2(F2+41J)(F2十4h'::)

円
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となる.また上式;こ於いてF→ -F，q→ーをとし，Il( -q) = (_l)lIz(q)を捜えば

fo7r dXl eFX1 +内 zfzdZ2ε-FX2 -q COS 2X2 
-Fπ ↓ eF7r _ 1 _ ，， ~~1 + (-1)1 ~ (eFπ-1) 
J V A 十2Io(q)〉;kmfHつ Iz(q)

{_1)l2 F2(eF7r - 1) T f ~.\ T f _¥ n，，"， (-1)1 Fπ五(q)2
2¥ Ih (q)ι(q) -22二 mem(A.9)  

llJ2{F2 十 4h 2)(F2 十 4l2;t)-..l.':Z/-"~\'OL/ -~ 

となるので，結馬

T = fo7rすd批Z叩leρe
+ eF7r fo7r dXle-Fxl-Q閥均fdzρ÷ー2
Fπ-1{ ∞(-1) l F2 Il ( q)2¥ 
寸マ一(ん(q)2+2E~12) (A.10) 

となる.
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