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§1 序

金属中の伝導電子間の相関効果の研究には電媒定数の知識が重要である｡本稿ではRP

Aはじめいろいろな形の電媒定数が提案されているがこれ らを簡単に整理批判した後,

smallmOmentuln transferinteractionではRPA,largemomentum transfer

interactionでは antiparallelspinをもっ電子間の ladderinteraction を考慮するよ

う interpolationを行なって金属電子密度での短距離相関を取 りいれた電媒定数の形を提

案する｡

§2 Hartree-Fock近似での polarization

電媒定数 (或いはproperpolarization)の計算としては lowestorder近似のRf'A

に対する電子間のcorrelation,exchange 効果を取 り入れたものとして主に次にあげる

形が提案されている｡

i) 2ndorderexchangeおよびhigherorderelec on-holeladderダイアグラム

を近似的に取 りこんだHubbard近似1) /

ij) kl｡inm｡n2～Langr｡th3)らによるHubbard近似の改良形

iji) Geldart-Taylor4)らによるHF近似の staticな電媒定数

iv) TimeGreen′s Functionを,decodpleする方法を用いたToigs-Woodruff5)らの

形｡
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電子ガスの電媒定数について

V) tjsui変換を用いて電子ガスのHamlltonianを quadratlCboson上iam山 ｡nianで

近似的に取 りあつかった1.amの形6三

vi) プラズ々 励起の特徴をとらえ indivldualexcitationを平均的スペクトルでおきかえ

た Lundgvist7),Overhauser8)らによる形｡

-

vii)電媒定数をpaircorrelationfunctiQnのFourier変換の汎関数とみなして selト

consistentに短距離相関を取 り入れるclassicalな近似法を類推からquantulnな場合に

応用 した Singwi一派の形 (以後 STLS理論という)9)

その他 W,やqの特定の値に対する電媒定数の値として,圧縮率に関連 してH(q-0,

a7-0),プラズマ減衰に関連して E2(a)～ Wp,qTO),テルカリ金属のバンド間吸収,

onepairandoneplasmon吸収に関連して 82(a,,q l｡)などゐ計算があるが本稿では

ふれない｡ (り～(∨)までの形は大体の所Hartree-Fock近似での properpolarization

# F(q,a,)を近似 したものである｡ electron-holeIadh｡rおよびHFs｡lh nergy を

とりこんだ正lF(q,a,)tま簡単な計算から次のように考えられる｡

正iF(q,a,)=- 2-Ⅰ(Cl,a,;I)A(q,a,;I)
P.0

ここで vertexpart A(q,W;I)は次の積分方程式を満す｡

A (q,也;P) - 1-pZ/v(I-I/)工､(q,W;I /)A(q,α;P′)
kernelI(q,a);I)は

(1-日P))fLp-q)
i(q,QJ;I)-

(2･1)

(2･2)

f(P)(1- f(p-q))

Q)-E(P)+E(p-q)十 乙符 Q)-E(I)+E(I-q)-iq
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で→十O

v(q).E(p)は各々

Ⅴ(q)-
q

E(p)- 8,7 , V(- ′)i(P,) ･ C,〒慧

虚部は次のように与えられ る｡

hnHHF(q,a,)-- 2 lm Ⅰ(q.W;I)上イ(q,W:I)皇2
P,0

- 7C I((1-i(I))f(I-q)+f(I)(1-f(p-q))i
P,0

2
×8(W-E(p)十E(p-q))主A(q,W:.I)i

このう丘似は次の sum ruleを満 し

Cx=

J Q'C-2(q･W)du-o

7Ta72
p

2

(2･3)

(2･4)

(2･5)

(2･6)

self-energyとそれに対応するverte_Ypartを取 りこんでいるという意味で self-

consistentapproximatlOnであるO短距離相関にはHF近似に取 りこまれる electron-

holeladderよりも次節で示す electron-electronladderが大切である｡.

§3 短距離相関

(j) paircorrelationfuヮction

電媒定数 を用いて g(r)を計算する場合 g(r)≧0(特に短距離相関には重要な要請で

ある｡ )を保障するにはどのように計算すればよいかという間はむずか しい｡短距離相関

には (r≦screening length)物理的に考えても reasonableであるが Screening の効

果はあまり効かない三o)従来 g(,)の計算に際 してdiel｡｡tricformulationにとらわれす
ヽ
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ぎた傾向があるO常磁性電子ガスの gO'0'JJ -P,用 次のように書けるo

4

goo'(卜 r,)-1 く哲･oI(卑 r･t)vfo八P,･t))- や炉 it)vfo,(P,･I)げ.>
n (3･1)

nは電子密度,yo(r･I);i:HelSenberg表示の fle上dopera･LOrc 一般にHeisenberg表

示の operatorの基底状態についての期待値を計算する場合Green′sfunctlOnを用いた

Feynman-Dyson摂動論が広 く使われ 三二すなわち time-1ndependentな物理量の計

算でも 川ne-dependentformulatlOnを使って計算をして.いるがこれは time-indepen-

dent摂動論の多くの項を一つ?Feynmanダイヤグラム･=まとめてあつかう利点をもって

いる.ll) 電子ガス系のように dyna血calなプラズマ励起が存在 しクーロンの long

rangenessによる発散を取り除くため Screeningの効果が必要な場合にはdielectric

fo叩 ulationを使 うことは naturalである｡しか しながらこの formulatlOnでは g(r)

≧ Oを満すことはむずか しく特に短距離相関をあっかう場合は scree°inglの効果が重要

でないことから波動関数を使って g(り を計算する方がよいと思われる｡ (この場合

Screeningの効果をとりこむのはめんどうであるO ) 波動関数を用いれば g(r)≧ 0は

いつも保障されるが波動関数を近似するのにクーロンについて finiteorderで 中止すれ

ば rsが大きくなるに従い g(r)は大きくな- ぎた り発散するであろうo (特に g†J(o)

についてそのような例を示すのは容易である｡ ) 従って物理的に考えて短距離相関に重

要と思われる効果をクーロンについて infinlteOrderとりこむ必要がある｡

interactingsystelnの波動関数12)はHo,Eoをそれぞれ unperturbedsyslem の

Hamiltonian,groundstateenergy･ H′を interaction ter印とすれば

1 m

Ln Eo-HoFo>-2(T H′) l¢o> (3･2)

Lは Iinkedダイヤグラム,中間状態として unperturbedgroundstate0.を取らない

ことを意味する｡ normalizationを行なって

00,,一 一‥ 1 くF｡圧鯨 r)軌 r')了 lt鶴 (r)施 しr')〕 IF.>
guv(r,r′) --i (3･3)

ǹ く Fo げ o>

ここで願 r)は＼Schr'ddinger表示の-fieldoperator,normalization の項は粒子数

N--に従って指数関数的に小さくなる｡ エネルギーの計算の場合と同様に connected
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ダイヤグラムだけ考慮 して

go o /(P,r/)_

1

｢古く射 〔鶴(r)鶴′(r')I(予て
I(⊥ H,打 "a(r)～,(P,)nE(云議 H′)n']斬

1
n Eo一王もn

connected (3･4)

となる｡すなわち基底状態のエネルギー shiftの計算にあらわれる各オ∵ダーの connec卜

edダイアグラムから任意の7-ロン相互作用 voo,しP-P,)を取 り除くとgOO'(rTr/)の

ダイアグラムが得られる｡先に報告 したように13)electron-electronladderダイアグラ
ー■

ムを考慮すれば式 (3･4)からg'(r-r′)は
I+F

gL+(I--r')

(1-f(P十q))(1-f(I/十q))

I cpICp+q+Ep/-Ep/+q
㌔,′f(PH (p'吊 +Iq

ここで Ⅰ(I ,P';q)は次の積分方程式の解である｡

i(I ,p''q)=V(q)+ Ev(q-k)

.Ⅰ(I,p,;q)とq(P-P')12･:

(3･5)

(1-i(I+k))(1-I(I/+k))

Ep-Ep十k十Ep/-ep/十k

･Ⅰ(I,〆 ;k)

(3･6)

この結果.･j:iトr'生息 screeninglengthについては良いけれども iP-P'l≫screening

lengthの場合には Screeningの効果が重要にな.りそれを考慮 しない式 (3･5)を用いてエ

ネルギーを計算すれば発散する｡ (式 (3･5)の fristorderの項による｡ )

(iil largemomentum transferinteraction

RPAは金属電子密度ではその validityが保障されずその最も著 しいあらわれの-つは

paircorrelationfunctionの短距離の振舞であるoNoziere,sandPins三4)Hubbardl)

らは smallmomentum tTanSferinteractionではRPA, shortrangeinteractionで

は 2ndorderexchangeが directtermを半分相殺するように interpolateしたが, 先

に報告13)したように largemomentum fransferinteraction に寄与す る過程は 2nd

ordertermばか りでなくelectron-electr6nladderダイアグラム (exchange ダイア

グラムを含めて )が特に金属電子密度では essentialでありこれ らが考慮されなかったこ
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電子ガスノ)電媒定数について

とが従来の LSTl.S理論以外の 〕短距離相関の記述の失敗の原因であるo

IsTLS理論ではHubbardfactorf(q)のqの大きい極限での値 (1- f(-)はこの近

似での structurefactor SSTLS(.q)の 漸 近 形のq-4 の係数に比例 し ている. )とg(r)

の原点での値とその微分 (rsにつレ､､ての Jの和が次の関係を持つことが示されているが

∂
丁~g(0)

q-や 二 2 0'n

1
lim fSTLS(q)- 1-g(0)一Tn (3･7)

これはSTLS理論に固有G;-)もので ex_acttheoryの性質ではないO1
一般には structurefactor S(q)ニーくLpqp-q>の漸近的振舞とg(r)の短距離振∩
舞の蘭係はFourier変換とその性質から

1
g(r)-1--I(S(q)-1)eiqr

nq

S(q)は電子ガスではqの大きい場合次の漸近的形をもっことに注目すると

A(rs)
S(cI)- 1- - + -

q4

∂g(r,rs)

∂r

3

I = -打A(rs)r-04

(3･8)

(3･9)

(3･10)

すなわちg(r)の原点での微係数とS(q)の漸近形 q~4の係数の間には上のような exact

な関係15)があるO (q,rはpF,PF-1で reduceとしてあるo ) 従ってrの小さい場合

g(r)-g(o)+旦wA(rs)r+･･･ (3･11)4

となる｡この linearな項は g̀↓(r)によるもので g††(r)の微係数は zeroである｡ RPA,
A∫

Hubbard･･･などl(i)ん (V)までの近似では q~4の係数は r について Iinearでありその結S

果,微係数は rsと共に際限なく増加するo (実際そのような数値計算例が見られるo)

(vi)のIJulldgvist近似では平均的スペク トルを

2

pEW(q)-V?+Aq2+E2q
としているが平方根中のq2の項はqの大きい所で cutしないとg(0)自身発散 してしまう｡

g(o)とg(r)の原点での微係数は一般的に直接にはむすびついていないと思 われるが

RPA近似などに見られるように微係数が r に linearに際限なく増加することとg(0)がS
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負の値をとることは関連があるO一般にどのようなダイアグラムが S(I)の q14の漸近形

に寄与するかという間はむずか しい｡すでに述べたようにelectron-electronladderは

q~4に寄与するがより一般的には ｡1｡｡tr｡｡-electroni｡tracti｡｡(electron-hole.h｡1㌢

holeでなく)を部分的に含むある種のダイアグラムは q~4に寄与するということは出来る｡

いずれにせよ短距離相関の記述には, largemomentum transferprocessを rsにつ

いて high■erorderまでとりこむことが不可欠であり物理的にもうなずける｡ screening

lengthや self-energycloudの大きさよりも短距離 (年 r'JJ 1)の電子の振舞に関して
を主Screeningや self-ene,gyの効果はあまり効果がないように思われるO 従 って次の節

で行 う interpolationでは sel卜energyeffectは考慮 しない･｡

§4 電 媒 定 数

I) Hubbardinterpolation

図 1.に示 される ele-eleladderダイアグラムとその ex'change-processからの

groundstateenergyshiftへの寄与をAEladdとすると次のように書けるo

1
- - Ev(q) I

AEladd 2nq P･P/
0.0/

f(P八1- i(p十q)) f(I/)(1- f(I/十q))

こp- Cp十q+ep,- Ep,+q

ヽ
･(i(p･p';q巨 vL′qノー00.0'Ⅰ(I,P',-I-P'-q))

Ⅰ(p,p′;q)は式 (3･6)の解である｡

肝 ,繭十i-I_:-&十qEI--_･数十･--

二
.iI 十

十質十･･･
ー図 1. 1adderダイアグラム
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電子ガスの電媒定数について

図 1.の上段の第一番目のダイアグラムは周知のように発散するので除いてある｡他の項

は裸のクーロンでも発散 しない｡式 (4･1)の右辺の ()の中の最初の二項は direct

process第三項はexchangeprocessである. I(P ,P';--I-P'-q)を lowestorder

v(I+p'+q)で近似すれば 2ndorderexchangeを与える｡

Hubbard近似1)U)電媒定数はこれを用いてエネルギーを計算 した場合プラズマをvirtual

に励起する smallmomentum transferinteractionと2ndorderdirectandexchange

termsを取 りいれるように interpolateしたもので次のように与えられる｡

P (q,W)=1+
V(q)H(0)(q,u)

1-i(q)V(q)H(0)(I,a))

ここで H (0)(q,a))E3:non-interactingsystemの polarizabilityで

∫(P)(1-f(P十q) ) f(P十q)(1-f(P))
H(0)(q,a,)=-I (

p,aa)+i∂+Ep- Ep十q a1- i∂+Ep-ep+q

いわゆるHt血bardfactor∫(q)は次のように定義される｡

f(P)(1-i(I+q))f(I/)(1-i(I/+I))

ep-ep十q+ Ep,-Ep/+q

≡ I(I,V(q)I.m芸 lm {H'0'(q,a)}2

･V(I+I/+I)80,0/

(4･2)

) (4･3)

(4･4)

2Jldor/derexchangeばか りでなくele-eleladderダイアグラムをHubbardJ流に電媒

定数の形にとりこむには次のように ¢(q)を定義すれば良い｡

f(I)(1-f(I+I))i(P')(1-i(P'+I))

8p-Ep十q+Ep′-Ep/+q

≡〔e2(i(p,I/;q)-V(q)-80,0/,i(I,I/;-I-I/-q)))〕
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･¢(q げ 芸 lm {H'0 ) (q,wH 2

この¢(q)を使えば拡張されたHubbard流電媒定数は

eGH(q,a))--1+
V(q)H(0)(I,a,)

1-め(I)H(0)(q,a1)

(4･5)

(4･6)

となる.式 (4･5)に C2の微分があらわれるのは e俳 (q,a,)を使ってエネルギーを計算

した場合図 1･のダイアグラム系列が正 しく取 りこまれるようにするからである｡式 (4･

5)の 日 中はq仰 の場合 f(I),f(I,)の制限があるから去Ⅰ(I,I,;qト ,(I)に近

ずく｡これは,Pauliprincipleのためである｡/

¢(q)の q→ 0の lilnitは compressibility16)と関連している｡我々の取 りこんだdirect

ladderprocessは lowestorderで

(1-i(P十k))(1-i(p'+k))

盲V(q~k)
Ep-Ep+k+Ep/1-Ep/+k

(4･7)

となりこの項に対応して式 (4･5)で定義される0(2D)(I)は伽 qで発散する.これはq

-Oで Screeningの効果が考慮されていないためである.従ってⅠ(I,I/;q)の満す積分

方程式のkernelに Screeningの効果を考慮する｡すなわち

Ⅴ(q-k) →
lq-kl2+k2S

と置きかえれば良いo k は compressibilityの値を適切に与えるようにすれば良いo

ii) effectiveinterction ¢(I)

実際に 理工(q,W)を使用するには具体的な ¢(q)の形が必要である｡qの大きい場合に

は積分方程式 (3･6)を近似的に卸 ､てqの小さい場合には五割 (q-0,0)がGell-Ma仙

Bruckner17)の correlationenergyを微分して得られるcompressibility を与えるよう

にqの大きい場合の振舞とq0,-,1､さい場合のそれを interpoiateする｡ q≧ 2pFではp,
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p′≦pFであるからⅠ(0,0;q)がわかれば良い0 I(0,0;tl)は 次の積分方程式を満す｡
1 fx3 1

i(q)-て + jIdk一 釦 空士杢
q 1 qk q-k

トⅠ(k)

(4･8)

l=ヱk . ｡=｡.52106
打

q,kは PF, Ⅰ(q)は V(PF)で reduce･されているo kernelは伽 発散するがこれは

Screeningを考慮 しないためで次のようにkernelを展開してその第一項を取れば実質的

に Screeningの効果を取 りこんだことになる上に iteration示 ら解くことが出来る｡

1 1 2k2

詔 nf崇 I～～q-2弓 手 +- for kく q

･ k-2･言芸工 ･･･ for k>q
l

解は

1

1 Ⅰ(q,i)- q-2G(i)F(q,i)

ここでF(q,i),a(i)は次のように考えられる｡

完窯 il
F(q,A)-22

n岩on!(n+2)!

2〔

23/2(2il)1/2

1

G(A)-

4ス n
(- )
q

〕･Ⅰ2〔23/2(2-i)1/2〕
2

q

00 1

Agon!(n+1)!

21V2

(4･9)

(4･10)

(4･11)

Il(Ⅹ),Ⅰ2(Ⅹ)は各々 1次, 2次の変形されたBesselfunctionである｡ ¢(q)=V(pF)
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×箇(q)として歓 q)(qはpFで reduceしてあるo)を定義するとqの大きい場合

～qJ(d)-五 言ま 〔12{1三G(i,F(q,机 〕

一方 conlpreSSibilityの値は16)

Ko

- - 1- i- (1-伽 2)12+ -
K

′ー′
であるからこの値を再現するように¢(q- 0)を選ぶと

′ー′

Os(q→0)-
1+(1-Pn2)i

interpolationはいろいろの方法があるが単純に次のように取る｡

′ヽ■′
め(q)-

Os･qJ(q)

(4･12)

(4･13)

(4･14)

(4･15)

¢+alL(q)S
′ーノ
め(q,i)は 人とqの関数として与えられるので数値計算に使用する場合には便利 である｡
′ー′
a)(q,i)のq--の極限は式 (4･10),(4･12)から

qliが (q,-21q2･id!l〔12{1-G2'l)}〕
.～ 1

すなわち~般化されたfiubbardfactorf(q) (¢(q)=f(q)I2)は
1

lljnoqli% f(q)=

(4･16)

(4･17)

liln tim f(q)- 1
1一･･→00 q-伽

という性質をもっている｡従来のHubbardfactorは (STLS理論を除く) )によらず

f(-)-壬となるがこれは高密度の場合のみ正 しいのであ-て一般には lの増加,すなわ
ち金属電子密度からより低電子密度になるに従い1に近ずく｡この性質は g(r)org†1(∫)

の原点での微係数は ス･tf(q-- ,i)-1)に比例するので高密度極限での値 zeroか

らはじめは れこ比例して増加しどこかで最大値をとりそれより低密度では次第に zeroに

近ずくことを意味している｡

このようにして得られた EGH(q,a,)tま su.nrule(式 (2･6))を満Lqの小さい場合
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電子ガスの電媒定数について

は Rf'A,大きい場合は金属電子密度での短距離相関に重要な ele-eleladder をとりこ

んでお りW-0として staticscreeningとして使用することも出来る.しかしながら

ele-eleladderが staticpolarizationの短距離振舞に (〟(q,0)の qの大きい場合の

q-6ぉよび higherorderの係数に )効いて来るわけであるが EGH(q,亘‖まエネ/レギ-の

計算に最も良く適応するように作られているので (Hubbard近似の精神 )static

dielectricfunctionとしてqの大きい場合に注目する場合には ele-eleladderダイアグラ

ムの staticpolarizationへの寄与を計算した方が良いと思われる＼0

§5 討 論

vJ'i)のSTLS理論は Iargemomentum transferinteractionをhigherorderま'で

selトconsistentに取 りこんでいる｡ しかし彼らの数値計算は不正確である｡ (特にqの

大きい所からの寄与をいいかげんに取 りあつかっている｡ ) STlJS理論がquantumな

摂動論的立場からどのような過程をとりこんでいるかという周 は,はっきりしないが

EG打(q,a,)とかなり関係があると思われる｡
18)

元来 STLS理論は classicalgastheoryでその foundationが最近 しらべられている｡

classicalな電子ガスの撃 C2Creeninglengthよりも短距離での pair?orrelation

functionは exactにekTrのようにふるまう019)sTLSの classicaltheoryでもこの

形を保障 していない｡ quautum の場合 exclusionprincipleg†J(o)- 0, 波動関数の

ひろがりなどの効果 g↑↓(0)≒0があるとしてもSTLSの主張-flるき うに短距離相関に三

体相関効果が重要であるとは思えない｡ classical′の場合の e~k-TTの形には第3の粒子

の存在は全く効いていない｡我々が行なったようにg†J(r) の短距離振舞の記述に裸のク

ーロン相互作用によるele-eleladderだけ考慮することは中間状態についての exclusion

principleの制限 (Fermi球外に散乱する｡これは実質的に Screening の効果をおよぼ

す｡)という形では第3の粒子の存在を配慮しているがかなり良く短距離相関を記述する

ものと思われる｡.最後に日常有益な討論をして下さる渡部三雄助教授に感謝いたします｡
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