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概要

導来圏と代数幾何学の関連したトピックについて説明する．連接層の導来圏は代数多様体の不

変量であり，幾何では捉えられない情報を持つ．この導来圏の研究はミラー対称性において重要

な役割を果たしている．本レポートでは， Bridgeland安定性条件を用いて導来圏の自己同値群

を調べる手法について説明する最後に，小平仙線と呼ばれる退化した楕円仙線に対する安定性

条件の空間や導来同値群について述べる．

1 導入

Bridgeland安定性条件（以下，単に安定性条件）は数理物理における安定性の数学的定式化として

導入された [Bri07]．この安定性条件はslope安定性の導来圏への一般化であり， slope安定性が層の

モジュライ空間を定めるように Bridgeland安定性条件も導来圏の対象のモジュライ空間を定める．

そのうえ，安定性条件全体の集合には位相が入り，複素多様体になることが知られている． この安定

性条件の空間はミラー対称性や数え上げ幾何の観点から研究されている．

2 導来圏と自己同値

X を代数多様体とし， Coh(X)をX上の連接層の圏とする．この時， Coh(X)はアーベル圏であ

るため，三角圏ザ(X)を考えることが出来る．ここでVb(X)は対象が有界複体である圏であり，射

はホモトピー類を擬同型で割ったものである．

<I> :ザ（X）→ザ(X)が導来同値であるとは，①が圏同値であり，三角圏の構造を保つことをいう．

導来自己同値全体の集合を Auteq(Vb(X))と書く．

定義 2.1.導来自己同値 <I>E Auteq(X)が standardであるとは心が以下の自己同値で生成される

ことをいう．

1.シフト関手 [1]

2．直線束—®£

3. Xの自己同型fによる引き戻し f*

standardな導来自己同値全体の集合を Auteqst(X)と書く．
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定理 2.2([BOOl]). X を代数多様体とする． Xの標準束 Wxか反標準 Wxlが豊富であるとする．

このとき，

Auteq叫X)= Auteq(X). 

この定理から，（反）標準束が豊富ではない多様体に対しては導来自己同値を調べることが重要であ

る． X を代数多様体とする．この時， Grothendieck群G(X)は以下のように定義される群である．

G(X)＝ ① Z[E]/ {[E] -[F] + [H]: E→ F→ H→は完全三角をなす｝．
EEVb(X) 

例 2.3.Cをなめらかな代数曲線とする．この時， Grothendieck群 G(C)は階数2の自由アーベル

群である．生成元は構造層 [Oc］と摩天楼層 [Ox]となる．

導来自己同値4>E Auteq(X)が三角圏の構造を保っため， Grothendieck群G(X)に作用を誘導す

る． これによって，以下の群準同型を得る．

Auteq(X)→Aut(G(X)). 

以下の疑問を考える．

疑問 2.4.上の準同型の核を Auteq。(X)と書く．このとき， Auteq。(X)は決定できるだろうか？

まず初めに Auteq。(X)の元をいくらか示す．

例 2.5.シフト関手 [1]は Grothendieck群G(X)に一1倍の作用する．従って， 2回シフトする関手

[2]はGrothendieck群G(X)に自明に作用する．

球面ねじり関手と呼ばれる非自明なものもある ([STOl]).

定義 2.6.X をn次元代数多様体とする．このとき， EEザ (X)が球面対象であるとは，以下を満

たすことをいう．

1. i = O,nの場合， Ext¥E, E) = CC. 

2. i =J 0, nの場合はExti(E,E) = 0. 

3. E@wx~E. 

定理 2.7([STOl]). EをX の球面対象とする．このとき，自己同値 Tロザ(X)→ザ(X)が定

まる．

このような自己同値 TEを球面ねじり関手と呼ぶ．この球面ねじり関手 TEはGrothendieck群

G(X)に
乃 ([Fl)=[F] + x(E, F)[E] 

のように作用する．ここでx(E,F)はEuler形式である．従って， T危はG(X)に自明に作用する．

Xが楕円曲線やK3曲面については以下のようなことが知られている．

定理 2.8([Or102]). Xを楕円曲線とする． このとき，

Auteq。(X)= Pic0(X) ><l Aut(X) x Z[2]. 



定理 2.9([Bri08]). XをK3曲面とする．以下の Auteq(X)の部分集合を考える．

Twtor = {Toc(k) ICは(-1)曲線，kE Z} 

Twbun = {TA I Aは球面対象となるベクトル束｝

このとき，

Auteq~(X) c〈Toc(k),Tj, Ti2 I Toc(k) E Twtor, TA E Twbun〉・

ここで，集合 B c Auteq(X) に対して〈B〉は B の生成する部分群を表す． Auteq~(X) は

Auteq。(X)の部分群で安定性条件の空間の連結成分を保つ．

この K3曲面の場合の結果は， Bridgeland安定性条件を用いて証明されている． この安定性条件

は導来圏の自己同値群を調べる手法として有用である．講演者はこの安定性条件を用いて，小平曲線

に対する導来自己同値群を調べた．

3 退化した楕円曲線

この章では小平曲線といわれる退化した楕円曲線を考える．

定義 3.1.Sを曲面， Bを準射影的曲線とする．この時，固有射1r:S→Bの一般ファイバーが楕
円曲線であり，各ファイバーに (-1)曲線を含まないとき楕円曲面という．

楕円曲面は特異的なファイバーを持つ場合がある．この特異的なファイバーは小平により分類され

た[Kod63]ため小平曲線と呼ばれる．

定理 3.2.楕円曲面S→Bのファイバーは次のように分類される．

(Jo)滑らかな楕円曲面

(Ii)ノードを持つ有理曲線

（I刈環状に交わる N本の射影直線 (N~ 2). 

(II)カスプを持つ有理曲線

(III) 1点において重複度2で交わる 2本の射影直線．

(IV) 1点で交わる 3本の射影直線．

--——--(IN)アフィンディンキン図形DN+4に対応する N+5本の射影直線．

(II*）アフィンディンキン図形瓦に対応する 8本の射影直線．

(III*)アフィンディンキン図形瓦に対応する 7本の射影直線．

(IV*）アフィンディンキン図形瓦に対応する 6本の射影直線．

いIり（I刈型の重複ファイバー．（N2 2). 

本レポートでは，可約な小平曲線のみを扱う．

Cを可約な小平曲線とし，既約成分を C1,...,Cnとする． G(C)をCのGrothendieck群とする．

命題 3.3([MPl 7, Proposition 4.3.]). Cの既約成分Cの被約化を eiと書く． nを既約成分の個数

とする．この時， Grothendieck群G(C)は階数n+lの自由アーベル群であり，以下の基底で生成
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される．

[O□,．．．，［O。n]，［O』.
注意 3.4.Cは特異的であるため局所自由層の Grothendieck群K。(C)とは異なることに注意して
おく．しかし，オイラーペアリングをとることで，階級が等しいことがわかる．

4 安定性条件

この章では初めに安定性条件を定義する．次に Bridgelandによる安定性条件の変形定理を紹介

し，安定性条件の空間が複素多様体になることを見る． Pを三角圏とし，有限階数の自由アーベル群

Aと群準同型 V:K(V)→Aを固定する．

定義 4.1.

1. t構造の核Aの安定性関数 (stabilityfunction) Zとは群準同型 Z:K(A)→Cで，任意の
O=/EEAに対して

Z(E) E IHI U股<O・

2. EEAの位相cp(E)は次のように定義される．

cp(E) = (l/1r) arg Z(E) E (0, 1]. 

3.安定性関数 Zに対して O=/EEAが（半）安定であるとは，任意の部分対象 FcEが

cp(F) S (resp. <)cp(E)を満たす．

4. zが Harder-N arashimhan条件 (HN条件）を満たすとは，任意の EEAに対して以下の
フィルトレーションがとれる．

O=E。CE1 C ・ ・ ・ C En-1 C En 

ただし，凡＝ Ej/Ej-1が半安定で

cp(Fリ＞ ¢(恥） >•..> ¢(F砂

を満たす．

次の台条件は有限性に対応する条件であり，［KS08]や [BMS16]で導入された．以下では有限次元

ベクトル空間AR尺のノルム 11-11を固定する．

定義 4.2.下の条件が成立するとき， Aと安定性関数Zが台条件を満たすという．

sup { ~ I E is semistable i 
IZ(E)I 

is semistable in A} < oo. 
t構造の核Aと安定性関数Zの組 (Z,A)がHN条件と台条件を満たすとき，安定性条件という．

この安定性条件全体の集合を StabA(V)と書く．



定理 4.3([Bri07, Theoreml.2.]). StabA('D)には自然に位相が入り，次の忘却写像が連続になる

1r: StabA(V)→Hom(A, CC), (Z, A)HZ. 

加えて T は局所同相であり， StabA(V)に複素構造が入る．

安定性条件の空間StabA('D)を安定多様体とよぶ．初めに固定した v:K(V)→Aがあきらかな場
合，省略し Stab(V)と書く．

次はこの空間 StabA(V)への自己導来同値群からの作用を考える． <I>E Auteq(V)をとる．導来同

値①がAへの作用を誘導すると仮定する．この時， CJ=(Z,A)に対して①（び） ＝ （Z o <1>-1, <I>(A)) 

と定める．

滑らかな曲線は Grothendieck群が階数 2である，そのため，安定性条件を考える際 Aとして

Grothendieck群そのものをとれる．この安定多様体を単に Stab(C)と書く．曲線の安定性条件の空

間について次のことが知られている．

定理 4.4([Bri07],[0ka06],[Mac07]). Cを種数gの滑らかな曲線とする． この時，次が成立．

Stab(C)＝｛□9=0) 
GL +(2，賊） （9 2'. 1). 

9 2'. 1のとき，この定理は安定性条件が本質的に slope安定性に対応するものしかないことを示し

ている． g=Oの射影直線の時に様子が異なるのは，圏同値 Vb(『り竺 Vb(£nd(OlP'1①OlP'1(l)））に

より誘導される t構造の Beilinson核があるためである．

5 主結果

Cを可約な小平曲線とする． Cの安定性条件全体を Stab(C)と書く．初めに， Stab(C)において

もslope安定性に対応する安定性条件が存在することを示す．

命題 5.1.z1,..., Zn E IHIをとる． この時，

Z = -x + z1rk1 + ・ ・ ・ + Znrkn, A=  Coh(C) 

は安定性条件を定める．ただし， xはオイラー数であり， r知は既約成分Cでの階数である．

証明の概略組 (Z,A)がHN条件を満たす安定性関数であることは slope安定性の証明と同様にで

きる．楕円曲面への埋め込みi:Cc......+ Sにより，有限次元ベクトル空間 G(C)RCに二次形式が定

まる．実際， E,FE G(C)に対して，

〈E,F〉=-x（い（E）ぶ(F))

とすると半負定値二次形式である．台条件については，この二次形式を用いることで [Bri08]などと

同様に安定対象の議論に帰首して証明できる． ロ

上で構成した安定性条件を含む Stab(C)の連結成分を Stabt(c)と書く．実は楕円曲線とは異な

り， slope安定性には対応しない安定性条件も存在する．
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命題 5.2. r E (k, k + 1), Z2,... Zn E IHIをとる． この時，

Z = -x+rrk1 +z2rk2+・・・十ZnTkn,A=〈石[1]，冗〉

は安定性条件になる．ただし， rK，冗は以下で定まる．

五＝〈Oe1(l) I l:::; k〉

Tk =..l五

注意 5.3.この安定性条件は slope安定性には対応しない．特に XEC1に対して摩天楼層 Oxしま以

下の JHフィルトレーションを持ち，安定ではない．

0 →Oe1(k+l)→凸→ Oe1(k)[l]→ 0 

安定性条件の空間を調べる際に導来同値の作用を調べることが不可欠であり，［Kar23]では導来同

値を具体的に構成した．これは [STOl]で定義された球面ねじり関手を特異的ファイバーに制限する

ことで得られた．

定理 5.4.Cを楕円曲面 S→ Bの特異ファイバーで得られる小平曲線とする．自然な閉埋め込み
j: C→Sをとり， GをCに含まれる射影直線とする．この時， Cの導来同値<I>。G(K)があり， S上
の球面ねじり関手T如 (k)に対して以下の可換性が成り立つ．

ザ(So)豆言ザ(So)

↓J* J＊↓ 
訊 S)三掌ザ(S),

ここで構成した導来同値 <I>oa(k)はベクトル空間 G(C)R Cにおいて超平面 {vE G(C) R(CI 

〈v,［叩(k)］〉＝ 0}を軸とする鏡映変換になっている．この導来同値の安定性条件の空間 Stabt(C) 

への作用を観察することで，次の命題を得る．

命題 5.5.Bを虻瓦(k)で生成される自己導来同値群の部分群とする． この時，次が成り立つ．

Stabt (C) = LJ <I>(U(C)). 
<I>EB 

次のような導来同値を考える．

Auttri(C) = {f E Aut(C) If* is trivial in G(C)}, 

Pieル(C)= {£ E Pic0(C) I £lei竺 Oeifor all reduced curves 8i}-

Picル（C)~ Auttri(C)はStabt(c)において自明に作用する．この観察と上の命題を用いることで，
次の主定理を得る．

定理 5.6([Kar23]). G(C) R (Cの開集合Pば(C)c G(C)v R (Cがあり，忘却写像の制限

1r: Stabt(c)→内(C)

が被覆写像になる．加えて， T のデッキ変換群は Auteq~(C)/(Pic似(C) ~ Auttri(C)）と同型になる．
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