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超流動体、並びに超伝導体における量子渦の物理

岡山大学大学院自然科学研究科 水島健 1

磁場中の超伝導体や回転する超流動体で、は量子化された渦を伴う.これまでにも様々な超伝導物質の熱力

学的特性や輸送現象において量子渦の役割が強調されてきた.近年では，中性原子気体系におけるボース・

アインシュタイン凝縮体 (BEC)やBCS-BECクロスオーバーの実現により，量子渦の研究は加速度を増し

ている.ここでは，まず空間的に非一様な超流動・超伝導系を統一的に記述する理論形式として最も微視的

なBogoliubov-deGennes理論と準古典Eilenberger理論を概観する.続いて，スピン 1重項超伝導体と p

波超伝導体の量子渦やトポロジカル欠陥に束縛された特異な準粒子構造について解説する.これら低エネ

ルギー準粒子励起は全て rAndreev束縛状態」という共通の言葉で理解できる.さらにはマヨラナ粒子や

トポロジカル超伝導等といった最近のトピックスもこの共通概念の自然な拡張として理解できる.

1 はじめに

超伝導/超流動体における量子渦(磁束渦)の研究は 1960年代以降.3Heや高温超伝導体等の異方的超流

動体が発見されるたびにその知見を積み重ね，現在では成熟した分野が作り上げられているように見える.

しかしながら，近年になって，冷却原子気体系での研究の爆発的な展開や超伝導体に内在する深遠な数理構

造の理解等が相まって，量子渦の物理の新奇な一面が切り出されつつある 3HeやSr2Ru04等で実現が期

侍されている半整数量子渦が Majorana型準粒子を内在していることが指摘されたのはその典型例であろう

いう 2].この様な量子渦の持つ特異な一面は Andreev束縛状態という共通の言葉を用いて理解できる.さら

に，この言葉を介して， トポロジカル超伝導体等の話題とも密接にリンクしていることが分かつてきた.

このノートでは，スペースの都合上，基礎的な事柄の紹介にとどめたい.まず，次節にてBogoliubov-de

Gennes (BdG)理論と準古典理論を Nambu-Gor王ov方程式より導出する.さらに.Andreev束縛状態や，

BCS-BECクロスオーバー， トポロジカル相転移等の話題についても触れる.3節では，等方的な s波超伝

導体の量子渦状態を観ることで，低エネルギー準粒子状態と Andreev束縛状態の関連性を明確にする.続

いて 4節にてスピン偏極した p波超伝導/超流動体の量子渦に話題を移し，その低エネルギー構造が s波の

それとは劇的に異なることを紹介する.スピン偏極した p波超伝導体の量子渦は現実的には未だ実現され

てないが，この理論はスピン3重項超伝導/超流動体の低エネルギー有効理論となっている [1].さらには，

その基底状態は ν=5/2分数量子ホール状態の基底状態の候補である Moore-Read Pfaffian状態と等価で

あり [2ぅ3].Majorana粒子の存在等の興味深い物理現象が共有される.

2 BdG方程式と準古典理論

2.1 BdG方程式と準古典理論

スピン1/2のフェルミ粒子系で実現される超流動相は，スピン自由度と粒子ーホール自由度からなる4次元

の場の演算子曽(Xl)三回Tι1，WrιI]Tを用いて定義される Green関数立(九州=-(Tι(Xl)¥tt(X2))
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によって記述される.この Green関数は Nambu-Gor王ov方程式 [4]

I G F I fρ介μd命向T円州叶3パ3[{←{←一iωMω凶川口江Z勾0+也喝叫互弘削O“(川(ケT町1口附3
一一 一~υ 一 IF G I 

に従う.ただし，ノートを通して，Q は 4x4の行列を，aは2x2の行列を表すことにする.また，厄二

1とし，テ1，2，3ぅ工1，2ぅ3はPauli行列である.ωn = (2n + 1)π/Tは松原周波数であり (Tは温度)， 1io二

diag(Hr， Hlヲ Hfぅ-Hf)は1粒子ハミルトニアン密度 Hσ=ーさらマ2μσ+U(r)を用いて表現される

(Mは質量，f.1f7は化学ポテンシャル，U(r) は外部ポテンシャル).ここで，自己エネルギ、-~は Green

関数立を用いて

I ~(r1 ， r2) ム(r1ぅr2) I ^ ゃ
~(r1 ぅ r2)ニ|《《!?ム(r1 ぅ r2) 二 V(r12)T) ~ F(r1ぅr2;iωn)う (2)
I -~*(r1 ， r2) -~*(r1 ， r2) Iγ  

となる.V(r12)は引力相互作用である.超流動秩序変数ムに対する式はギ、ヤツプ方程式とも呼ばれる.式

(1)と (2)は Green関数立に対する自己無撞着な方程式となっている.

BdG方程式は上記の自己無撞着な方程式から直接的に導出することができる.このために，まず4x4の行

列 JJv(r)を定義する.これはユニタリー条件JdrJJI(γ)笠μ(r)=ðv，f.L 及び完全性 ~vJJv(rl)笠t(r2)=d(r12) 

を満たすものとする.このユニタリ一行列を用いることで Green関数 Gを1粒子状態の形に変換できる

とする.つまり，G(r1ぅr2;ωn)は変換行列笠ν(r)を用いて

立v川 =J計1J併 2l!，.t(r1)G(r1'r2; iw品川=dv，f.L [-i叩十Evr1， 例

の様に，エネルギー固有値 E=diag(Er，Eぃ-Erぅ E↓)をもっ準粒子状態を表す Green関数 Gvμ(ωn)に

変換されるものとする.変換行夢11JJv(r)がとの性質を満足するための条件式が Bogoliubov-deGennes方

程式であり，その一般的な形は

J dr2出0(r1)d( (4) 

となる.式 (4)より変換行列 JJv(r)が求まれば，式 (2)と(3)より呈が再構成される.これ以後，旦の第

1ヂIJを4成分ベクトル ψν=[Uv，↑，Uv，l， Vv，↑うら，1Fを用いて表すことにする.この固有関数ψν の固有値を
Evとする.BdG方程式は，特別な近似無しで Nambu-Gor王ov方程式 (1)より直接的に導出されるため

情報は失っていない.

一方で，準古典理論とは Nambu-Gor'kov方程式 (1)或いは BdG方程式 (4)に含まれる情報の一部を省

くことで，その方程式系を簡略化したものである.通常の超伝導物質や 3Heの超流動転移温度丸はフェ

ルミ温度 TFよりも数桁小さい温度であるため，フェルミエネルギー EFのごく近傍の状態のみがノーマ

ル相から変更されるだろう.そこで，超流動相における Green関数を丘=立low十 Ghighのように分解で

きるものとする.ここで，G10wはフェルミエネルギー EF近傍の寄与であり，それ以外の高エネルギー領

域からの寄与を Ghighとした.準古典理論では低エネルギー領域のみに注目し，高エネルギーからの寄与

Ghighに関してはパーテックスに繰り込むことで現象論的なパラメータに置き換える.Eilenbergerはこの

G10wから以下の様な準古典 Green関数 gを定義した [5]: 

互いωn)= ~ JωJ  Ckニ υF(k-kF). (5) 
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ただし，kは相対座標 r12三 rl-r2に関する運動量を表し，r = (rl + r2) /2は重心座標で、ある.また， α

は規格化因子であり，準古典 Green関数は g2= π21:.0を満たす(工。は単位行列).この準古典近似によっ

て， Nambu心orうkov方程式 (1)は以下のように変更される [5]: 

[iWn1:.3一立-Q:(わ)占(ム山口)]+初Fk.Vfl_(ι山口)= 0 、、、盲目目，，〆

ハ
h
v

/-，
E
E
、、

立は準古典自己エネルギーであり，フェルミ面上で、の自己エネルギーに対応する:豆(丸 γ)=α~(kFk ，r )1:.3・

上記の議論から明らかなように，この準古典理論が成立するためには丸<<TF或いはム/EF勾 l/(kFc)<< 1 

であることが要求されるははコヒーレンス長を表す).一方で，この準古典方程式系は BdG方程式に比べ

て数値計算をする上で非常に有利であり，定量的な研究が可能になる.

2.2 厳密に解ける例:Andreev束縛状態

超伝導秩序変数の位相が準粒子状態に与える影響を整理しておくことは重要である.簡単な例として，図

1の様な超伝導ー常伝導-超伝導 (SNS)接合系を考える.ここで，超伝導状態は単純な s-波クーパー対状態を

考えることにする:ム(rlヲr2)=斤2ム(r1)5(r12).図1の様に接合面に垂直な軸を z軸とし，左(右)側の超

伝導領域の位相をのL(ゆR)とおく.ここで，接合面に平行な方向には超伝導状態の一様性を仮定しておく.

さらにフェルミエネルギー EF=時/2M近傍にのみ興味があるため， BdG方程式 (4)にAndreev近似を

施す:一五→一向 V. このとき BdG方程式 (4)は以下の様な 1次元Dirac方程式に帰着される [6]: 

[ -iVFT3九+年一ゆ(X)T3s(X)]I ~lノ↑(z)|=EJU ↑ (z)|
I Vv，l(x) I V I vv，l(x) I 

(7) 

ただし，x<Oではの(x)=仇であり，x>Oではの(x)=ゆR とする.また，常伝導領域の幅 Lは超伝導

コヒーレンス長とに比べて十分に短いものとした (L<<と).この位相のとびを持つ 1次元Dirac方程式は，

ム(x)=ム。のとき，簡単な解析により

( (hーゆR¥
=ムocos I T'-'γ)ぅ (8)

というエネルギー固有値を持つことが示される [6ぅ7].特に，左右の超伝導領域の位相差がゆL-CTR=πの

ときエネルギー固有値は厳密に E=Oとなり，その固有関数は

[「rド札川川川↑バρ(いZ刈斗)
Uν，1 (x) 

(9) 

x 

sc N sc 
ム(x)eTR

母一一+
L 

図 1:左図は SNS接合系の概念図.右図は渦度 κεZを持つ量子渦状態での秩序変数ムo，o(r)の位相を x-y
平面で描いた図.量子渦の中心“O門は原点 (ιυ)二 (0ぅ0)に配置されるとする.
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となり，常伝導領域からコヒーレンス長との程度の領域に局在する状態である.この局在状態は Andreev束

縛状態と呼ばれ，超伝導及び超流動体における様々な位相欠陥周りに出現する低エネルギー準粒子状態を理

解するためには不可欠である.実際に，下でも述べるように，常磁性効果が顕著な超伝導物質では空間一様

な超伝導状態にかわり，位相差 πの超伝導ドメインが周期的に配列した Fulde-Ferrell-Larkin-Ovchinnikov 

(FFLO)状態が実現され得る.この FFLO状態でのBdG方程式は式 (7)の様な形に帰着でき， FFLOノー

ドに束縛された零エネルギー準粒子状態の存在が指摘される [8].

2.3 BCS-BECクロスオー1¥ーとトポロジカル相転移

近年，冷却原子気体系での研究が爆発的に進展している一つの要因は，原子問の相互作用を外場により自在

に制御することができることであろう.これはフェッシュバッハ共鳴という現象を利用しており， BCS-BEC 

クロスオーバーといった古典的な問題だが実現不可能と思われていた現象を我々に示してくれた.

通常の 2体散乱はぜ波に分解された散乱振幅

(kb)2C 
fc ( k) = ----=i 、、tt

'ノ

ハ
υ
1
Eよ

/
t
4
t
¥
 

を用いて記述される.ここで，向はぜ波散乱長，rc rv-bは相互作用の到達距離を示す.通常の冷却原子

気体の実験で用いられるアルカリ原子は電子スピン 1/2を持ち，ファンデアワールス力に起因している相

互作用の到達距離 η は数 nm程度である.実験が行なわれる極低温下では s波散乱が支配的であるが，そ

の散乱長 αoは原子種により様々な値をとる.しかし， 2体の散乱状態を外場を用いて強制的に 2体束縛状

態ヘ共鳴させることで散乱長向の大きさや符号を変えることができる(フェッシュパ、ソハ共鳴).この共鳴

散乱を制御するための外場には磁場が用いられるが，これは散乱状態と束縛状態の磁気モーメントが異な

ることに起因している.近年では，電子スピンが 0の原子種 Ybに対しても光学的な手法を用いて束縛状

態へ共鳴させることで散乱長の制御に成功している [9].

このフェッシュバッハ共鳴による向の制御によって原子種はその個性を失い，向→-∞から+∞まで

自在に制御可能である.それでは，向→士∞の状況で原子気体系はどのような相互作用在感じるのだろう

か?原子閣の有効相互作用ポテンシャルれ(kうたうは T行列刀(k，k'; E)との聞に

r dp T T /7  1 rn / 7 ， 
Tc(k， k'; E + iO+)二 Vg(い')+ I ("~::\:~ Vc(k，p) D ， :n ~ ~? ，uTe(pぅk';E + iO+)ぅ (11)} (2πr-l う 円ハ

という関係式を満たす [10]. ここで，Te(kぅk;k2 / M + iO+) =一語ん(k)より，式 (11)を通して散乱長向
と有効相互作用 vgが関連づけられる.詳細は原子種やパラメータに依存するが，向の符号等に依存せず

巧<0となり，かつ，発散を持たない連続的な関数である.

通常の BCS理論によると，原子聞に弱い引力相互作用が働くとクーパ一対形成に対してフェルミ面が不

安定化し BCS状態へと転移する.しかしながら，有効相互作用が強い引力の極限では 2つの原子が直接的

に2体束縛状態を形成し分子化する.この分子はボース統計性に従うためBEC状態が実現される.Leggett 

[11]は，多体の束縛状態による BCS状態と2体束縛状態の帰結である BEC状態という異なる性格を持つ

2つの量子状態が実は相転移ではなくクロスオーバーにより連続的に結ぼれることを指摘した.興味深いこ

とに， BdG方程式 (4)とギャップ方程式 (2)に加えて全粒子数が保存するという条件を加えることで化学
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ポテンシャルも自己無撞着に決定すると，この理論体系は BCS-BECクロスオーバーを記述するためのミ

ニマム理論となっている.実際に，この理論は弱結合極限では BCS理論を再現し，さらに強結合極限では

分子ボソンに対する平均場理論である Gross-Pitaevskii方程式に帰着されることが証明されている [12].

3次元空間中に一様なt波対の超流動状態を考えると， BdG方程式より準粒子状態のエネルギーは一般に

Ekニゾ(Ek一μ)2+ lde(k)12う ん(k)= 乞ムe，m<Te，m(k)ニLde，mkeYe，川向う (12) 
m=-e m=-e 

となる.ここでむ，m(k)は球面調和関数であり，Ek=k2/2Mとした.相互作用ポテンシャル巧が弱い引力

(弱結合極限)の場合，この方程式系は BCS理論を再現し， μ同 EFとなり，準粒子のエネルギーはた白ん

で最低となる.つまり，最低エネルギーは minIEkl = 1ムe(k)1としてクーパ一対破壊のエネルギーで、決定

される.明らかに，.e=0の s波の場合は運動量空間で等方的な準粒子励起を持つが，.e手0に対して準粒

子励起は運動量空間で異方的である.一方で，強結合極限になると，化学ポテンシャルはμ<0となる.こ

れは原子が分子対を形成するために，原子の化学ポテンシャルは分子対の束縛エネルギー(<0)に等しく

なるためである.この強結合極限では k=Oにおいて minlEkl=1μ|となり，低エネルギーのフェルミオン

励起は分子対破壊のエネルギーのみで決定される自明な構造を持つ.弱結合から強結合領域ヘ移行する際

にμは符号を変えるので，中間領域では必ず μ二 Oとなるが，.e=0のときはこの中間領域μ，，-，0において

BCS状態と BEC状態の準粒子励起の性格が連続的に移行される (BCS-BECクロスオーバー). 

一方で，.eチ0の場合には，ギ、ヤツプ関数仰m の形に依存せず， μ=0において必ず minlEkl=0とな

る.これは弱結合領域では異方的な準粒子構造minIEkl = 1ムε(k)1と強結合極限での等方的な準粒子構造

minlEkl=1μ|が連続的に結ばれず， μ=0において一種の相転移を引き起こして準粒子構造を変化させるこ

とを示唆する.この相転移の性質を理解するために Read-Green[3]はスピン自由度の無い2次元空間中の

.e=1散乱を考え，次の様な擬スピンを運動量空間において導入した:n=(Reムe(k)ぅ1mムe(k)ぅ|りた 12-IUkI2). 

この状況での基底状態は軌道強磁性状態或いはカイラル状態と呼ばれ，ムe(k)cx kx十ikyとなる.弱結合領

域ではこのムe(k)の位相 +1を反映して，nは運動量空間において巻き数人(=1を持つスカーミオン的

な織目構造を示す(図 2).一方の強結合領域ではN=oの自明な構造になる.ゆえに，.e二 1における BCS

状態と BEC状態準粒子構造の不連続性はトポロジカル相転移として理解される.

3 スピン1重項超伝導体の量子渦

3.1 Caroli-de Gennes-Matricon状態と量子極限

スピン 1重項ι波クーパ一対状態はム(たうr)=iチ2I:mムtヲm(r)仇m(k)と表される.ここで，ギャップ関

数。e，mは式 (12)と同様であり，等方的 s-波の場合印m(k)= 1とする.ここで問題を単純化するために

s-波の場合を考える.z軸に沿った空間の一様性を仮定すると，量子渦状態の秩序変数は

ムムm(r)=ムtぅm(ρ)eudJう κεZぅ r=(ρぅOぅz)， (13) 

となる.ここで，ムe，m(r)の一価性より渦度 κは整数のみが許される.図1の右から見てとれるように，原

点ρ=0において秩序変数は任意の位相をとり得る.このため位相が確定しない位相特異点となるので，秩

戸
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図2:引力的有効相互作用の増幅に伴う準粒子構造の変化.擬スピン構造はカイラルp波状態のものを示す.

序変数の振幅は原点において零となる:limp-→o.6.g，m(ρ)=0.渦芯と呼ばれる ρ=0での位相特異点を横切る

任意の直線経路を見てみると，渦芯を挟んだ超流動ドメインの位相差は常に κπ となることから，渦芯近傍

の準粒子状態は位相差 κπ を持つ SNS接合系のそれと類似しているだろう.実際に， 1964年に Caroli-de

Gennes-Matricon (CdGM) [13]が渦度 κ=1の場合において束縛状態が存在することを明らかにした.

一般的に，任意の渦度 κεZを持つ量子渦近傍に局在した CdGM状態のエネルギー固有値は以下のよう

(14) ηεZ. 

に与えられる [14]: 

E札 q，k=ーも一九13
この回有関数は η次のベ、ソセル関数Jn(X)を用いて

(15) [::::::;;l -zkz[ザ4
ここで， ωo同三千及び、 ω1寸ムoと見積もられる

と表される.ここで，九(α)は弱結合領域ではん程度となる.式 (15)より，量子渦芯の外側の領域 (kpp>>1) 

において CdGM状態の固有関数は白方cos(kpp)e-ρ/との様に振る舞うことが示される即ち，この CdGM

状態は，上記の SNS接合系との類似性から推測したように，量子渦芯からと程度の半径に局在した束縛状

この振動は準古このとき，固有関数は kF1程度の短い長さスケールで振動する.

典理論では記述できない量子的な振動である.さらに準古典理論との一番大きな違いは CdGM状態の最低

態であることがわかる.

エネルギ←が厳密に零にならないことである :κ が奇数の場合は minIEn，q，k 1=ω0/2巳ム6，0/Epとなるが，

準古典近似の範囲では minIEn，q，k I = 0である [4].κ が偶数の場合は ω1回ム0，0程度の大きなエネルギー

ギャ、ソプが量子渦芯で開く.これは SNS接合系にマップして考えると，超伝導ドメイン聞の位相差が 2π

ある程度大きな Iqlで、はエネルギーギ、ヤツプは閉じるしかし，の整数倍になっていることから理解できる.

ため，最低エネルギーの CdGM状態は渦中心周りに環状に局在することになる.

式 (14)で示された CdGM状態は走査トンネル顕微鏡 (STM)を用いて直接的に観測することができる.

1990年頃に Hessら[15]によって NbSe2の超伝導体において磁束渦糸に束縛された低エネルギー状態が初

めて観測された.STMの実験では局所状態密度N(rぅE)=乞σ=uNa(rぅE)を直接的に観測している.こ

こで便宜上，局所状態密度N(rぅE)をスピン分解したものを定義する:川(rぅE)= 2:v luv，r(r)ld(E-Ev)， 

N↓(rぅE)= 2:v IVv，l(r)ld(E + Ev).κ二 1とκ=2を持つ量子渦状態での局所状態密度を図 3に示す [14].

上の議論の通り， κ=1で、の低エネルギー準粒子状態は渦芯に束縛されており，E=O近傍においてそれら
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図 3:kFC=20での s波超伝導体の量子渦状態での局所状態密度(左)と常磁性磁気モーメントの空間構造

(右).上段が κ=1，下段が κ=2.E=Oはフェルミエネルギーに相当する.

のエネルギー準位に離散性が見られる.式 (14)でも触れたように， ρ=0の局所状態密度はE=Oよりも

ム6，0/EF程度の正側の領域で、ピークを持っており，渦糸中心では粒子ー正孔対称性が破れていることがわか

る [16]. この量子渦中心での粒子ー正孔対称性の破れは高解像度の極低温 STMにより YNbB2Cの超伝導

体において観測されている [17].一方で， κニ2の渦中心では大きなエネルギーギャップが開いており，低エ

ネルギー準粒子状態は渦周りに環状に出現している.通常の超伝導/超流動体の場合， κ>1の渦糸は渦度

1の渦糸 κ本に分裂する [18]. しかしながら，メゾスコピック超伝導体ではκ>1の巨大な渦が安定に存在

し得ることが実験的に示唆されている [19].さらに，冷却原子気体BECでは超微細スピン自由度を外場に

より制御することでペリー位相を焼き付け，渦度 κ=2や 4を持つ巨大渦の生成に実験的に成功した [20].

この局所状態密度をバンドの底からフェルミエネルギーまで積分することで絶対零度での粒子密度n(r)二

川 (r)十町(r)が得られる.Hayashiら [21]により CdGM状態の分散と渦芯近傍での粒子密度 η(r)との

関連性が議論され，渦糸中心での粒子-正孔対称性の破れの帰結として渦芯での粒子密度低下が示された.

中性フェルミ原子気体系において BCS-BECクロスオーバー領域において量子渦が実験的に観測されたが，

その際に，渦芯での粒子密度低下を介して Abrikosov格子状態等が直接的に観測された [22].

3.2 常磁性効果と FFLOノード面と量子渦糸の共存状態

ここまでの議論では外場の影響は一切無視してきたが，この節では外場の影響について考えてみる.超伝

導物質系に空間一様な外部磁場を印加すると，通常2つの影響が電子系に及ぼされる.一つは，電子の軌

道運動に直接影響を与え，もう一つは電子スピンとの相互作用によるフェルミ面のゼーマン分裂で、ある.前

者は電子の運動量を p→p-eA/c(Aはベクトルポテンシャル)と変化させることで局所的にクーパー対

破壊を引き起こし，磁束渦糸(量子渦)を生成する.後者はフェルミ面付近の状態密度がそのスピン状態に

依存して変化させ，常磁性磁気モーメントを誘起する.s波超伝導体の場合，EF近傍でエネルギーギ、ヤツ

プが開いているため常磁性状態と共存できず，十分低温では外部磁場に対して 1次転移的に常磁性状態へと

転移する (Pauli極限).実際， CeColn5等の重い電子系の超伝導体ではこの常磁性効果が顕著である [23].

口
δ
口
H
U
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ここでは，常磁性効果に焦点を当てる.外部磁場と電子スピンとの相互作用により，電子系の化学ポテ

ンシャルは外場がないときの値 μ。からスピンに応じて分裂する :μ↑二μ0+6μぅμ1=μ0-6μ (6μ>0とす

る).常磁性効果による化学ポテンシャルのシフトに伴い，図3に示される局所状態密度も変化する.具体

的には，↑(↓)スピンの局所状態密度は図3のエネルギーの原点を上(下)に 5μ だけシフトさせることで

得られる.κ=1の渦糸の場合，渦芯近傍 ρ=0の局所状態密度に差が生じ，常磁性磁気モーメントが渦芯

近傍に束縛される(図3右上).渦中心からコヒーレンス長程度以上はなれたバルク領域では等方的なエネ

ルギーギ、ヤ、ソプを反映し，常磁性磁気モーメントは現れない.κ ニ 2の場合は，同様の議論から，渦芯周り

の環状に常磁性磁気モーメントが束縛される(図 3右下).このような常磁性磁気モーメントの空間構造は

低エネルギー CdGM状態の空間構造を直接的に反映していると言える.

常磁性効果が顕著な系においてフェルミ面の「ずれ」が大きくなると，通常の BCS理論のように運動

量たと -kの電子が対を形成する状態は必ずしも基底状態ではない.Fulde-Ferrell-Lar kin-Ovchinnikov 

(FFLO) [24]はクーパ一対に有限の重心運動量 Qを持たせ，その運動量を駆動力として秩序変数を正弦波

的に空間振動させることを提案した:ム(r ) cx sin (Q . r).実際には，常磁性効果の小さい場合は秩序変数の

空間構造は矩形波となり， Pauli極限でのみ単一の運動量で記述される正弦波として振る舞う [8].いずれ

にせよこの FFLO状態は，位相差πを持つ超伝導ドメインが周期的に配列し，そのドメイン聞は秩序変数

のノード面，即ち常伝導ドメインで仕切られている様に見なすことができる(図4).SNS接合系での議論

から直ちに推測できるように，この FFLOノード面にAndreev束縛状態が形成される [8].この低エネル

ギ一束縛状態は常磁性効果により常磁性磁気モーメントを誘起するため， FFLO状態は超伝導ドメインと

常磁性ドメインとが共存した状態である(図4).

超伝導物質系では一般に外部磁場に起因した常磁性効果と対軌道効果は切り離すことができないため，通

常， FFLO空間変調と磁束渦糸が共存する.それでは FFLOノード面と磁束渦糸という 2つの異なる秩序

変数のトポロジカル欠陥が共存したときに常磁性磁気モーメントの空間構造と準粒子構造はどうなるのか?

ここで，図 4左下のように FFLOの空間変調ベクトルは渦度 κ=1の磁束渦糸に沿った軸 (z軸)にとる.

この様な配置の下で BdG方程式 (4)とギ、ヤツブ方程式 (2)を数値計算し，秩序変数の空間変調と準粒子状

態の自己無撞着な構造を得た [25]. 図4左下の様に A→B→C→Dの経路に沿った局所状態密度を図 4

右下にプロットした.上の議論から自然に期待できるように，磁束渦糸中心BとFFLOノード面Dでは

E=O近傍に低エネルギー準粒子状態が束縛されており，その束縛状態の占有差により常磁性磁気モーメン

トが誘起される.一方で FFLOノード面と磁束渦糸とが交差する点Aでは低エネルギー準粒子状態が消

失し，大きなエネルギーギ、ヤ、ソプが開いていることが見てとれる.これにより，図 4左下に描写したよう

に，常磁性磁気モーメントは磁束渦糸と FFLOノード面に局在する一方で，その交差点では消失する.

SNS接合系の知見を基にすると，このようなFFLOノード面と磁束渦糸との交差点Aにおける低エネル

ギー準粒子状態の消失に対する定性的な理解が得られる.磁束渦糸或いはFFLOノード面のみを横切る経

路を考えると，常に秩序変数の位相差は πとなっており Andreev束縛状態が形成される.一方で，図4左

下図にて交差点を通る経路B→A→Cを考えると， FFLOノード面による位相シフトと磁束渦糸のそれと

が相殺し合うことにより結果的な位相シフトは 2π となる.一方で，交差点 A近傍を速度町で横切る低

エネルギー準粒子のエネルギーはFFLO重心運動量Qlliに起因したドップラーシフト E→E土Q.町を

od 
Q
O
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図4:FFLO状態の概念図(左上)とそのときの常磁性磁気モーメントの空間構造(右上).FFLOノード面

と磁束渦糸が共存する状態での磁化の空間構造の概念図(左下)とそのときの局所状態密度(右下).

受ける [25]. このシフト量は交差点 Aで開くエネルギーギャ、ソプを定量的に説明する.以上の理解は BdG

理論体系固有のものではなく，準古典近似の範囲内でも再現される [26].また，s波クーパ一対状態のかわ

りに dx2_y2 や dxy等の異方的な超伝導状態を考えても定性的な結論は変わらない [26].

以上の様な常磁性磁気モーメントの非自明な空間構造は核磁気共鳴 (NMR)の実験を通して観測可能で

ある.電子スピンと核スピンとの超微細相互作用が無視できないとき，超伝導物質中の原子核スピンの感

じる磁場は電子系の常磁性磁気モーメントの空間構造により支配される.NMRの実験では核スピンの運動

を観測しているが，このときの共鳴周波数は内部磁場と電子系の作り出す常磁性磁化による有効的な内部

磁場により決定される.FFLOノード面と磁束渦糸とが共存する場合において，共鳴周波数に対するスペ

クトルはダブルピーク構造を持つことが理論的に示され [26]，CeColn5での実験結果 [27]を説明する.こ

のダブルピークはFFLOノード面と磁束渦糸とに収容された常磁性磁気モーメントが別々に寄与している.

3.3 冷却原子気体

冷却原子気体系でもこのような常磁性と超伝導の競合に関する研究が行われている.冷却原子気体の実

験では超微細スピン Fを持つアルカリ原子を磁場で作られたトラップを用いて捕獲する.超微細スピン F

は原子種によって異なるが，2F+ 1個の超微細スピン状態の占有数は振動磁場を用いて制御できる.この

系では 1次ゼーマン効果は無視されるため，代わりに振動磁場を用いて直接的に各スピン状態の粒子数を

制御することになる.例えば，2F+ 1個の超微細スピン状態のうち 2つを占有するとする(↑ぅ↓と記す).

この 2つの粒子数比 P三 (Nr-N1)/(Nr + N1)が有限の値をとるように振動磁場を用いて制御すると，結

果的に各スピン状態のフェルミ面がゼーマン分裂した様な状況を作り出すことができる [28].特筆すべき

点は，P二 Oのバランスした状況から P=lの完全に偏極した状況まで高精度で制御可能なことである.最
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近， Huletのグループ[29]は1次元的な制限空間内にてFFLO相への転移を示唆する実験結果を報告して

いる.BCS-BECクロスオーバー領域でも上で紹介したスピン密度の局在等の定性的な結論は変わらない

が， BEC極限へ近づくにつれてフェルミオン的な自由度が消失することに伴い，スピン密度のFFLOノー

ド面や渦糸近傍への局在性も見られなくなる [30ぅ14].

4 スピンレスp波超伝導体の零エネルギー固有状態と非可換統計性

4.1 零エネルギー固有状態の存在とトポロジカル相転移

スピン偏極したp波超伝導体/超流動体は軌道自由度に起因した多成分秩序変数で表される:ム(k，r)ニ

~(九十九)ム(k ，r)，ただし， ム(k ， r)=~m ムm(r)ch ，m(k). 2次元的に制限された空聞を考えると，基底状

態は(ム+1，ムoぅム l)cx(lぅOぅ0)となる.つまり，クーパ一対の軌道角運動量が特定の方向に偏極しており，

軌道強磁性状態と呼ばれる.この状態は時間反転対称性を自発的に破っており，カイラル状態とも呼ばれる.

さて，この軌道強磁性状態の量子渦周りの準粒子励起を考えてみる:ム+l(r)=ム+1(ρ)ei~e .弱結合極限

kFc回 EF/ム>>1では， 3.1節での s波の CdGM状態の分散が以下のように変更される [31ぅ33ぅ32]: 

E~ n Ic = -(0 κ+1)ωo  (κ~) J1- k2 w， k=-IQ--~-I +In+一一一 1111-一一一一ω1
n，q，ι¥_ ':1 2) ，/1 -k2 12MμI  ¥_'" I 2) V L 2Mμi  

ここで， ω0，1は式 (14)におけるそれらと同等である.このとき固有関数は，

[ 仇川川川qい川q，k(r以仰(ケr~ I =N附仰川川山t♂げ州川q刊叫附eeikいぺeρ戸ぺkzオzイ[ んμ帥州川(ωω川ρ刈ベヘ九~)¥に」/Mい川κハ川1)θ l卜トト川e位叫叶X勾寸pr -~ fP 以的w州山山ρ〆め山川fう')dp川ゆdφρ
υVn肌川，q，ル刈k以(ケγ刈)I I 1，んq一ぺκ叶+1(ωωρω)片e一叫Z叫l~-l) tJ I A L υ~μ ん

となる.Nは規格化因子.式 (16)とs波での結果 (14)との違いは右辺第 1項であり，この結果として，

軌道強磁性状態での量子渦束縛状態は

(16) 

(17) 

κ+1 
q=-Td  (18) 

を満たす場合に厳密に零エネルギーを持つことがわかる.qEZの要請より，渦度 κが奇数の場合にのみ

エネルギー固有値が厳密に零になり得る.さらに，式 (16)より，零エネルギー固有状態は kに対する分

散を持たないフラットバンドを示すことがわかる [34].Tewariら[35]はAndreev近似が成立する様な弱結

合領域 kFC>>1において，量子渦状態の BdG方程式 (4)が質量項を伴う 1次元Dirac方程式(厳密には

Majorana方程式)ヘマップできることを示した.さらに，渦度 κが奇数のときには位相差 πを持つ SNS

接合系のBdG方程式 (7)へ完全にマップすることができる.一方で，渦度 κが偶数のときは空間一様な質

量ギャップを伴う 1次元Dirac方程式と等価になり，これは位相差 0のSNS接合系に対応する.

式 (16)は弱結合極限 kFc回 EF/ム>>1での結果であるが， Gurarie-Radzihovsky (GR) [36]は任意のパ

ラメータム/EF領域において零エネルギー固有値の存在を議論し， μ>0を満たす限り常に量子渦束縛状

態の最低エネルギーは厳密に零となることを示した.彼らの結論を紹介するために便利なパラメータんご

を導入する(ん =J2MfJ，).んと勾 kFc>>1は弱結合極限に対応し，んとニOはトポロジカル相転移点を

示す.零エネルギー固有状態は μ>0を満たす限り常に存在するが，その固有関数 (17)はんと >1では

ん(ρ)=Jq(ρ九九/1-(kバ0)-2)となり kt程度の量子振動を伴う.んと<1で、は変形ベッセル関数 Iqを用
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いて，fq(ρ)二 Iq(ρkμゾ(kバ0)-2-1)となる.式 (17)に現れている指数関数因子は零エネルギー固有状態
が束縛状態であることを示しているが，Iq(x)のx>>lでの指数関数的発散により相殺される.つまり， ト

ポロジカル相転移近傍 O<kバ0<1では零エネルギー準粒子状態は渦芯束縛状態ではなく，系全体に広がり
を持つ.ただし， GRの解析では秩序変数の空間的な一様性老仮定しているという点で不完全である.文献

[32]では広範囲なパラメータ領域において BdG方程式 (4)とギャ、ソプ方程式 (2)の自己無撞着な計算が実

行され， トポロジカル相転移点近傍における零エネルギー固有状態に関する GRの解析は定性的に正しい

ことが示された.

4.2 零エネルギー固有状態のMajorana性と非可換統計性

何故零エネルギー固有状態の存在を強調したのか?これを説明するために，まず相対論的な Dirac場と

Majorana場の違いについて触れておきたい.Dirac方程式は Lorentz変換に対して共変性老示す4成分ス

ピノルを用いて導出される.この解は E>Oのエネルギー固有状態 ψEとE<Oに対する ψEで構成さ

れる.完全系を成すこれらのエネルギー固有状態を用いて Dirac場並D は以下のように展開できる:

WD(X) =乞['PE(X)円 (19) 

ここで， αE，bE はエネルギー Eを持つ粒子と反粒子の演算子である.一方の Majorana方程式は Lorentz

共変な 2成分スピノルより導かれる.この 2成分スピノルで定義される Majorana粒子はそれ自身の反粒

子と等価である.つまり， Majorana場守M は

並h州M川山(μZ←2ε二[いψ向凶E(山(いZゆ)ε 叫 E+ぱC向州(X)e~ 
E>O 

(20) 

として，E>Oを持つ固有状態の生成・消滅演算子を用いて展開できる [37].ただし， cは荷電共役変換を

表す.この DiracぅMajorana場において仮に E=Oの固有状態が存在したとする.そのとき， WDは

む (X← 向 =0ばω州(い例Z幻)α + 乞[いψ向州E(抑州(μ例Z吋巾)片)e-t一→包岨由叫E日taαEけ+ψ円一_E(x)e~
E>O 

となる.つまり， Diracの零エネルギー固有状態は粒子と反粒子が等価に寄与することで形成されている.

ここで， αo予付。はともに反交換関係を満たすため，零エネルギー固有状態の演算子 α もフェルミ粒子とし

て振る舞う.一方で， Majorana場の場合は

h州 (ωZめ)=内=山州)α 十2乞二[いψ向州E以凶州(μ例♂めゆ)片yεf円一
E>O 

となり， Majorana零エネルギー固有状態はその消滅演算子 αがそれ自身の生成演算子d と等価になる:

α=α↑.実際に， Majorana場の正準交換関係を要請すると直ちに， Majorana零エネルギー固有状態の演

算子は Cli旺ord代数の交換関係 {α，α}=2を満たすことが示される.即ち，この零エネルギー粒子はフェ

ルミ統計性に従わないことがわかる.Majorana零エネルギー固有状態が奇妙な代数関係を満たすことから

必然的にこの粒子の統計性が非可換となることが示されるが，ここではスペースの都合上詳細には立ち入

らず，参考文献を紹介するにとどめておく [1，2ぅ37ぅ38].
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さて，以上を踏まえた上で，相対論的な言葉を超伝導体の場合に置き換えて考える.超伝導体での E=O

をフェルミエネルギーに設定すると，相対論的な粒子生成αLというのは E>Oの Bogolil加v準粒子の
生成に対応し，反粒子bLは -E<Oの準粒子の生成に対応する.つまり，上記の内(x)は BdG方程式
(4)の固有関数であり， αE，bEはエネルギー Eの固有状態の演算子である.スピン偏極した場合の BdG

方程式の持つ対称性より，正のエネルギー固有状態 E>O，[UE，VE]は負のエネルギー固有状態 -E<O，

[U-E' V-E] = [V与UE]と1対1対応する.相対論的な言葉で言うと，粒子と反粒子の区別がなくなっている

ということに対応しており，スピン偏極した p波超伝導体は Majorana場を用いて表現されることができ

る.スピン自由度がある場合に非可換統計性を実現するためには外場や温度等の環境に対して非常に強い

制約が課せられる [39].

スピン 1重項の場合にも同様にエネルギー固有状態の 1対 1対応が成立する.しかし，エネルギー固有

値の符号を反転させると同時にスピンも反転するため粒子と反粒子の等価性に対応した関係式が成立しな

い.これは， 2.1節で導入した 4次元の Nambu空間はスピン 1重項の場合には可約であり， [雪↑ラ町]Tと

[¥[1↓ιf]Tの2つのセクターに分解されることに起因している.つまり，スピン 1重項超伝導体の場合は↑
スピンの粒子演算子と↓スピンの正孔演算子の 2成分を基にした Dirac場で記述される.

4.3 表面束縛状態とトポロジカル超伝導

2.3節でも触れたように 軌道強磁性状態ではその特異な準粒子構造に起因して擬スピン nの織目構造が

得られる.μ>0の弱結合領域での擬スピン構造が非自明であることは，運動量空間での 2次元球面 S2か

ら2次元球面S2で定義されるスピノル空間へのマッピングを考えることで理解できる.詳細は省くが，こ

れは第2ホモトピ一群巧(S2)によって記述され， トポロジカル不変量M三 π2(S2)=2:が導入される [3].

実際に μ>0で実現される擬スピン構造は非自明な不変量入(=1で特徴づけられる一方で， μ<0では自明

な値をとる λ(=0. このように，バルク領域で、非自明なトポロジカル不変量を持つ超伝導体はトポロジカル

超伝導体と呼ばれ，スピンレスp波超伝導体以外にも幅広く存在することが知られている.例えば， 3He-B 

相の様な時間反転対称性を持つp波超流動体は2:2数を用いて位相幾何学的な分類がされる [38].

バルクで、導入されたトポロジカル不変量はあくまで概念的なものであり，それを直接観測することはでき

ない.しかしながら，バルクで、の非自明な不変量の存在は試料の表面における準粒子構造に間接的に現れる

ことが分かっている.これを理解するために，具体的に，軌道強磁性状態の表面を考える.ここで，面に垂

直な方向をz軸としよう.ここで， x>Uに対して U(x)=O，x<Oでは U(x)=UO>>EFという階段型の外

部ポテンシャル U(x)を導入する.これは局所的に化学ポテンシャルを変化させる :μ→内町(x)三 μ U(X). 

図 5に示したように，試料内での化学ポテンシャルを μ>0とするとその準粒子構造は非自明なトポロジ

カル不変量入(=1で特徴づけられるが，試料の外では μeff(X)< 0となり自明な値入/二Oを持つ.この様に

考えると， トポロジカル超伝導体の表面は一種のトポロジカル相転移点と見なすことができ， 2.3節での議

論を適用するとギャップレスな分散を持つ準粒子状態がこの表面に束縛されていることが期待される.

このようなトポロジカルな観点以外にも， BdG方程式 (4)を直接的に解析することで，この系の問題を

位相差 πを持つ SNS接合系の問題(式 (7))ヘマッフすることができる [7].結果として，低エネルギー準

粒子が線形な分散を持つことが示され， トポロジカル不変量に基づく議論とコンセンサスを得る.尚，表面

つdQJ
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図 5:軌道強磁性状態の表面の概念図
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に束縛された準粒子の分散が線形になるのは軌道強磁性状態が自発的に時間反転対称性を破っているため

であり，時間反転対称性を保つp波超伝導体では表面束縛状態の分散はコーン型になる. この様な分散の違

いにより，軌道強磁性状態では表面に質量流が流れ，時間反転対称性を持つ超伝導体ではスピン流が流れる

[40J. 

5 おわりに

このノートでは，超伝導/超流動体における量子渦の微視的な構造について，特に BdG理論に基づく結

果を紹介してきた. これらの結果は一般的なもので，超伝導物質系以外にも冷却原子気体系やカラー超伝導

等にも適用される.特にトポロジ、カル相転移によって低エネルギー準粒子状態が劇的に変えられることを

紹介した.4節のスピン偏極したp波超伝導体の理論はスピン3重項超伝導/超流動体の低エネルギーの有

効理論となっており， 3Heの A相や Sr2Ru04等で実現が期待されている半整数量子渦もスピン偏極した

Majorana型準粒子を内在していることが指摘されている. また，軌道強磁性状態は ν=5/2分数量子ホー

ル状態の基底状態の候補である Moore-ReadPfa伍an(MR)状態と数学的に等価であるため， Majorana準

粒子や渦の非可換性等の物理現象も MR状態と共有される [3う2J.

準古典理論は BdG理論の弱結合極限での有効理論となっているため， BdG理論の情報が一部失われて

いる.例えば， 3ぅ4節で触れたように，準粒子状態は平均粒子間隔 ktと超伝導コヒーレンス長ごという

異なる 2つの長さスケールで記述されるが，準古典理論では kt程度の物理が無視される.このような理

論の簡略化の恩恵として，準古典理論は弱結合超伝導体や超流動体に対する定量的な理論を提供する.つ

まり，超伝導物質のフェルミ面の複雑な形状やギ、ヤツプ関数の異方性等の物質固有の情報を取り込んだ計算

を行なうことが可能になる.例えば，高磁場中の超伝導体では磁束渦糸が密に周期的に配列している.この

密な磁束渦糸によって低エネルギーの状態密度が増幅され 比熱等の熱力学量が低温にて特異な振る舞い

をする [41J.また， フェルミ面の形状とギャ、ソプ関数の異方性，即ち電子状態と超伝導状態の競合の結果と

して多数の磁束渦糸の織りなす周期構造が三角形，四角形，二等辺三角形，さらには不等辺三角形等ヘ移り

変わる [42J. この様な磁束渦糸格子の形態学 (morphology)を理解することで， そこから超伝導物質の電子

状態やギ、ヤツプ関数等を決定することも可能である.このような定量的な研究は BdG理論では現実的には

不可能であり，準古典理論を用いることで物質固有の興味深い物理現象が抽出されるだろう.

また， このノートでは量子渦に束縛されたフェルミオン励起についてのみ触れたが，量子渦そのもののボ

ソニックな励起というのも興味深い.量子渦糸の低エネルギー励起として渦糸が螺旋振動する Kelvinモー

ドが知られているが， これは量子乱流の散逸過程で重要な役割を演じることが指摘されており，近年になっ
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て注目されつつある.さらに，量子渦糸が格子を形成すると，この格子の弾性振動モードが低エネルギー

励起として存在する (Tkachenkoモード)が，これは超流動状態そのものの安定性や超流動から量子ホール

状態への量子相転移などと直接的に関わっていると指摘されている.この様な量子渦の励起状態は冷却原

子気体BECにおいて実験的に実現され，理論との整合性が定量的に議論されている [43ぅ44]. しかしなが

ら，フェルミオン的な自由度を内在する場合の量子渦の運動がどのようになるのかについては未だ謎であ

る.量子渦の物理を究めていくことで，超流動性の起源と終震が垣間見えてくるかもしれない.
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