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久 保 亮 五 (東大理) *

§19 Brom ianmotionofaSpin

これまでに述べたことの具体的な応用の例_としてスピンのブラウン運動を考

えてみよう｡ Z方向にある一定敢場hdoのもとでLarmorprecessionをして

レ蒐 スピンに,首 相 とい うrandomな磁場が加わるとすれば､ スピンベク ト
>
ルMは

>

i誠意 - ｡7,利 〕

--irMx鞘も)

に従って運動する｡ここに頑七)･は磁場

卯 )-言｡+i,(i)
->

(19･1)

(19.2)

に対するZeemanenergyである｡ 我々の問題は与えられたraもdonprocess
･→

i'持)か らderiveされるproce声S刺 を定めることであるOこれは液体や

固体の中で､他のスピンとinteractLながら運動するスピンの一つのモデル

でも i,用 は注 目するスピンに対するlocalfieid である｡＼(実際の問題で
同種スピンがdipoleinteracもion をしているときなどには､このモデル

には必ず しも適当でない,島がある)O (19･1)を成分に分けて

dMx
- - 一物My+a,yMzd七

｣ 空包-=-wxMz+uzMxdt

--a)y Mx+wxMy
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統計力学

+
ax-rH妄砂/亀…Q,圭

a･y-rH声tVb…吋̀

dJz-r電 (砂/亀…叫+W去

ここに

->
である｡ a}O は unperもurbedLarmorfrequency,a,丈,吋 ,a,丘は司七)

に相当するmod_1ユIa伍orlであるo

(19･3)の運動方程式は 古典的にも量子論野に.も成立つ｡古典的には､Mx

My,Mzを単にC-numberとすればよh o これはEulerの方程式にはかな

らない｡ 量子論ではスピンはもともとHeisenbergoperatorであるが､

我々の問題では､ C-numberと-してのMx ,準 ,･Mzを取扱えばよい｡そ

の意味で､量子的､古典的の区別はないことに注意 しようO とれは次のよう

にして示されるO

量子力学的紅は､densityoperatorp用 を導入すれば､スピン官の時

刻 trにおける量子的期待値は

-> -⊥事･

<S(ち)>q-Tr刷 S (19･5)

で与えられる｡ β相 は

ihA=神 ),p]∂も (19.6)

忙したが う｡ ところで､ pはスピン演算子 Sx,Sy,Szの函数で､
Eコ

p-∑AtmYtdS) (19･7)
lm

≡≡ヨ
のように､ ｢スピン演算子の調和函数｣YEm(S)咋よって展開される｡こ こに
≡≡コ
YEmtS)紘

Tr(Y,㌫YE′m,)-0 (e-er,孤-n'を除く)
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->

なる直交条件をみたし､スピン演算子 Sの函数に対する完全系をつ くっている

･(ふつ うの球面調和函数の拡張である)特にC-1まででは､ (19･7)紘

ヂ〒1+晦 (i)Sx+堀 も)Sy+Mz用 Sz+-

となるが､頑も)が特に

･一一一一･事一
明も)ニーγSH用

(19･8)

の形をもつ隈bは､ (19･6)の運動方程式は､異なるCを孝ぜ年hので,頻 用 ,

My用 ,Mz両 の適塾方程式は (19･3)と同じ形であるo すなわち､..量子的なスゼ
~>

ンの場合疫も､C十numberMに対する方程式 (19.3)は(19.8)の展開係数に対

するもの､､換言すれば ｢量子力学的期待値｣に対するものとみればよい｡ その

ような坤 鳳 H′用 の rand｡mnessによってさらにS･uocha去来 Q宰 なって
:> ->

ラ
いる(7)である｡(-ミル ト-アンが Sについて高次､たとえば四重極相互作用が

ふ くまれる場合には上の話は成立たなV,･o異なるharnonicsがま じるので､

pの展開係数 に対する方程式は閉 じない)

(19･3)は係数が randomであるたや､Riceの方法はこれに直ちに適用で

きない｡ .§17で用いた分布函数の方法はここで非常に役立つ｡ (晦 ,My,

Mz)の空間における分布函数 f(ittAx,My,Mz,七)を考えると､ それは F'Liou-

ville eq.汁
ち

∂f(叫,ち)
∂も

∂ ｡ ∂ ｡

=-(頂をMx+領有 My+

≡ -(i叫Lz+ira,言)f

をみたす｡こ こ に Lz,Lx,Lyは

∂ ∂

iLz= Mx領有-M-y-i , e七C･

∂ ｡
∂Mz
Mz)､f

(19･10)

(19.ll)

で定義された 一一角運動量演算子 一一であるO (19･ユ1)は SもochasticLiouviユIe

eq.の例である｡ 初期条件 -こ-

f笹4,七o)-8(班-Mo)

I-28一一

q9.12)

●●



統計力学

に対する (19･11)の解を､73,用 のあらゆる可能性について平均 したもの

≡≡≡コ 巴≡コ
P(叫O,七0--近,i)… <f(班,ち)>

は (も も)での transi七ionprGbabilityに他ならない｡

f=e-ia)otLẑf

とお くと､･(19･10)紘

鍾

-｢㌻ ニ ーelwot-Lz(ig,･言 Z)e-iwotLzf̂

(19･13)

(19･1㊥

(19･15)

>
となる0 i,を､iq｡に平行な部分と垂直な部分に分けて (19.15)を

- -ieiwotLzfi (wJ++W.L-)+宛 L乙‡e~iqotLzf̂

′ ′

(19･16)

′
W+- W妄±i抄;

L±-Lx±iLy

ただし

とか く｡

elalotLzLte-ia)otLz-e±ialoも

であるか ら ､ (壬9･16)紘

afA

す ｢ ニ ーiw三川 Lz f

(19･17)

(19･18)

寸 wl(ち)eiqDtL.十wl(i)e~i扉 L. f̂ (19･19)

--･･ゝ
のようにかかれる｡ この右辺の矛1項は､Hoに平行なmodulaもionで ､

Secularperもurba伍on(叉はadiabaticperturbation)に相当する｡
>

牙2項はHoに垂直なnon-SecularあるいはnOn-adiabaもicpertur-

bationで､古典的にはLarmorprecessionの a皿Plitudeを変化させ
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るもの,量子論的には､異なるZyeeman ユeveユのあいだのJu皿P をひき起す｡

(19/19)i

- i銅 f̂

とおいて､これを形式的庭積分すれば

fA(i)- e ifotG(t,)dt′f(0)<-

(i9･10)の解は

珊 =e-i射 Lzelfw dt′瑚

(19･20)

(19･21)

であるが､37用 のあらゆる亘能性についての平均をとD､Jnfo)として (19.12)

をえらべば･B (19･13)によb

pO7.,0凍 ,ち)-e-i射 Lzく e三fotb(i- >亨蚕 亮 ｡)

-画 e-iwotLz<eifotB(tうPt,･>･po) (19.22)

が もransitionprobabilityであるO (叫 ･･･iM｡)は嘉 の空間における演
算子 (七ransiもion operator)の -Tnaもrix elelmerlt,である｡

q9･22)の中の <eXP-ifotB- 七′> は cum:llant の形にかかれるo簡
単のため､特に､3'(t7)が G-aussianprocessであれ かつ

く抄妄(ti)a,ty(も2)>-0,<Q/Z(tl)a,i(七2)>-0

〒績 (tl)u'x(t2)>-くwry(tl)ui(t2)>干ダム(も ーも2)

く W'Z(tl)a,'Z(も2)>-㌦′(ち- 七2)

が成立つ としよう｡ この場合､2次以上の C1皿 iantsは Oaussianpro-

pertyによって消えるか ら

も

<expー i′β(もうdt′>
0
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-
七

-expー ト′dtlft1dt" " (ち- 七1,)Lz20 0

･‡(ei頃 も1~q''?⊥(ち- tl')i.i-+ eqiwo'tl湖 やl(tl-tl')L刃 力
(19･24)

とかかれる｡ '

しか し (19.24)は見掛けほ ど簡単ではない｡ eXPー と記 したのは､ これ

がなお､ Ordered exponentialであることを意味するO (19･24)の展開

項には､たとえば

も 七

〇一′dもftldtl,Ia-七2ft2dt叛 (七1-tl,)L+L_5+(七2-七;)L上0 0 0 0

のような ものが含まれる｡ここに

5+-elwo(tl-tl')gl(tl一七1,)

である｡ この Ordering〇一は､ tl,ti',ち,七昌の贋序に従い､L+,LJ

i+,i_を並べ よ､ とい う命令である｡ ほかの組合せに対 して も､同様､

甲(七1-七11)の tl,tl'には (19.24)に現われているLz,i+,i_を対応させ

commuteしないそれ らのOPeraもorをいつ も時間の贋序に並べるのである｡

この ような iOmPlica七ionによって､ (19･24)を一般に求めることは必

らず Lも容易ではないか らb これを一般に論ずることはやめて､次に特別な

場合を考える｡

§20 AdiabaticandNonadiabaもicEffecもS

以下､Hoが perturbationH′よbもずつと大 きい場合､ すなわち

a)o≫ d〟 ,-4L

が満される場合を考えるC ここに

A〝±節 .,

-31-
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久保亮五

孔-怖 -∨軒

とおいた｡ (19.19)に見るように､nonadiabaもicperturbationは､

wi(i)e手iwotとい う時間変化をもつから∴ (20･1)すなわち W.≫ 孔 が成立

つな ら､,no.nradiabaticmodulationについては wI(七圧 しんの変化のは

やさに無関係庭､narrowingconditionが成立つOこれは (19.24)杏

ち

expトfa-tl/七1d" " (tl1 ,)Lz20 0

-‡fdt,(- ち,)ielwott乱(もうL.L-+ehiwoi/gl(七,)LjJ.)〕
_(20._3)

と近似 してよいことを示すOすなわち (19･24)の展開項t･,とおいて､ (tl,tlZ)
7

は ponadiabaticteTrmSについては実際､ど(接近 している場合にのみ

significanもな寄与を与えるめで､一般的な ordBrirlgの中から､そのよ

うなものだけを残 し､あとを無視 してよhoこれによって (19.~24)の Order-

土ngを省 くことができる｡

hま

(二X⊃ ･

f elwo七IqL (卵 七′-i r.1･i 810

とおき ¢0.3)の中の

fu e± iwoも′七.rL(榊 舌′
0

- (20.4)

の項を省略すると (この亮を残 しておいてもジヤマ把もな らないが､ (20.1)

によって実際小さい) (20.3)は

七

expト′ (ト も7)p" (七うdt′Lz20

-tiil(Lx2+Ly2)+ iS iLi ･i ]

- 32-
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≡コ

もともと､この問題では､運動方程式 (19･1)はベク トル Mの大きさを変
-->

.えない｡ (19･22)も l叫 を変えない transitionである｡ 七-Oでの 分
>

布を f(M,○)とすれば､ 七での分布は､(19･22)(20･5)によって

f(班,七)-e-i(uo十51)払Z
･一一一一}

七 ▲_→

･exp̀トf(ト も,)p" (ち,)dt,Lz2-号 も(L芸+L,,f)]f動 o)0
(20.6)

>

で与え られる｡演算子Lx,Ly ,Lz は函数 f(M,o) に演算する｡ f(M,o)
>
をMのharmoriicsに展開すれば､各々の･成分は (20･6)によって別々E,E変

化する｡特に､ C- 1､すなわち､晦 ,My,Mzq)成分について､

LzMz-0,

Lz(Mx±iM3r)-±Oji'x±iMy)

(Lx2+Ly2+Lz2)扇- 2M

LL,

F'で あるか ら､<Mz>は

<lt/fz用 >-eてlt<噸 ｡,)> (20.8)
またM+紘

<M+(i)>-e･-i(uo+81)もe-÷rlも10㌔もー七つ扮- メ<M+(o)> (20･9)
の ように変化することがわかる｡ すなわち

殿 ∴

r壬-2Ref -elG'otTl(tうdt′
O l

C<:i.

〒′ elwoも<頑 ｡)ux(i)>d七_-.くさ〇一

-1/Tl

¢0.1㊥

で定義されるTlは､いわゆるTh すなわちlongiもudinairelaxation
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七irrieである｡.

これに対 して､横成分,晦 ,My(ま左はMx±iMy)紘(20･9)に見るよ･うに

単純な relaxati〇三ユではない ｡ これは もちろん､adiabatic皿Odu1-a七ion

をまだ一般的にしているからである｡ これについてもnarTOWingcondition

生/Tc<1

(Tcはp" の COrrelaもion ti血e)が成立つならば 橿0･9)嬢

<晦用>-e言-i(wo+･81)もe-r2七<噸 oi>

誉 ..､,. 1

r2-‡γ1+ip"(七うdt,…甘

(20.ll)

¢0･12)

¢0･13)

のようになって､ T2､ すなわち もrarl.SVerSerelaxation timeをもって

decayする｡

上に見たように

wo≫ A⊥

が成立つ隈Dは,nOT1-やdiaba七iceffectは naTrOWedl五一mitにあって

adiabaもiceffectに単に重なるだけであって､ ユongiもudinaユrelaxaも-

i_onを生 じ､それ とともに､81で与え られるnOI卜adiabatic shiftを与
える｡ 簡単に '

●

Tl(ち)-di2e一七/Tc

∂1-

1+dJo2Tc2

Al2Tc2wo

とすると

(20.14)ち

(20.15)

(20.16)

である｡

スピン共鳴で観測されるIineの巾は､ (20･9)の relaxationか らきまる｡

-34-
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統計力学

Tcが大きいときには,adiabaticmodulaもionは仮定されたGaussian
がそのままに現われるかち､line披

e-(a･竹 0-81〕2/243

のようなGauskSianshifもである｡ この巾は Tcが(20･li)の範囲に入ると

ともにこれは §16で説明したようにnarrowされる｡ このnarrOW された

巾に rlの幅､ すなわちnon-adiabaticbroadeni･Ilgが加わるが､これは

(20･15)に見るように

一1/Tc～Wo

の附近でもつとも著 しい｡ さらにmodulaもionが遠 くなって

Tc≪ a70,

の範囲になると､ (20･13)(20.16)か らわかるように /

○く)

r2-I (Tl(tう+pJ4r(切)d七′二γ10

すなわち

rT_ill-T2

i?0･16)

(20･17)

(20･18)

が成立つ ようになるo C20･17)のように速 くmodurlaもeされる場合には､
->

perturbaも土onH′用 の縦横の成分を区別する意味がな くなる｡これが Tl

-T2になる理由である.
-1

一次の図は､以上に述べた共鳴線の幅とTcの関係を定性的に示すoITc～ab

のへんのふ'くらみはnonadiabaticbroadeningである｡
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(20.ll)がみたされ､a-diabaticnc)dulatiorlも non-adiaba七icmo-

dulaもionもともIjCharrow されている状態では, (20･8)I,(20･12)にみる
>

ように､Mの各成分は単純にre且axする｡ これに対応 して (19･22)で与え ら

れる transiもion probabilityは m年rkoffianにな れ diffu･sion eq･
>

を満足するo IAの方向を6,歩で表わすと､ tra工ユSiもion prob･は

∂ ∂ ∂
ポ (0,- - 墓 ←嘉 一滋 (血 8訂 )÷蛋 意 )2)

･孟

/ヽ■7
(7ん

∂652鳥 0号 〕p(8,- ) (20･19,

托したが う｡ことに

∧

'ib-alo+81

は nonad土aba七土c shiftを含むLarmor freq･である｡ Mの平均値は

意<板碑 -一品<桝 淳 一
<ユ魂 ttJ>

意 <準用>-ao<頻 用>- く警 )'
36-
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- <Mz(i)>--dii
<L,Iz(i)>
で王

-ヽ1･-4/

統計力学

｣
忙したが う｡

ここで､:ノ<Mz(ち)> は <Mz(ち)>-0に向って Telax･するようになつ許し
-一斗

まった｡ 鉦O が与えられているか ら､本当はこれは

<Mz> -xHo

(Zは磁化率)に落着かなければな らない｡これは運動方程式 (19･1)で

育(七巨をLへきなbrandafnforceとしたからである｡,このためLangevirl

eqt(B･5)の fric七ionter五三に相当するものがここにはなho実際､ユocal
->

field三㌢用 の作用として､何か frictionに相当するもの､たとえば

Landau-Lifsbitz塾の friction- を仮定すれば､(20.20)の最後の
式の代 bly,r

d
- <Mz(ち)>ニー
a_i

Mz伺-k･flo
Tl

¢0･21)

を導び くことができる (久保､橋爪 ;未発表)｡

実際のスピン共鳴の問題では､スピンのあいだのdipolarinteraction

が局所磁場を生ずるO 原子の空間的運動､あるしっはスピンのeXChaI7_ge

inもeractionはこの local field_の時間的modulaもionを与えるOこ

のmPdulaもionが dipolarinもーの大きさそのものに比べてはやいと

narrowiingが起る ,:, これがmOもional,narrowirlg叉はExchange_Tlar-

rowirigであるが､NitJlTRに対するその古典的な例がBioembergen,

Purce1.i,Pound(Phys･Rev･ヱ且 6'79(1948))によって与えられたこと

は有名である｡ 量子力学的な定式化はKubo,Tomita(J･Phys.Soc･

Japan旦 888(195､4))によって与え られた｡
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