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1　1ntroduction　and　motivation

　2個の斉次多項式
　　　　　　　　　　　　∫一Σ・…％・‘2…・㌶・，

　　　　　　　　　　　　　　↑1十…十㌔＝7π

　　　　　　　　　　　　9一　Σ　b」¢・㌔・ゴ2…工方

　　　　　　　　　　　　　　ゴ1十…十ゴァ＝π

を考える．ただし，1＝（¢1，…　　，乞7），」＝（ゴ1，．．．藩）∈Z≧♂，1≦m〈wとする．

5＝qα㎜o＿o，＿，α∬，＿，αo．，．Om，bπo＿o，＿，6」，＿，bo＿吋を斉次多項式∫とgの係数で

生成される多項式環とする．またG：灘G。九゜（P「　1ρ（π一m））を加法群の直和とする．ここ

で群Gの多項式環3への作用を次のように定義する．（37⑱＿7譲｝…く｝，…　　，3κま一・撒8（）＿飢＿7ぬ）

を群Gの元として，

　　　　　　　　　　　｛t閲＋』一ぷ

例．r＝3，m・＝1，れ＝2のとき．

　　　　　　　　　　　　　∫二項oo幼＋鞠1砲＋《2。θ1エ3．

　　　　　9－b2。。¢、2＋b、、。¢、¢2＋b1。、¢、コC3＋b。2。⑦22＋b。、、エ2エ3＋b∞2∬32．

　　　　　G＝Gα3《5＝qα顕，α㈱，鰍）1吻登◎，6110，bw，ウ砲，6祖，6002］．

　　　　　　　　　　　　∫’：＝8、00¢1＋30、。忽2＋8。。、∬3．

　　　　9＋〃＝（b2。。＋3、。。触）筑2＋（如。＋3㈱α珊＋5、。。句、。）筑2

　　　　　　　　　＋（6、0、＋8。。、α100＋3、。。α。⑪、）エ、τ3＋（bO2。＋3010α。、0）⑳22

　　　　　　　　　＋（ウ斑庁30。1α㈱＋8㈱α◎01）解3＋（6。。2＋3。。、触）鞠2。
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この例からわかるように、今考えている作用は群Gの元を係数とする斉次η一m次

多項式∫’を考えて，9に∫’∫を加えることによって得られる作用である．定義からイ

デァル∫＝（∫，g）⊂C［¢1，＿，¢。］はこの作用によって不変である．この作用による不

変式環を5Gを調べたい、

研究の動機1．不変式論、

ヒルベルト［2｜によって以下の定理が証明されている．

定理1簡約代数群が多項式環に作用しているとき，その不変式環は有限生成である．

作用している群が簡約代数群の場合は，この定理によって不変式環が有限生成であるこ

とが知られている、でも一般に簡約性をもたない群の場合は不変式環が有限生成にな

るかどうかわからず，ヒルベルト自身が十四問題として残している．ヒルベルトの十四

問題に対しては次の永田周の反例が有名である。

定理2G＝G。13のときに不変式環が有限生成でない作用が存在する．

永田の反例にでてくる作用に関しては，向井［3］が詳しく調べていて，有限生成性の必

要十分条件が分かっている．今考えている作用は簡約性のない代数群による作用になっ

ていて不変式環が有限生成になるかは知られていない．

動機2．モジュライ理論．

幾何学的対象Proj　5G（正確には不変式環は二重に次数づけされている）は何を表して

いるのか．これを考えるのは代数幾何学として意味のある問題だと思う．作用の定義か

ら分かるように，Proj　qエ1，＿，エ．1／1のモジュライ空間の双有理幾何学を考えること

になる．主定理の証明中に出てくるが，陪上のstable　pairのモジュライにもなってい

て，それを利用して不変式環の有限生成性を導く．

2　Construction　of　parameter　space

　行列．M＝（mκのを以下の様に定義する．

…一

ただし，」＝σ1，＿，」。），κ＝ぴ1．＿，L）∈Z≧♂で力＋…十あ＝ス極＋…十

脇＝π一mとする．指数巧1（には辞書式順序を入れておく．行列Mのサイズは
（為゜（P－1，0（η一m）），九◎（P一㍉0（れ）））となる．ここからは九〇（Fべ，0（＊））を九゜（＊）と略

記する．
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例．ア＝3，m＝1，η＝2のとき．

　

行列Mはα1をIP九゜（m）－1の斉次座標と思うことにより，自然に射

　　　　　　　　　　（ρ：i呼o（m）－1→Gr（ん◎（れ一m），ん◎＠））

を定める．行列Mのんo（π一7n）次の小行列式に句の斉次んo㊥一m）次式が全て出て

くるので，この射ψは埋め込みになっている．直積

　　　　　　　　　　P〃°（m）－1×G・（ん゜（η一m）＋1，ん゜（π）），

の中で部分多様体X：＝｛（君の1ψ（P）⊂び｝を考える．第一成分への射影X－→
P九゜（m）－1はXの作り方よりPん゜（π）一ん゜（π一m）－1一束になっている．行列Mに～行付け加

えた新たな行列

　　　　　　　　　　妬∵∵…▲

を考える．D1，．．．，DIを行列ルfbのんo（η一m）＋1次の小行列式とする．すると直積

　　　　　　　　　　　　P綱一1×P・・jqD、，．．．ρ、1．

の中で，P九゜（m）－1の斉次座標α∫と小行列式Dん（1≦k≦りに出てくるα∫とを同一視

することによりXは得られる．定義したXと不変式環SGの関係は次の様である．

命題38G竺丁0（X），ただしTO（X）：＝㊥L∈Pi，x　HO（X，　L）．

命題3は次の補題を用いて証明される、

補題4・4＝qαmO＿o，．．．，αo．伽，D1，．。．，Dl］をα∫とDんで生成される可換環とする．

そのとき5G≡S∩、4｛蕊mGべ1］竺S∩．A［毎．〈㌦　1］となる．

補題4の証明．記号が煩雑になるのでr＝3，m＝1，η＝2のときだけ記す．一般の場

合の証明も全く同様の方法でできる．行列

一
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において，D1を第1，2，3，4列からできる小行列式，　D2を第1，2，3，5列からできる小

行列式，．D3を第1，2，3，6列からできる小行列式とし，　D4，＿，D15を残りの小行列式と

する．、4’＝C［α100，α010，αoo1，D1，02，D31をα100，α010，αoo1，D1，D2，D3で生成される可

換環とする．部分環A’［窃鴻べ1⊂S｛窪砂　11はアフィン多様体の射

　　　　　　　　　　π：Spec　5［α1◎◎　1］一→Spec　A’［α1◎o－1］

を導く．群G＝G。3は自然にSpec　5［α100－11，に作用している．任意の点Q＝
（α100，α010，αoo1，d1，d2，d3）∈Spec　A’［α100－1］に対して，

　　　P・＝（α、。。，α。、。，α。。、，◎，◎，◎，α、。。　3∂、，斑。。－3d2，α、。。｛3ゴ3）∈Sρec　sl碗。。－11

とすると，明らかにπ（P）＝Qとなるのでπは全射である．またSpec　5｛ぴ顕一1］のG一

軌道は（＊，＊，＊，0，0，0，＊，＊，＊）のなる点を唯一含むので，任意のπのファイバーはG一軌

道になっている．以上より31鋤。づ］e≡、4’栖oo－11となる．よって

　　　　　　　5G＝S［α1｛ガ1］G∩S竺・4’［α1＄0－1］∩S＝、4［亀§0　1｝∩＆

刷α001－1］∩Sについても全く同じ方法で証明できる．　　　　　　　　　　　ロ

補題4より，α∫，b」に関して0でない斉次な元ρ∈3Gは定数倍を除いて正因子D⊂X

を定める．よってそれは自然に∬o（X，L）の元を定めている．この対応によって全座標

環丁0（X）と不変式環5Gは同型になっている．

3　　Stable　paiでs

　EをP1上の階数2のベクトル束として，その次数dを固定しておく。φ∈亙o（P㍉E）

を0でない大域切断とする．

定義5組（E，φ）が，任意の部分直線束L⊂Eに対して，

　　　　　　　　｛1：髭きi麟；記㍑認ll；：

を満たすときσ一半安定といい，不等式が等号を許さないときσ一安定という．

Thaddeus　l5］とBertram［1｜によって次のことが示されている．

定理6以下の（1），（2）を満たす図式が存在する．

　　　　　／＼／＼／…＼z㍉　ρ）

　　　　巧　　　｝～　　　yき　　　　　　写・　　玲
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ただしρ＝｛芋｝・

（1）Xiはd－2乞一一2＜σ＜d－2乞のときのσ一半安定な組（E，φ）の非特異なモジュラ

イ空間になっている．またKはσ＝d－2乞のときのモジュライ空間になっていて，特

に巧雲ヅー2である．

（2）∫1：X1→ちは正規有理曲線0⊂ち竺解一2に沿ったblow　upである．　g1：

X1→ちはσと2点で交わる直線（2－secant　line）のstrict　transformを1点につぶ

し，それ以外の部分では同型な写像である．ゐ：X2→ちは2－sec戯銭鵬の像におけ

るg1とは違った方向へのblow　upである．　g2：X2→焔はσと3点で交わる平面
（3－secant　plane）のstrict　transformを1点につぶし，それ以外の部分では同型な写像

である．∫3：X3－→y5は3－§eca雄planeの像におけるg2とは違った方向へのbl◎w　up

である．以下五，g↑は同様な写像である．

4　Main　Theorem
この章では次の主定理を証明する．

定理7不変式環ぷGはr＝2のとき有限生成である．

証明．2個の斉次多項式

　　　　　　　　　　　　　　∫一Σ鯨、ぬ・‘2，

　　　　　　　　　　　　　　　　行柏2＝ηL

　　　　　　　　　　　　　　9一Σb泊¢き・フ2

　　　　　　　　　　　　　　　　」エ＋ゴ2＝η

において2節で構成したpm－1一束X→pmがある．命題3よりro（X）竺3Gとなっ
ている。

Case　1．れ＝m＋1のとき．

定理6の図式（D）をd＝m＋η＝2m＋1として適用すると，

　　Xl　　　　X2　　　　×3　　　　Xm＿2　　X牛1

／＼／＼／一＼〆＼…
巧　　　　ち　　　　γ5　　　　　　　　｝石＿1　　玲

となる．定理6より9m－1：Xm－1→｝石竺pmはpm　1一束になる．モジュライ空間

y元に対応するベクトル束はE＝0（m）㊤0（m÷1）であり，大域切断はφ＝（∫，◎）

である．ただし0≠∫∈∬o（0（m））．またモジュライ空間Xm－1に対応するベクト

ル束はE＝0（m）㊥0（m＋1）であり，大域切断はφ＝（∫，9），0≠∫∈∬o（0（m）），

◎≠g∈万゜（σ（m＋1））である．五の自己同型はまさしく最初に考えていた群の作用に
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他ならないので，Xm－1磐Xとなる．定理6よりX1，＿，Xm－1は余次元1では同型な

ので
　　　　　　　　　TO（X1）芸…≡τ0（Xm－1）竺丁0（X）竺5σ

となる．ぴ，1唾を射九g‘を定める直線束とすると，P1凍

聴：＝P（Lる㊧Mi）→Xi．

が定まる．1，，Mがb品e　pomt　freeなので，普遍直線束Op、（1）もbase　point　freeにな

る．よって座標環
　　　　　　　　　　　　　　　㊥H°（P・，o（n））

　　　　　　　　　　　　　　　π∈z
は有限生成である．それを制限した環丁0（X∂ピz．⑪㊥妬z．。も有限生成であり，この様

な乞は有限個しかないので不変式環SGは有限生成である．

Case　2．九一m＞1のとき．

図式（D）をd＝m＋れで適用する．更にその図式を正規有理曲線0⊂yi≡轡籾一2

の佑secant多様体に制限した図式を考える．

　　　　　　　　　　　XI　　　　　　　　　　X2　　　　　　　　　　×3　　　　　　　　　　×7γ乙＿2　　　　　　　×7アt＿1

　　　　　　　　　／＼／＼／…＼〆＼ご

　　　　　　　　M　　　　y2　　　yき　　　　　　　　］㌦一1　　Y元

定理6より，射互m－1二又m＿1→］〆≡pmはpm　1一束になっていて，モジュライ空間y㌫

に対応するベクトル束と大域切断は∬＝0（m）Φ0＠），φ＝（∫，0），0≠∫∈∬o（0（m））

であり，モジュライ空間X肝1に対応するベクトル束と大域切断はE＝0（m）Φ0伽）
φ＝（∫，9），◎≠∫∈H◎（0（m）），◎≠g∈H㌣0毎））となる．よってXm＿1会Xとなり，

Case1と同じ議論により不変式環SGは有阻生成となる．　　　　　　　　　　口

Thaddeus［61によるcomplete騨ad∫icsのモジュライの図式を用いて次の定理が証明で

きる．

定理8不変式環SGはm＝1，n＝2のとき有限生成である．
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