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与の ノー トは今秋東京大学理学部において大学院学生向に行われ ている､もの

を久保研究室の大学疫の方々の御協力によりまとめた ものである｡ 久保先生に

は一応閑話いただいてい るが文責は筆記担当者にあることをおことは りしてお

く｡

Ⅰ.Prel土Ⅲinar土es
～

菖l CharacteristicFunction,GeneraもingFun ction,通 皿ents

andCumulanもs

rando工DVariable ある物理量があって､′それがd.efirliteにVallユeを

realizeせずに､ 唯蒔率的ほ しかrealizeす るに過ぎないとき, この物

理量の ことをttrandonvariable"とい う ｡ との講義ではrandoⅠコVariか-

bleをⅩ 等のようにして表わし､ それのrealizeす るvalueを 叉 のよ う

にPri‡コeをつけて表わす｡それ は恰.もDiracの natationで observable

をEで表わ し､そのeigenvalueを f'で表わすよ うな ものである｡

probability densiも あるrandomvariablexが (jt,jf+djLJ)に

そのValu.eをとる確率 を p(jt)dxJ と宋わす とき､p(xJ)を くくproba-

bility densityガとい うo

Characteristic亙unction

C(I)=<eiEX>

=fmeifx!p(ガ)dA一･･{>⊂)
(1･1)

を PrObaliもyd.ensityp(x!)に･対するttcharacterisもio function"

と言 う｡ ここに
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統申力学

<-=･=>

は eXPeCtationvalue を表 わし､ Eは単な る数であるO

上 の定義か ら明らかな棟に､特性函数は確率密度 p(x')の Fourier隼ans-

fornに他ならない｡

同様 に､特性函数を確率密度 p(ガ)の Laplacetransfom として定義す る

こともできる;

Lt4-<eT%>-fe% 'p(x!)* ] (1･2)

以上 では簡単の為にrand(つmVariablexはそのreali21eす るvalue とし

てconもinuousな VaユueLJか凝 らない と仮定 して議∴論を進めたのであ･るが､

Ⅹが discreteな値 を取 る時ヰこは､p(X')が8函数を含むことを許せば､上の

事柄はそのまま成立つ ｡

鱒 に X'があるun itの整数倍である時 には

G(E)-3 eifjtp(jt)- EujL'p(jt)
xJ止血eger

これ を特にGtu)と表わせば

耶 - <湛 > - aujtp(xJ) (1･3)

即ち特性函数G桓)はu のPOWerSeriesであっ てprob.a_ensityは をめ

展開係数に他ならない｡

特性函数C(f),L回 ,G餌 が夫々与え られた時には､逆変換盲とよってprob.
densityを見出す ことができる :-

p(jt)-去 f: e-i甲C(El.df

c+ip?62di(a)az
p(jt,-去 tt ∞

但 し Cは収束域の中に とる｡
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久保亮五

p(xJ)三品 紬 岸 (1.6)

この意味 で､特性函数を確率密度の母函数 (Generatingfun?七ion)と言 う

ことをあるo

MoⅡユenもS

pn-<fi>- fxJnp(jf)dxJ n ･･integer (1.7)

をrandoⅡ)variablexに関す るn次のⅢomen七 とい うO

すべての次数のrDOⅡ〕erlも餅 convergen七であれば､樽睦函数 U勘 , L匝‖ま夫

々 E-0,,Z - 0のまわ りで展開できて

(i拝 ′̀
一､~' rl= O n! n

- 妄l
L(Z)~= 3 - JIB

IF O n !

(×⊃

C(E)- 3 (1.8)

(1.9)

と表わす ことができる｡

すべての次数のmOⅡ)entが存在す る時は､ IxJi- !x,に伴ってp(Xl)は XJの

任意の次数の逆巾よ りも早 く0に収束す る｡

すべての次数のmOmentが存在す る事は確率分布に対 して諌せられ ろ可成 り強

い条件で必ず しもいつで も満されている とは限 らないが､物理学や問題では多

くの場合満 され ている｡●/

この要請 が満 されない数学上有名な例はCau.chy,sdistribuもi占n

a
.p(i)-

Zr(a2+ jf2)
a> 0

であるO.この今布は図の様 な素 直な形を持ってい る

が､Ⅲ占皿entは P2で既に発散 して L,ま う｡
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緯姓函数が )

C用 字 e-aほi a> o

この函数はf-0でreguエarでな く､従って

E-0のまわ りでEのpoweきseriesに展開する

ことができない｡

これに対 してすべての次数のmOⅡlent が存在する分布の一つの.例はGaussian

d土stribuも土on

A)

C'E'-扇 ぎ 1 2
1 2A2dx′

-去 /;eTfkxJ-id2E'2-fE3dxJ

= 妻 戸 等e一轄
J2万42 - i42f

TR. ノ R ~

E > 0

-Jf2<-

O- fD- fBhiiAA22EE- Jr≡+I;id2E･ I_BR-iA2E

定2Ee一端 - o (千一-)

R

載 jEe一端 叫 ｡ ｡R→∞)fB
1′,.1

･ 監 農 eT競 2yIfwe一端 - ♂--巾〇

∴｡(E)= 言逐 2
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xJ2

p(a,)-志 eT-EP

である｡ 特性函数 を計算す ると

C(I,= e一整 2

CunulanもsorSeⅡii-invariants

樽 姓函数 C(E)のiDgせ

iogC酎 - EW 旦竺 Inn= l n!
(1.1(》

の ようにどのPOVqerSerleSで表わす時､展錦係数 Inをn次のCu3mlanも或

は SeIDi-irlVarian七 とい う0

㌔ -<㌔ >

にならっ て

も - <㌔>C

の様に表 わす ことに L/よう｡ そ うす ると

G(I)- 頑 En生壁<㌔>C〕
n=ln!

であるが､ これ をsyⅦbolicaユに

C(f)- eXP<匪 1>C

(1.ll)

(1.a)

(1.8'':)

と表わす こと も出来 る｡

ⅢoⅡlent と cuⅢulant との間には当然関係がある. この関係はmOエコen王を

cumulantで表わす方が簡単にできるo す でに分 ることは

<Ⅹ>- <Ⅹ>C

<x2>- <312>C+<Ⅹ>C2

<x3> - <x3>C+ 3< Ⅹ>C怨 2>C+< Ⅹ>= etc
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これ を逆にとくと

<x寺=<Ⅹ>
<五㌢=くど>_<Ⅹ>2
(

重 - <夏>-3<Ⅹ><x2> +2<Ⅹ>3
(1｡12)

<瓦等-<夏>- 4< x3><Ⅹ>-3<x2>2+12<x2> < Ⅹ3 -6<Ⅹ>4eta

さて以上は唯 1個のrandoⅡlvariableの場合についての議論であっ たが､

次に2個以上のrand-omvaTiaQleの場合に拡張 L,よう〇 I

n個のrandom variablexl,XZr ㌔ の Setをvectorとして

(㌔ ,x2･････Xd-～x

と表わし･ それに応 じて･ n個のpara皿eter El,E2.-,Enの setをやは り

veotorで表わして

(E･ 1 ･f 2 n En ) -7

とする時･n個のrando皿Variablexl･x2,････Xnに対する特捜函数は次の

ように定義 され る :
～ n ,

> -N･･･felJZ-lEjXJIp(雪中 ･引 当 djS･･:鴨 (1.13)C廷2- < eifx

ここで p(雪jt2･･･%)は randoIDVariablexl･x2,････Xnが夫 々(雪 ,ち +d雪)

(jt2･jt2+d-312)･･･(jtn･竃 +d竃)にその値を同時に とる確率 であってjoint

probability と言われ る｡

更にmOⅡはntは

< xvll.考 -xunn> ,

によって定毒 され るo yly2･･.ynの setを Vectorとして

(vl･ V2････yn)-耳
と象ねせば､上のⅢ0Ⅱ】en七は J)-th皿0皿ent とい うことができるだろ うo

もしすべての皿0Ⅰコen七が convergenもならば

rl55-



久保亮五

C(flこ=a
(iEl)等iEr2)yq･･(iEii)url

一､-I yly2･･･yn リ1!y2! も!

i)ように展開す ることができ更に

-exp〔SJ

く尋 鼻 ･･尊 >

(iEl)yl(i亭詳2･･･(
毎 2-･･･-『 o y1!y2!･･･覧!

(1.13')

* >C](1.13-)

と表わせば<Ⅹ;lxy22･･･xnh>Cは ツーもお cu皿ula甲 であるO これは又symboli-
cal に

′ヽ■l■ll■′

- exp<eifx-1>C (1.13〃つ

の ようiこ書 くことができるO

多変数の場合､mo正】erlt とcu皿ulantの嫡孫は-殻には復魔 であ一恵が､各変

数について高々 1次の場 合には割合簡単 である｡ 1次以上の'も.q)を含む一腰の

場 合は､実は この簡単な関係の特殊な場合ともみ られ るO (1.13)式で 仇 =yj声

- =5･m = 1 地のすべてのγは0であるとす るo その時 fjlfj2･.･Ejmの係数が

皿Oalenも<xJllXj2･･･XJm> を与える0-万 (1･13J)式の展開において ej-･lfj2･-EJ･m

の係数 を求め･この 21っ を重 畳すれば変数 35･1･Xj2,･･･3㌔,に離 草野 畢 ntと

.竺甲甲 anもq)間の関係が得 られ るoその際expの ar･gu皿enもになってい る

su皿 の中モー.各 yの中 1つで も2以上 であるようなもer皿は不要である.

従って

exp〔E(ifl)ul(iE2)y2･･･(ih)k xlulxy22･･･尊宅〕(ui-tま9or 1)

expを更に展開す る時

･･lE()yl(-'･)u2･･･()も<>汁ilE()Ul= y2･･･()も< >〕2+･･･-
となるが､ これ らのもer工Dの中で考慮 しなければなら.ないの厄

日 yl()y2･･･日 B.()yJl日/2･･･(声 (鍋 -0,jil････n)

のようなCrOSS termたけ七あるQ i_日 ul日 u2-日 も fo,よ うなもer皿 は
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Fが出てしまうか らいけないO上の様な考革から

∫

< xjIIXj2'''㌔ > =d 雷 xjkl･35k2'''Xjkr>C
(1.1㊤

この右辺の意味は次の通 りであるo n個の変数 ㌔ ,xj2････,35･皿をe個のgrOuP

に分割す るo そして夫 々のgrOupについてcuⅢulantarerage< 毛 を作

一わ､そのPrOductを作 るD

次 に皿衝の変数 をe 個のgrOuP に分配する仕方にわたってsun]し､最後tt･Cあ

らゆる分割にわたってsumす るO

(1.14)式は一見面倒壬を思 えるが工 具鉢絶な結果を書 き下す ことは難 しくないO

例 えば

<xl> -<xl>C

- <xlXZ>-<xix2>C+とxl>C<x2>c

q x2X3>=QIx2X3>C+iq >cdA%,+<軍 2>cq xl竜+<竃>雪 ㌔蔓)+
000

+くら弓< x2>C<x3>C

LEO-ill

筒 式の下 に書いた図は分割の仕方を示す ｡

宇XIX2yX3篭>=<Xl㌔ちX.>C+くくjLl>C<x2X3㌔>C+･･･)

I

JL

+(<葦x2竜<ち㌔>C+･･･i

+(<xl>C<x2>C<xBXi>C+-)

+<xl>C<x2>C<x3弓<㌔>C
ヽ

(鴨 = (xjl,篭2･･'',% )

p(mi=<3㌔･Xj2･-･Xjn3>

(n個の ものからえらんだⅢ個の ものの
集合)

uri= 聖 二;二二慧 こく(hr
r個

は

の

l
也
も

m個の ものか らえらんだr個

F
J

とい うnotationを導入すれば､上 に与 えた皿On]ent とounulanもの間の

関係 は､

.t-15ト



久保亮五

〟tlDi- I
′

∫

島崎J･i
(1.14')

蓋う7m=imi｣▼｣

逆にcunrLllan七を m?mentで表わすのは面倒であるO 結果だけを与えれば :

- ± A (r-1"･Gl)I-IAEes)-(皿iSi-1P(射 (1･li5)
ここでは各変数について高々 1次の場合に話を限ったが,一般の場合隼ついて

は E.Meeron J.Chem. Pbys.31(1957),67Appendix 孝男 よO

具体的には例えば

< xl>C-<xl>

< xIx2>C=<xl㌔ニー< Xl><x2>

<xIx2X3竜芦̀認1Ⅹ好 一<謡1>呼 や <折 <脊'<xIX? T

-2<ち> <託2> <竃>

<xlちX3㌔>C=<xI-x2X3㌔ >

- くく菩><ちX,篭> + 3othersiⅡlilarterⅡlS‡

- i<xIXZ><㌔X4> + 2othersi並ilarもems〉

+2i<xl><㌔><もち> + 5otheI'similarもerⅡは‡

- 6<写><x2><x3><x4>

1変数についての皿0Ⅱlentとcum lanもの間の関係 と~して前に与 えた ものは､

これ らの特別の場合と見 ることができるo

このよ うな量cumlan七を導入す る利点は何であろ うか,一般にrDOments

またはcumulants が分 ると輯睦函数が分 り､従って確率分布が分 るが､

cumlaヱ1七の方がmon3entよりも簡単 であることが多いo例えばGaぴSia‡ユ

diB-t'fi-bu七ionで

くⅩ>-<Ⅹ>C-a <x2>｢ < Ⅹ>2… <x2>C- A2
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と置けば

C(E'- ex,{lea-与42}

であるからn--までmoⅡ】entは出るo⊥方 cumllantは 1次 と一-2次 しか出

ない｡ /

套2 SomeBasicTheorems

c_um 1年nt に関しては色々 地eorefnがあるが､その中で有用 と思われ るも＼】
のをい くつかあげよ う･,.

Theorem I

n個のrand･oⅡ】variablexl,x2････,Xnの中か ら選び出 したm個のva-lia-

blexJ'1I35-2,-･35.に対す るCumlant
iJ.

<･EJ･;3'lxJ･2コ2･･･Kyjn>Jn 耳

について次の事が言えるO 即 ち皿個のvariablejtjl･XJ'2･̀'-､･莞B,を互いに確率
的に独立である2つ (以上)の subsetsに分けることができるならば

y.

-411普 - 管 ,C- o (2.1)

である｡

Proof

C(I)- <eie7g> - <弓叫 i鼻 E3･XJ!>
n

今の場合､変数 xjl･Xj2･････XjIDに関するcumulantが問題なのであるか ら･

Ei･Ej2,･･･,E-3-m以外の凡ての亡を0と置いて も一般性を琴 なわない :
C(I)- <ei(SlXjl+Ej2㌔+Ej皿Xj皿)>

351･jtj2･…,35mが夫々当 個 ,､頑 固のelemen七 を持つ ･2うのsAubsseもに分れ

(中 = (jkl･Ski.･･'･∋転 1)

(ID2i= (3% ･戦 ･････‰ )
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in])= i雪 i+iED2)

且つSubseもS同志が確率的に独立ならば

=<ei(fkljkl+''')> 云 ei(E21% +''')>

′■-′ ～

= Cl哲1) C2(fZ)

cuⅡ】ulantの定義か子ら明らかなように C1(i)の方か ら出るcum lan七にはjkl,

鞄2････凋毎 し- まれil-又 C# )0,万か ら出 去 cu- lantにはjVl,勉 ････施
しか含まれないO.即ち､違っ たSubsetに属するⅩの まじり合いは起 らない.

とこ研 く意 義32･-恵 >Cでは両者がまじり合っている. 従ってこれは0で
なけれ ばならない ｡

(q.a.a.)･

上の事か ら嘩ちに･ 篭 1.･jtj2,-･35･皿 の中 1つで も他の も.のと確率的に独立 な
ものが含まれていたらcumもIantが 0になることが分 るo魂ぢ ‥̀

Carol 一つで も他の変数 と確率的に独立 なVariableを含むcu3m -

1antは 0であるO

更に一般に次の事が言えるo
Gin

cu皿ulantfunctionA(E)を使って､樽性函数が
′■ヽ′

C(I)- eK(I)
iこ=■コ

ノニ

や一ように書け_ている時､問題になってい るn個のrandoⅡ1Varlableが夫々

nl倦 n2個示三らなる'互いに確率吋に痕立な2っ-わsubse七に分れ ･

tni=(nli+tn2)

なーらば､ cumulanも flユnCtion も､夫 々のsubse七に属する変数 f (r10もe:

本当は subse七に属 しているのはrandoⅡ1Variablexの方であるo 正確に_

は夫 々のsubsetに属す る変数Ⅹとttcouple Pしてい るParameterEとで も
言うべ きであろ う｡ 簡単の為に このよ-ぅに表現してお く)のみからなる2つの

cu皿ulantfunctionに分れ る:
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C2.3)

Ⅹ用 が continuousparaⅡletertで指定され るrandoⅡ】variableである

時､樽牲汎函数characもeristicfuncちionalC〔号〕は

b

C〔E〕 - <expiiff(i)Ⅹ囲 dt〉>
a

によって定義 され るO

TheoreE】Ⅱ.

Proof

廓 x't}dt,=ex,<eiか 糾 し 1,C

(2.4)

C〔E〕= <e-a >=exp<e●a - 1>c

- exp〔ns=1芸fabdt･1･･･-rdtnq tl)Ⅹ(ち)- A(t,,C"tl)f(t2,･･･E㈲〕
b

a

-ex二PtnE:fnfibatl/ldL2f･･･Jも~ lab- (t約 ･･x(9榊 坤 ･･欄 〕a a

g.5)

簡単の為に Y用 … i郎)Ⅹ用 と置 くと

ーb

C〔f〕- <exp(/Y(ち)dt‡>
a

= 1血 <eEY甲 Sも>

- a_Ⅹp〔E
yliy2王-･･･■<(Y(tl)8･tl)ul伴(七2)Sも2)uZ･･･考〕

expの中で､ yl= 2で他のすべての Vが 0であるterエロは

<Y(tl)2>cSも12

従って､ 1つの Z,だけが2であって､他のすべての yが0であるようなter皿

の和は

31< Y(b･)2>cSぜ- f<Y(tf>cdも.0(8;ち)- 0J

従って0でないのは､ Vが高々1次の もer皿のみに限 る0

--18-壬二三
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1つの yだけが 1であって､他のすべての Vが 0であるようなもermの和は

E<Y(ち)>cSb･- /<Y(七)>cdも3
2つの 〝だけが 1であっ て､他のすべての 〝が 0であるようなもerⅡ】の和 は

1
E<YLij')Y(k)>cSも唖=討若くY(ち)Y(k)>cStJSも(i,k)

- 言fdLlfdt2<Y(tl)Y(t2)>C

以下同様

筒 証明すべ き第 1の等式か ら第 2の等式への移行_は摂動論でおな じみの もの

である｡

(q.e.a.)

〔NQte〕

諾 'iE::0< Ⅹ >

∂2C勘

･i2aflaEZ 長 2'=OXIx2 戸

であったが､ Eが conもinuou.aparaIコetertの函数である時は､単なる

derivativeではな くて､ functionala_erivative となって､

82clf]

i28f(tl)SE(七2)
=<Ⅹ(tl)Ⅹ(t2)> (2.句

更に議論 を進めて行 くのに当って,予 め具体的な簡単 な例を与えてお くことは

有益であろ う｡

partition fun G七ionZ は

Z = tre#

=<eP>=f･･･fe# dT
f･･･/aT

也uanta1)

(clasaicai)
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= eW伊LFo)

で与 え られ るO ここにLUは上払miltonianで

H =fEj+ (i,3)Via (2,8)

これ らの ej ･ViJを夫々rand-omyariableと見れ ば､且aH]ilto-nian はそ
れ らの和 となっ てい るわけである｡

dllは Phase spaceにお けるvolu皿e elen]ell七･,FはfiTolmholzの free
energy であるoさて､ βニ ーiE と し て み るとt Parもitiorlfunctionは
特性函数に他 な らず､又一旦eユ皿ho12; の freee工lergy は CU詔ularlt func一
七土onの他ならない事が分 る｡
すなわち､ free energy を 求 め る.と い う こ.と は CⅦBdユanもせ求めることに
は か な ら ない.< eP > の 展 軌 ま ､ C(f)の展開と全 く同じ様にβについて行う

こ とが で きて､ free en ergy の ､βに関するPOⅦer Seriesへの展開を争

え る｡

具 体 的 な 簡単 な例 と し て IsingⅡ】odelを考えよう｡

員aB]iltonian は よ ,く 知 ら れ たように

LH--IEoiCJ
Q.9)

ここにJは声ⅩChangeintegral Iqiは +1と-1の値 を とるo文 王sing

spinは Iatticeの上 に並 んでいて､簡単の為に､ eXGha工1geinterae一

七ionは neareStneighbourの間 にだけ働 くもの と仮定 L/よ う. そ うす る

とpartition functionは

N

g= E
iq

'､ 董 ± leq''i♂fl,j)oiqJi

- ダ< exptβ(i,j)qiqji>

-zoeW(F-Fo)

二二163-
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ここにZoはβ= 0の時のZであるo

exponentialの肩をBのPOWerSeriesに展開した とするとcuⅢul宇山も

expansionが得られ る:

< exp(βG,a)oiOJ)> = eXP<e耳P(♂(i.j)giOjト 1毒

′∧ .β2_ _ _
8.ll)

=exp〔βfl,j)< ciO3･毒 +音(i!j)a,EfqiOj態OE>C+'''''']

更に簡単の為にH- 0の場合を考える｡

clJ皿ulant expansionにおける一般項は

<oiC･]･0irqL･･･>C

のように Cが全部で偶数個含まるような ものである｡

一般項の ｢構造｣を理解す るために次のようなqdiagraIB"を援用するO

-般項の中には偶数個の Gが含まれ､その中 2つづつがpairを作ってい るの

である軒 ら､ 2次元正方格子上の格子点に各 Oを配置 し､Pairを作?ている

Oに対 L,ては対応する格子点 を qbond"でつ なぐ｡

1 日 .=o
まずくqiO3･>=亨 oEi-± 1 1 3

6,=+1
J ~

-殻にあ るqmが奇数個含まれていれば･ そのような一般項は必ず消えるO従つ

て例えばdiagram

に対応す るtem は-消える｡

残 るものは､含まれ るすべての onが偶数個の ものばか りである0
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2 4 6

侍 qm･qn]･ Qか,･･･= 1
次に如何なるbondで もつながれていない2つのParも昏 に分れてい鳩 よう-な

diag蕗zDを考えるO例えば ..■｡･一･.̀-I.Jl l

＼ヽ2lI▲1
-∫

且
＼
J′ll･ヽ､-A一/

LL'

エリ

▼
日
日

=H
｡
.

-･l■-ヽ
ヽ＼
B

＼

1

.

∫

-
′

●

●

●

このようなd-iagraⅡ)に対応す るtermは 0である寮が次の様にしてわかるo

上のdiagraⅡ】に対応す る七ermは

く び1㌔C262㌔63･0404-0505-06a6r幸二こ｢

-jは bandを表わすo olU29304はgroupAに属 し､ 65, ㌔ は groupBに

属す るO このようなdiagra皿が出るのは. もとに戻って考えれば

く eXP(β孟qiOJ+β蓋 oiOji>

か らである筈｡何故ならgroupAに属す るOとgrouPBに属するOの間では

pairを作っていないか らO故に

-='<eB旦olqJ><ee貞qiOj>
従って暑 oupAに属す るOと,grolユPBに属す るCとの間の浸 り合いはないO

即ち両者が混 り合ったCunulanもavarageは 0である.

結局

1次は ●0

2次は ･二二｡

3次は ′＼▲-.-.I..･..A

4次は Tl蔓をlF▼~~~■~･~~■･■ ●
l

以上がfreeenergyの.cW町ianやexpansiOnOrSemi･亨nvarianも

一才65⊥

expansionであるo



･久陳亮五

fleisenbergI地delの場合 もessenもialには同じLことであ るo

<exp(pEち雪 )> -
甘 e耳pfβEqi
Tr1

(2.1笥

この場 合 もcu皿ulant expansion を行 うことができる｡

実際fleisenbergは 19281年 に凍出した強磁性体の理論で､ freeenergy

の 鼻 rfh の 展開を声ってい るし､又KirkWoodEま1938年alloyの OT-

der-disorderの問題で､Heisenbergにならってsemi-invariant-exr

pans土on を行ってい る｡

尚βによる展開は勿論highte皿Pera叫reexpansionであるo

さてβの高次の項をとると･董 ･-一一J至 ･の'ような項が必ず出てしまうO そのよ

うなdiagraIBだけ拾ってsumuPす るとどうなるだろ うか.一般にβによる展

開の収束 姓はよ くないoPhasechangeの点に近付けば近付 く程悪 くなるO

上 のようなdiagra皿の SuIコuPにようて､ この事巌が改善されないであろ う

か>o

このよ うな期待は次の例か らも当然であろうo iIコPerfecもgasの場合､

parもision function'Z は

Z- zo< ej(ifj,Via>

zo_If･･･fejfE3'd,

Ean]iltonianはN - a
J

Z=

Ej+(iE)vijであるから

I:..feWfEjeTeGjj･)VB'_aT
f･･frlT

=j:..feWfEjd,.I:･･/ej(fa)vija,

-zo<e42Tvij･>

となって･vBに関す るaverageとみなす ことができるのであるO
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-zoe瑚

expon声ntialの肩をβに関して展開 して

=zoexpト βtf,j)< vij>十･･弓

potentialvijが適当な もの (例えば βⅤ≪ 1)であると･ このような展開

が出来 る了 ところが実際 iこは.POten七ialは図の様 な ものであるO

poliential energy の n]inijコum を与える点の付近ではへ V はkTに比べて

小 さいか も知れないが､斥力の効いて来 る部分ではⅤ がkTに比べて小 さいと

い うわけにはいか ない.従つ_て展開の収束 姓は悪い. ところが 一･･=･･S･
のようなdiagra皿だげを拾ってsum upすると､ この困聾が除かれ ることが

示され る. この様に展開の収束性をよくするために､ある樽定のtypeの･dia一

gZlan]'だけを拾ってsu皿uPする事に対応 してrt ClユIDuianもーeXPanSi,onの

rearrangeⅡ】en七 とい う事が問題になって くる_幻であるo 次 にこれについて

述べよう｡ ここで板扱 うのはrearrangmentproce申T.eの 壬例で奉って､

それは1種のclusもerexpansionである｡

まずcumulanも expantion

<exp(ifEJ35･i>=e干p矧

-exp〔(iEl)yl(iE2)yZ･･･(i揖‰･･
q!V2!･･･yn!･･･

< x:lxu22･･･各 ･･毒〕

の中で･ある韓定の変数 聖だけを含むすべ ての もer王コ を先に集めてしま うこ
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とができるOこれをち(xi)と書'(o そうす ると

<expiiEjXjl>=expq(35),

縫って1つの変数だけを含むterⅡ)を集め_るとすると

(2.15)

ぞち(xJ･)J

を与えるO次に特定の二つの変数例えば雪 とxjだけを含むすべてのもer遠 を

集めてち(xi,Xj･)を得 るo

<ei斌 +鞠 >-expq(号)+A(xJ)←ち(う,鮮

であるか ら

expxPi･Xj)=
expiifiXi+i

expq(xi)IeXPq(35･)
(2.1句

以下同様にこの手続 きを続けて'

< exp(iSEjXJi>=JeXP〔号覧巧)+(f溝 (㌔ 鷺 )+･･･〕
つ まり､:唯 1個の変数だけを考える限 りでは第 1項まで寂れは正確であり, 2

個の変数だけを考える限lりでは第2項まで取れば正確である･･/i'いうふ-うにな

っているのである｡

iNl≡(ち,.x2,･､-･軸 )

inh… (35-1,352,川,35n)

とい うnotationを導入すれば

N
<expiiE押 千三exprfltも射 {瑚

(2.17)

このexpressionは単なるrearrange認enもであるか ら､Nが有限であり､

各㌔ {C,:夜来産が保証されてい るならこぼ､収寒するや けである｡ しか しNl-00

となると収束性が問題 となるC実際phaseGbangeの起る様な場合には収束
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しない三

上の議論を もう少 し一般的な場合に拡張す るO

ここに､N個のrando正】Variableか ら選び出 したn個のVariabユeの函数

th((nhJ)の hieJrarG･申 ､があるとす るo tL(iniTa とL/ては,例 えば､N個の

parti.cleや らなる-SySte皿の中でn個のParticleの間のinteraction

u :･((n k ) =,EViJ･

- .,号､棒Nの中のn個のParもicleの中 のすべ てのpairに恒 る もの とす るO

- を考えれ ばよいo その時

牲(i賊 )≡ <eUn(tnhJ)> (2.1句

とい う量 を導入 して, これを ttDO皿e_Titgeneratinpg･filnC畠oh?と呼 ぼ う.

これ は上か ら明 らかな様 に甲0Ⅲe-Tltとい うよ りはむ レろ本質的 に官efie露もi-ng
.I

function(characteristicfunction)であるo iコOH]ent geperati撃

funcも主on

M(iN!)… < eTJ(〈Ny)> (2.i9)

Uが 志 を含 ん でいれば高温 で は 志 の 巾に展 開 され る の で あ る が ､ し か し ､

こ こでclusterexpansionに rearrangeして

= exp〔nE- 1菰Kn,(inh)) (2･20)

この ‰(輔 )を､ こ こではか りに ttclustercu- laht"と巌 と とにす る0
㌔とMnの問の関係 を与 える次の定理があるo

TbeoreⅡ】Ⅱ_. 1- i

M(iN))-<eU(tNi)>

,_..i

M(ia玩)- <eU(thを5>

が分っ ていれ ばclusもerexpansionめ各 もe甲 kⅢ は
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Kn({nk , -,琶P n二icsin- ({瑚

或は

expKn(in転)=

expち1(in k ) =

Mn(in転)Hun_2日 ,a- 2 辰 ) ' ･ ･ ･ ･ ･ - HA･I2(i･j)

HMn→(匝-1如)H‰ くくⅠー 3 扉･･･HMl酎

( f o r even′n)建.2r)

性 (tn転･)hun_2(irh2転)･ ･ ･ ･ ･.HMl(i)
H‰ (in-1辰･.-･･HM2(i,a)

(for odd a) (2.2㌢ )

で与えられ る｡

Proof

数学的帰納法 による｡

n個の変数のseもに対 しては く2.2D 式は既に成立っているとする｡ そこで

(n+1)個の変数のSetを取っ て考えるO 定義によって

loglVln.1({n+1h)-nmE:ll{最澄 ({m,N)
a
=基1〈姦ilKD｡唖 )+KnTP((a+1h)

Q.21)式を上式に代入す ると

1 ′一ゝ 2

(2.22)

覧 +lGn'lh)=孟 (mEhir EihlogME(鶴 )+logMn誹 n+1‡N)
(2.23)∫

右辺で各 もem,ME(i鞠 )は和の中に幾度 ほ れ るo 河野襲われ るふ数えれ ば

係数が分 るO特定のte炉 こ対 して､ この●特定のe個の変数を含むsubset

in3転はm=2,2+1,････nの場合であり､ L,か もこのe個の変数を必ず含

む ものであるから,自由に選べ るのは､残 りの甲JC-rO,1,等,･･･,a-2個
だけであるO従って夫 々の場合の選び方の数は 1,(a+ト e),(n+1-2) .■ ′■.ヽ ■■ヽ

n+1-2
'＼n-2

1-(

･･･,( ).求める係数は

n+1-2

1
)+ (a+トe)-+-+軒 (̀

2
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この和を求めるには

･1-Ⅹ,n+ 卜 L-1-(n+ll-2,Ⅹ+(n+｢2,x2･････(-1デ'1-E(≡.llISp+- ･･

でⅩ-1と置いて

(ト 1)n rll =ト (n+1~ろ +(n'1-2)+･･･.(-1)rh(A+1-2)叶 15-
1 2 ‡ゝre

(2.24)

従って求める係数は (1-1デ軒 L- (-1だ 1-I- (-)nl
結局

∫

Kr*lGn+1扇)=13-1'-lfl12EinlogM̀'{欄 )+遍 塩･1(〈n+1h)~t

ll
-,!.卜 1デ雪&io叫 ((輔 )+鹿 IAil誹 n+1h)

-晋← げ 如 i彦hiog卑 {毎 )L=1

(q.e.a)

l/1ヽ

筒 UnG輔 )=lJfnEjXjとすれば始めに扱った場合になるO
上のTheore皿.を実際の統計力学の間題に応用す る廃には､物理的条件例 えば

volume- - 73:どによって､ もつ と簡単 になる事 を付言 して置 く｡ meorem

Iに対応 して次の取eorIeⅡ〕がある｡

TheoreIコⅣ

seも 〈nhが確率的に独立 (i,e相関がない)な2つのsubseも id b と

idJb に分れ るo即ち

inb= 好 転+idJ転

となり

Mn(ini).= 粘 ((A 玩)･亀′(frtf柑

ならば (むしろこのように､特性函数の ような量が 2つに分れ る時, ｢相関が

ない｣ と定義す るべ きである)
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㌔(ip痛)≡KnJ_げで (id+# 如)= 0

或は もつ と一般的に

Khf+d J (idk+(d JidJ)= 0

(2.27)

(2.2ア)

Proof

%((n扉 =Md((n'厨 ･牲 ぷ rP転)

--expl#=dl{3,dad({- ･311･eXP藍 {鋸 dJKd,({d y ,d J) 〕
であるから､subseも匝 kに属する変数とidv厨こ属す る変 数 と を 両 方 共 含
んでいる｡

粘W ,(idid+id'♭)

の よ うな もer皿は来 ようが ない｡

(堤.e.a.)
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