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T-tilting theory of skew group algebra 

extensions 

小境雄太＊

概要

kを代数的閉体， AをK上有限次元多元環， GをAに作用してい

る有限群とする。この状況で，ねじれ群環A*Gを考えることができ

る。また， T-傾理論の主役である台 T—傾加群は，表現論的に重要な多

くの対象と一対一対応することが知られている。本稿では， A上の台

Tー傾加群全体の集合のある部分集合が， A*G上のそれと半順序集合

として同型であることを説明する。

1 ねじれ群環

この章では， Kを代数的閉体， AをkJ::有限次元多元環， GをAに作用す

る（必ずしも有限ではない）群とし，ねじれ群環の定義と例を紹介する。

定義l.l.kを代数的閉体， AをK上有限次元多元環， GをAに作用する

（必ずしも有限ではない）群とする。ねじれ群環A*Gを以下のように定義

する。

•ベクトル空間として A*G := A翫 kGである。

• r * g := r 0 g, s * h := s R h E A * Gに対して，積が次で定まって
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いる。

(r * g)(s * h) := rg(s) * gh 

注意1.2.より一般に， Aが環 GがAに作用している群とした場合のねじ

れ群環も次のように定義できる。

•集合として A*G:={どgEG，有限和入，g I g E G，入， EA}である。

• rg,sh E A*G(r,s E A,g,h E G)に対して，積が次で定まっている。

(rg)(sh) := (rg(s))gh 

本稿では，簡単のために， AがK上有限次元多元環の場合のみを考える。

例1.3.A = kとし， Gが Kに自明に作用している，すなわち，gx:= 

x (Vg E G, Vx Ek)とする。このとき，ねじれ群環A*Gは，群環kGと同

型となる。実際， r* g, s * h E A* Gに対して，

(r * g)(s * h) = rg(s) * gh =rs* gh 

であることから，同型であることがわかる。

例 1.4.N,Hを群とし，群準同型<p:H→Aut(N)が与えられているとす
る。これらから得られる半直積群を Gとする，すなわち， G:=N心 H と

する。群HがA:=kNに， hn:= c.p(h)(n) (Vh E H, Vn E N)で作用して

いるとする。このとき，ねじれ群環A*Hは，群環kGと同型となる。

例1.5.A := k x k, G :=〈gI g2 = e〉竺らとし， GがAに以下のように

作用しているとする。

g: (lk,0)⇔ （0,lk) 

このとき， A*GはM2(k)と同型である。実際，以下の対応が同型を与える。

(lk, O)*e 卜➔ [~ ~], (0, lk)*e ~→~ [S『],(lk,0)*9 f-----+ rn ~], (0, lk)*g•[~ ~] 
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ねじれ群環 A*G と A—加群 M が与えられたとき， G の A への作用を用

いて，次のように新たなん加群，M を定義することができる。

•ベクトル空間として M=9M である。

• mE9M，入 EA に対して，入 •,Mm:= 入 •Mm である。ただし，．M

は，最初に与えられた A—加群 M の A の作用を表す。

この加群は 3章で重要となる。

2 T—傾理論

この章では， Kを代数的閉体， AをK上有限次元多元環し，［1]により導入

された台吋頃加群の定義と性質について紹介する。台 Tー傾加群は次のよう

に定義される。

定義 2.1([1])・ （1) A-加群M がTリジッドであるとは，HomA(M,rM)= 

0が成り立つときをいう。ここで， T はAuslander-Reiten変換で

ある。

(2) A-加群M が可頃加群であるとは， M が T リジッドであり,|Ml=IAI 

が成り立つときをいう。（ただし,|MlはM の互いに非同型な直既約

因子の個数を表す。特に， IA| は，単純 A—加群の同型類の個数と一致

する。）

(3) A加群 M が台 T傾加群であるとは，ある Aのべき等元 eが存在し

て， M が A/AeA—加群として T 傾加群になるときをいう。

A加群M1,M2に対して， M1=add恥を addM1 = add M2で定義す

る。ただし， addMiは止の有限直和の直和因子全体である。この “=add"

はふ加群全体上の同値関係であり，さらに，台 T—傾加群全体上の同値関係

も与える。

A 上の台 T—傾加群の addー同値類全体 ST-ti l tAは， Aの表現論的に軍要な
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多くの対象と一対ーで対応する。その例として，例えば次のものがある。

定理 2.2([1, 3, 5, 6, 9]). Aを有限次元多元環とする。 ST-tiltAは次の集合

と一対一対応下にある。

•台 T― 1 傾加群（support T―1-tilting module) の add—同値類の集合

ST―1-tilt A 

•二項準傾複体(two-term silting complex) の add—同値類の集合

2-siltA 

•二項余準傾複体(two-term cosilting complex) の add—同値類の集合

2-cosilt A 

•関手的有限なねじれ類（functorially finite torsion class)の集合

f-tors A 

•関手的有限なねじれ自由類（functorially finite torsion-free class)の

集合f-torfA 

•左有限（left finite)な半煉瓦 (semibrick)の集合fL-sbrickA

•右有限 (right finite)な半煉瓦の集合fR-sbrickA 

•二項単純系(two-term simple-minded collection)の集合2-smdA

• Db(A)において lengthheartをもつintermediatet-structureの集

合int-t-strA 

•左有限な A-mod の広大部分圏 (wide subcategory)の集合fL-wideA

•右有限な A-mod の広大部分圏 (wide subcategory)の集合fR-wideA

ST-tilt AはM1,M2EST-tilt Aに対して， M1さ島を FaeM1 ~ Fae M2 

で定義することにより，半順序集合の構造をもつ。また，［2]により 2-siltA

も半順序集合となることが示されており，上記の ST-tiltAと2-siltAの間の

一対一対応は，単なる一対一対応ではなく，半順序集合としての同型となっ

ている。また， Aが対称多元環である場合，準傾複体と傾複体は一致するこ

とも [2]で示されており，群環をはじめとする対称多元環A上の ST-tiltAを
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調べることは，導来同値の研究にも役立つことが期待される。

こういった理由から，与えられた多元環に対して，その多元環上の台 T—傾

加群を与えたり，分類することは，最近では表現論の 1つのテーマとなって

おり， T-傾理論に関する研究は急速に進んでいる。

3 主結果

この章では， Aを代数的閉体 K上の有限次元多元環， GをAに作用する

有限群， A:=A*G をねじれ群環とする。一般に， A 上の台 T—傾加群全体

と A 上のそれには一対一対応は存在しないが， A 上の台 T—傾加群全体のあ

る部分集合と A上のそれには一対一対応（実際には半順序集合としての同

型）が存在することが示された結果がある [4,7, 10]。この 3つの主定理に

ついては，ここでは省くが，これらの 3つの結果をねじれ群環の結果として

一般化するのが，今回の主定理となる。したがって，この章では， A上の台

吋頃加群全体のある部分集合が， A上のそれと誘導関手と，制限関手により

一対ーに対応することを [8]に基づいて紹介する。

まずは，上記の‘‘ある部分集合’'を定義するために， 2つの概念を定義する。

定義 3.1.M をA珈群とする。 M がG-stableであるとは，以下が成り立

つことである：

gM 竺 M (Vg E G) 

(gM の定義については， 1章の最後をご覧ください。）また，（ST-tiltA)0で

G-stable な A 上の台 T—傾加群の add詞値類全体を表す。（厳密にいうと，

add詞値な A上の台吋頃加群 M1,M2に対して，間が G-stableとして

も， M2はG-stableとは限らない。そこで，（ST-tiltA)0の厳密な定義は，

G-stable な A 上の台 Tー傾加群で basic なものを完全代表系とする add—同値

類とする。）

定義 3.2.N を A—加群とし， X を kG-加群とする。次のようにして A—加
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群X⑳fNを定義する。

•ベクトル空間として

x紺 N=X図 N

●入＊gE A, x R n E X Rf Nに対して，

（入＊g)• (x R n) := g(x) R（入＊g)n

以上の設定で， A-加群Nが (modG)-stableであるとは，任意の kG-加群

Xに対して， XRfNE  addNが成り立つときをいう。

また，（ST-tiltA)modG で modG-stable な A 上の台 T—傾加群の add—同値

類全体を表す。

注意 3.3. 実際には， A 上の台 T—傾加群 N に対して， N が (modG)-stable 

であることを確認するためには，単純kG-加群だけを確認すればよい。つま

り， Nが(modG)-stable であるための必要十分条件は，任意の単純 kG—加

群Sに対して， N舜 SEaddNが成り立つことである。これは，一般の
A珈群に対しては成り立たないが，リジッド加群に対しては成り立つ。（台

吋頃加群ならば， リジッド加群である。）

以上の設定で，主定理を述べる。

定理 3.4.Aを代数的閉体 K上の有限次元多元環， GをAに作用する有限

群， A:=A*Gをねじれ群環とする。また， Ind:{: A mod→Amodによ
り誘導関手， Res:{:A mod→A modにより制限関手を表すものとする。
このとき，（Ind:{,Res:{)により，（ST-tiltA沢と (sT-tiltA)modGに一対一

対応がある：

Ind:{ : (sT-tilt A)G←→ (sT-tilt A)modG : Res:{ 
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