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Fを非アルキメデス的局所体， AをF上の（有限次元）中心的単純環とし， GをAの乗法群とする．この

とき，適当な自然数 m と F 上の中心的斜体 D があって， A~ Mm(D), G ~ GLm(D)となる．本稿では G

の既約スムーズ表現達をある意味で分類する概念である typeについて説明し，とくに supercuspidal表現の

typeに関して，その存在と一意性について議論する．以後，本稿では「表現」を「複素数体C上のスムーズ表

現」の意味で述べる．

1 ベルンシュタイン分解と type

まず， Gのtypeについて説明するために，一般の連結簡約群G'の表現の圏Rep(G')のベルンシュタイン

分解を説明する．

G'の既約表現の同型類の集合Irr(G'）には，「inertialsupportが等しい」という同値閲係～を入れること

ができる．この同値関係は大雑把に言うと，表現がG'のどの Levi部分群の，またどの supercuspidal表現か

ら誘導されるかということにより定まる． Isを標準的な全射Is:Irr(G'）→ Irr(G')/～とし，また～による

商集合Irr(G'）／～を寃(G'）とおく．

例 1.1.T をGのsupercuspidal表現とする．このとき， 1r'EIrr(G)に対し， 1r'~7rであることは，ある FX

の不分岐指標xに対して T'竺 7rl2i(xoNrdA;F)となることと同値である．ここでNrdA/FはAのF上の被

約ノルムである．したがって， T と同値な表現もまた supercuspidalであり，～はGのsupercuspidal表現の

同型類全体Irrsc(G)上の同値関係を誘導する．

Gのsupercuspida]表現 Tに対して，［G,1r]c= Is(1r)とおく．

各s€ 勿(G') に対し， Rep(G') の充満部分圏 Rep"(G'）を次のように定めることができる： G' の表現 T が

Rep"(G'）の対象であるのは， Tの任意の既約部分商がSの元であるとき．このとき，圏Rep(G'）の直積分解

Rep(G') = IT Rep"(G') 
SE忽(G')

が成立する．すなわち， G'の表現はRep5(G'）の対象たちの直和に分かれる．さらに，各Rep5(G')はこれ以

上小さい部分圏たちの直積として表すことができない．したがって俊(G')はG'の表現達をある意昧で分類す

るものとなっている．この圏の分解を， Rep(G'）のベルンシュタイン分解という．

以上をもとに， G'の表現のtypeを次のように定義する．

定義 1.2.,sE !%(G')とする． Gのコンパクト部分群 Jおよび Jの既約表現入の組 (J,>-)がs-typeであると
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は次を満たすこと： 7rE Irr(G')に対し， T €5 であることは入 C 7rlJであることと同値となる．

すなわち typeとは， G'の適当なコンパクト部分群へ表現を制限したときの部分表現を見ることによって，

表現がfffi(G)のある元に含まれているか調べることのできるものである．

注． ,sE !ffi(G'), (J，入）を s-typeとし，また T € sとする．このとき（J，入）が s-typeであることから

HomJ（入，7r）-=I0が従う．フロベニウス相互律により，これはHoma,(c-Ind『入，7r）ナ 0を意昧する．このこと

から，バま入の G'へのコンパクト誘導表現の商として記述できることがわかる．ゆえに typeは表現の分類だ

けでなく， G'の既約表現を構成する場合においても用いられる．ただし c-Ind『'入は「大きく」なりがちであ

るから，実用上は JおよびG'の中心を含み，かつ G'の中心を剰余としてコンパクトである群Jへ表現入を

拡張してからコンパクト誘導することが多い．

基本的な問いとして，与えられた簡約群G'およびsc勿(G')に対しs-typeが存在するか，というものが考

えられる． typeの存在に閲しては次のような結果がある．

まず， G'が一般線形群 GLN(F)の場合は， Bushnell-Kutzko[l]により任意の 5€沼(G'）に対して s-type

が構成されている． GLN(F)以外のいくつかの群でも， Bushnell-Kutzkoの手法をもとにした typeの構成法

が得られている．例えば，今回考察する対象である G=GLm(D)においては， Secherre-Stevens[ 6]により構

成法が得られた． Bushnell-Kutzkoの手法をもとにして得られる一連の typeをG'の (semi)simpletypeと

よぶ一方， Fの馴分岐拡大上で分解する一般の簡約群G'について， supercuspidal表現の typeを構成する

方法がYu[7]により得られている． Yuの手法は一般には任意の supercuspidal表現の typeを得られるとは限

らないが， Fの剰余標数に制限をつけると任意の supercuspidal表現の typeを構成できるということが知ら

れている．
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「simplestratumの情報を用いて構成される」とは，正確には次のような意昧である： simplestratum 

隣n,0, f3]が定まると， QtXのコンパクト開部分群J(f3，別）および， J(f3，辺）上の既約表現有限個からなる集合

を得る．この集合から既約表現入を 1つ選ぶことにより， simpletype (J(f3，辺），入）を得る．

このように構成される simpletypeについて，以下の定理は重要である．

定理 2.1([6, Theoreme 5.21]). 

T をsupercuspidal表現とする．このとき，（J，入）を [G吋a-typeであるような simpletypeが存在する．こ

のとき， JおよびGの中心を含み，かつ Gの中心を剰余としてコンパクトな部分群Jと，入のJへの拡張 A
であって， T 竺 c-Ind『入となるものが存在する．

なお上の定理における Jについて，次のことが知られている．

• jは氏（辺）の部分群である．

• JはJの唯一の極大コンパクト部分群である．

3 typeの存在と一意性

G = GLm(D)のsupercuspidal表現には simpletypeが存在することを見た．ところで simpletypeが定

義される Gの部分群は Tによって変化する．そこで次のような問題を考える： Gのコンパクト部分群kを一

つ固定する．このとき， K上の既約表現pであって (K,p)がGのsupercuspida]表現の typeになるような

ものは存在するか？また存在する場合，それは（適当な意昧で）一意的であるか？なお，以後に述べる経緯を

踏まえ，以下ではKをGの極大コンパクト部分群として固定するものとする．

この問題が考えられるようになる最初の動機付けは GL2(1Qlp)における Breuil-Mezard予想の定式化 [2]で

ある．この予想は Fの剰余標数と同じ有限体上の Galois表現の変形環の情報を GL2(1Qlp)の表現から得よう

とするものである．その定式化において， Gの極大コンパクト部分群 k をK= GL2(Zp)として固定し， K

上の既約表現pであって (K,p)がGの適当な表現の typeになるようなものを考察することとなる．その中

で， GおよびKが上のようなとき，ほとんど全てのSE沼(G)においてs-type(K,p)が同型を除き一意的に

存在することがHenniart[2]により示された．特に T がsupercuspida]表現であるときは同型を除き一意的に

存在する．

この Henniartの結果の部分的な一般化がP邸kunas[5]により得られている． P函kunasは， Gを一般線形

群GLN(F)とし，また K をGの極大コンパクト部分群， T をGのsupercuspida]表現としたとき， Kの既

約表現pであって (K,p)が［G,1r]c-typeになるような pがやはり同型を除き一意的であることを示した．

以上のことから，より一般の簡約群 G'およびその極大コンパクト部分群K,そして G'のsupercuspidal

表現 Tへの拡張ができないかという疑間が自然に現れる．すなわち，（K,p)が［G',1r]a,-typeになるような K

の既約表現pが同型を除き一意的に存在するのではないかという予想ができる．しかしながら，この予想は一

般には成立しない．

例えば， G1,K,1rを上段落の通りとして，さらに (K,p)を［G',1r]c,-typeとする．ここでgをKのG'にお

ける正規化群 NG(K) の元としてとる．このとき， p を g でひねった K—表現 p'= ％を考えると (K,p'）もま

た[G冒］a,-typeとなることがわかる．したがって， p'がpと同型でない場合， K上の typeは同型を除き一

意的でない．すなわち， K上のtypeの存在が仮に言えたとしても， K上のtypeの同型を除いた一意性は従

わないということになる．そしてそのような例は，我々の考えたい群である G=GLm(D)でも起こりえる．

例 3.1.最も簡単な場合として， GがF上の四元数環Dの乗法群である場合，すなわち Q= GL1(D) = DX 

の場合を考える．このとき K=咋は Gの唯一の極大コンパクト部分群である．また Gは中心を剰余
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としてコンパクトであるから，任意の G—既約表現は有限次元であり，かつ supercuspidal となる．ここで

玲＝咋／（l+JlD)上の characterCJ"を， N知／kF: kiJ→峠を経由しないようなものとして一つ取り，それ

をKのch紅 acterとして持ち上げたものを入とする．そして入を Z(G)K= FXK上の表現に拡大したもの

を一つとって Aとおき， 7r= c-Ind~x KAとおく．このとき TはGの既約表現であることが次のようにして

わかる： Mackey 分解により， Res怠Kc-Ind~xKA = A①"'DAである．ここで'wDはDの素元である．表

現入は N知／kF:帖→峠を経由しないものとして取っていたことから， Aと四DAはK表現として同型で

ない．したがって，フロベニウス相互律から

Horn瓜1r,1r) ~ Hornか K(A① ronA, A)圭 C

となり， Tの既約性が従う．

一方，（K，入）が［G,1r]c-typeであることも次のようにしてわかる： 1r'をGの既約supercuspida]表現とし，

入C7r’にとする．表現TおよびT'はともに有限次元表現であるから， Vo=HomK(1r,1r')は0でない有限次

元ベクトル空間である．この空間には， fE VoおよびgEGに対して g.f = 1r'(g) 0 f O 1r(g―1)により Gの

作用が入っている．ここでKの作用は自明であり，かつ G/Ke"'Zが可換であることから， V0の0でない

元fおよびG/Kのcharacterxであって，任意のgEGに対し g・ f = x(g)fとなるものが存在する．した

がって

1r'(g) 0 J =JO (x(g)1r(g)) =JO (x 01r)(g) 

となり， 1r'竺 xRTが従う． xはK上自明であることから不分岐であり，ゆえに 1r'E[G, 1r]cが従う．

以上のことから，（K,>.)が［G,1r]c-typeであることが分かった．一方， Tの既約性を示すにあたって， Aと

匹 AがK表現として同型でないことも示されている．これはすなわち，入と 'WD入が同型でないことを表し

ている．したがって，（K,>.)と(K，四D入）は（同型類として）相異なる [G,1r]c-typeである．

なお， GがGLN(F)の場合に同型類での一意性という強い主張が従ったのは， Kの正規化群NG(K)につ

いて Nc(K)= FxKが言えることが関係すると考えられる． Kの表現を Kの元またはGの中心の元で捻っ

ても同型の表現しか得られず，結局同型類のみを考えればよいということになるためである．

以上の考察を踏まえると， typeの一意性を考察するにあたっては，表現の同型類における一意性よりもむし

ろ表現の G'共役類における一意性を見るのがより自然だということがわかる．これを受けて， archetypeと

いうものを次のように定義する．

定義 3.2.,sE勿(G')とする．極大コンパクト部分群上定義されたs-type全休の集合に G'共役による作用を

入れたとき，その軌道を ,s-archetypeとよぶ．

archetypeの一意性についての結果をいくつか述べる．例えば G'が特殊線形群 SLN(F)であり，かつ

supercuspidal表現Tをessentiallytameとしたとき，［G',1r]c,-archetypeは一意的であることがLatham[3]

により示されている．また，一般の群 G'については， Tが深度 0の supercuspidal表現である場合に

[G', 1r]c,-archetypeがやはり一意的であるということが同じく Latham[4]により示された．

4 主定理とその証明の概略

前節に述べた結果を踏まえた上で，筆者は次の定理を示した．

定理 4.1([8, Theorem 6.1]). G = GLm(D)とし，またTをGのsupercuspidal表現とする．さらに，［G,7r］G

に対する simpletype (J，入）に付随する simplestratum［辺，n,0, (3]について，次を仮定する： E= F[/3]がF

上の不分岐拡大体である．このとき，［G,1r]-archetypeは一意的に存在する．
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注． E= F[f3]が不分岐であるという仮定を外した場合，定理の主張は成立しない．例えばE/Fが馴分岐的で

ある場合でさえ， typeの一意性が成立しないような表現が構成されている．この意昧で，定理における仮定は

本質的なものである．

以下，定理の証明について簡単に述べる．

今回 Gの極大コンパクト部分群達は互いに共役であるから， K=GL叫砂）として， K上定義される type

がNG(K)共役を除いて一意的であることを示せば十分である．ここで NG(K)はKのG内での正規化群で

ある．ゆえに以降k を上のように固定して考えてよい．さらに simplestratumのgEGによる共役をとっ

ても再びsimplestratumであり，その stratumから得られる simpletypeとして元の simpletypeのgによ

る共役が取れるため，辺 CMm(OD)としてよい．このとき JCQLX CKとなる．

さて， Tがsupercuspidalであることから，（J，入）の拡張 (],A)であって， 1r~ c-Ind『Aとなるものが存在
する． Gの開部分群からのコンパクト誘導により得られる表現を Gの別の開部分群に制限するとき，その表

現は Mackey分解により具体的な表示を持つのであった．この表示をもとに TのKー部分表現を調べていくこ

とが証明の方針である．しかし Jは表現によって大きく変わりうるため，より統一的に扱うために

Res岱c-Ind『A=Res岱c-Ind名(!ll)(c-Ind1(!ll) A) 

と変形し， Res岱 c-Ind~ぼ）に対して Mackey 分解を用いる．ここで， j C.It（辺）であることを用いた．この変

形により，

Res炉＝ 〶 （c-Ind侶，Jt(!ll)Res悶悶国）gp)
gEK¥G/Jt(!ll) 

となる．ここでp= c-Ind1国）Aである．上式右辺の各直和因子を（＊）gと書くことにすると，定理を得るため

には次の 2つを言えれば十分である：

l. gが自明な両側剰余類に入っているとき，（＊），の各既約部分表現が［G,1r]c-typeであり，さらに各々が

互いに NG(K)共役である．

2. gが非自明な両側剰余類に入っているとき，（＊）gの各既約部分表現はtypeになりえない．

(1)について， gが自明な両側剰余類に入っている場合に（＊），をさらに変形すると

(*)g =④ c-Indぷ％

hE辺X＼氏（Ql)/J

となる．ここで p= Indf入である． simpletypeのintertwiningを見ることで c-Indぷ％達は既約かつ互

いに NG(K)共役であることが分かり，また既約であることからこれらが［G,1r]c-typeになっていることも従

ぅ．なお，ここまでの議論において E/Fが不分岐であることは使われていない．

(2)を見るために (*)gのK-部分既約表現 T をとる．このとき， uEJ't（辺）であって， g―1TおよびX＝吠

が共通の Jn ，→K-既約部分表現くをもつようなものが取れる．（2) の証明は，この入’と「似て非なる」 J—既

約表現入”を取ることにより行なう．具体的には， Jn9―1k一部分表現として gをもつという点は共通で，しか

しJ表現としては T に含まれないような入”を考える．このような入”が取れれば， T が[G,1rにの元でない

既約表現1r'のK-部分表現として現れることとなり，［G,1r]c-typeになりえないことがわかる．

この入”をとるためには， Jn9―lkがJに比べて「十分小さい」必要があるが， E/Fが不分岐である場合

は「十分小さい」ことがわかり，証明が完結する．
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