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概要

本稿では，代数的整数論の占典的な問題の 1つである Hasseノルム原理に関し

て著者が得た結果を紹介する．また，証明で用いるノルム 1トーラスおよびその

Tate-Shafarevich群に関する一般論についても説明する．

1 Hasseノルム原理 (HNP)

本稿では， Kを代数体とする． K/kを有限次拡大とするとき，

III(K/k) := (kx n NK/k（鱗））/NKjk(K門

とおく．ここで， A;はKのイデール群である．

定義 1.1.K/kを有限次拡大とする． III(K/k)= 0となるとき， K/kに対する Hasse

ノルム原理（以下， HNP)が成り立つという．

すなわち， HNPとは，代数体の有限次拡大に付随する大域的なノルム写像と局所的

なノルム写像との「ずれ」について扱う問題である．

HNPの最も古典的な結果は， Hasseによる以下の結果である．

命題 1.2([Has31]). (i) K/kが巡回拡大のとき， III(K/k)= 0が成り立つ．

(ii) III((Q(《冨，《））竺Z/2が成り立つ．

命題 1.2(i)は大域類体論の証明にも現れる重要な結果である．一方，命題 1.2(ii) 

より HNPは一般には成り立たないことが分かる．



209

上記の結果は，後に Tateによって Galois拡大の場合に一般化された．

命題 1.3([Tat67, p. 198]). K/kを有限次 Galois拡大とする． Gの分解群からなる

集合を Dとするとき，同型

III(K/k)竺 Coker(fi-3(G, Z)→①記（D,Z)~ fi-3(D, Z)) 
が存在する．ここで， Hiはi次Tateコホモロジ一群である．

命題 1.3より， HNPを満たさないような Galois拡大を無限個構成することがで

きる．

補題 1.4. (i)任意の有限巡回群Gに対し， fi-3(G,Z)は自明である．

(ii)正整数dぃんについて， d1Iあが成り立つとする． G:= Z/d1 x Z/d2とおく

と，同型

fi-3(G, Z)竺 Z/d1

が存在する．

Proof. [Bro82, Theorem V.6.4]より， fi-3(G,Z)竺 /¥2Gが成り立つ．

(i): Gが巡回群のとき /¥2G=Oとなることから従う．

(ii)：簡単な計算から，同型

2 

い（い）〶（い） ①（Z/d1鐸／d2)
が分かる．よって，主張は（i)および同型Z/d10 Z/d2 ~ Z/d1から従う． ■ 

系 1.5.dを平方因子をもつ正整数とする．任意の代数体Kに対し，次数dの拡大K/k

でHNPが成り立たないものが存在する．

Proof.素数pおよび正整数 dについて， d= P2りが成り立つとする． このとき，

［片山 85]と同じ手法から，有限次Galois拡大K/kで次の 2条件を満たすものが存在

する：

• Gal(K/k) ~ Z/p x Z/pd', 

• K/kのすべての分解群は巡回的である．

一方，補題 1.4より，以下が成り立つ：

ii— 3(Z/p,Z)=O, fi-3(G,Z)竺 Z/p.
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よって，主張は命題 1.3より従う． ■
 注意 1.6.命題 1.2(ii)の拡大は系 1.5の証明で構成した Galois拡大の条件を満たす．

実際 Legendre記号の等式

信）＝（閏）＝ 1
および合同式

-39三 1mod 8 

より， Q（亨べこ3)/(Qの分解群はすべて巡回群となる．

2 主定理

前節の系 1.5より，平方因子をもつ正幣数dを与えたとき， HNPが不成立となるよ

うな次数dの拡大が存在することを見た．そこで， dが平方因子をもたない場合に同様

の主張が成り立つかどうかを考える．すなわち，以下の問題について議論する．

(Q) dを平方因子をもたない正整数とする．このとき，次数dの拡大K/kであって，

HNPが不成立となるようなものが存在するか？

以下の主張より，問題 (Q)は非Galois拡大を扱う必要があることが分かる．

命題 2.1([Gur78], [EM75, Theorem 2.3]). K/kを次数が平方因子をもたないGalois

拡大とすると， III(K/k)= 0が成り立つ．

与えられた整数dが素数のとき，（Q)はBartelsによって否定的に解決されている．

命題 2.2([Bar81, Lemma 4]). K/kを素数次拡大とすると， III(K/k)= 0が成り

立つ．

dが15以下の合成数については，一部の Kについて (Q)は肯定的であることが星明

考氏金井和貴氏，山崎愛ー氏の研究から導かれる．

命題 2.3([HKY22], [HKY23]). dを15以下の合成数とする．このとき，ある代数体

Kおよびその有限次拡大K/kで， HNPが成り立たないようなものが存在する．

d=6のとき，命題 2.3はDrakokhrustとPlatonovの結果として知られている

([DP87]). 
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注意 2.4.[DP87], [HKY22], [HKY23]では，次数15以下の有限次拡大においてHNP

が成立するための必要十分条件を完全に決定している．彼らの手法は問題 (Q)より詳

細な情報が得られる反面，以下の問題点がある．

• HNPが成り立たない有限次拡大の甚礎体kを制御することはできない．例え

ば，命題 2.3において， d= 14のとき kを有理数体Qととれるかどうかは未解

決である．

•証明の方針は， Galois 群の分類を用いて個別に計算を行うというものである．さ

らに，［HKY22],[HKY23]ではそれらの計算を計算機で行っている．したがっ

て，次数が大きい場合に彼らの手法を適用することは容易でない．

著者は，従前とは異なる手法を採用することで，任意の代数体Kと無限個の dに対し

て(Q)が肯定的であることを証明した

定理 2.5([Oki23, Corollary 1.2]). dを3,55, 91, 95のいずれかで割り切れる平方因

子をもたない合成数とする．任意の代数体Kに対し，次数dの拡大K/kで， HNPが成

り立たないものが存在する．

3 ノルム 1トーラスと Tate-Shafarevich群

以下の記号を用いる．

• Gm := Spec k[t, t―1]をK上の乗法群スキームとする．

• K/kを有限次拡大， TをK上のトーラスとするとき， ResK/kTをTのK上へ

のWeil制限とする．すなわち， K-代数Rに対し

(ResK/k T)(R) := T(R冨 K)

で定義される K上のトーラスである．

定義 3.1.K/kを有限次拡大とするとき，

TK/k := Ker(NK/k: ResK/k Gm,K→芦）

はK上のトーラスである． TK/kをK/kに付随するノルム 1トーラスと呼ぶ．定義よ

り，以下の完全列を得る：

1 →TK/k→ResK/k瓜，K竺土瓜→ 1.
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定義 3.2.A を Gal（k/k）—加群とするとき，

皿 (k,A):~ Ker(げ(k,A)→且げ(k,,,A)) 

をAのi次Tate-Shafarevich群とよぶここで， VはKの素点であり， KVはKの素点

vによる完備化である．

Hasseノルム原理は，対応するノルム 1トーラスの Tate-Shafarevich群を用いて記

述できる．

命題 3.3([Ono63, p. 70], [PR94, p. 307]). K/kを有限次拡大とするとき，同型

III(K/k)主皿(k,TKjk) 

が存在する．

Proof. k上のトーラスの完全列

1 →TK/k→ResK/k <Gm立ニエ→ 1 

を考える．この完全列の Galoisコホモロジーをとると， Hilbert定理90より次の可換

図式を得る：

kx /NKjk(K汀竺、が(k,TKjk) 

↓い(t)v ↓(Resぃ）v
rrv 的／ Nぃ((K 翫似）汀二こ➔ITv 1が(KV,TK/k)．

よって，主張は上の図式の縦2つの写像に関する核をとることで得られる． ■ 

定理 3.3の同型の右辺について，より扱いやすい対象に書き換える．

定義 3.4.TをK上のトーラスとするとき，

X*(T) := Hom品group(T鉗 k,Gm，石）

とする．これは（離散位相に関して）連続な Gal（五／k）ー作用をもつ有限生成自由アーベ

ル群である． X*(T)をTの指標群とよぶ

K/kを有限次拡大， TをK上のトーラスとする． K を含むK上の Galois拡大体K

をとり， G:= Gal(K/k), H := Gal(K/K)とおく．このとき， G-加群としての同型

X*(ResK/k T)竺 IndりX*(T):= Z[G] Rz[H] X*(T) 
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が存在する．特に， X*(ResK/k(G叫竺Z[G/H]が成り立つ．

命題 3.5(Poitou-Tate双対性； ［PR94, Theorem 6.10]). TをK上のトーラスとする

とき，同型

III1(k, T)竺 III2(k,X*(T)t

が存在する．ここで，（―VはPontryagin双対である．

命題 3.3と命題3.5をまとめると，以下の主張が従う．

系 3.6.K/kを有限次拡大とするとき，同型

III(K/k)口皿(k,X*(TKjk)t 

が存在する．

注意 3.7.系 3.6の右辺は有限群のコホモロジーとして記述することができる．実際，

Gal（五／k）の X*(TK/k)への作用が有限商Gを経由すると仮定する． Gに対応する有

限次Galois拡大の分解群からなる集合を Dとおくと，自然な同型

皿 (k,X"(TK/k))竺 ker(ザ (G,X*（TK/k））→豆が(D,X*（TK/k)）)
が存在する．

注意 3.8.命題 1.3(Tateの定理）は，系 3.6と自然な完全列

0 →TK/k→ResK/k芦，K立ニ叫→ 1 

より誘導される指標群の Galoisコホモロジーに関する考察を組み合わせることで得

られる．また，［DP87]の理論も上記の手法を基にしている．詳しくは［金井20]を参照

せよ．

4 主定理の証明の概略

簡単のため，本稿ではdの素因数が2つの場合のみ扱う．すなわち，

d E {3p Ip-/= 3} U {55, 91, 95} (1) 

を満たす状況に限定して定理 2.5の証明を解説する．一般の場合については（1)を満

たすケースに帰着可能である．
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補題 4.1.pを3でない素数， iを奇素数かつp2-1の約数とする． G':=Z/£ とする

とき，以下を満たす G' の 2 次元恥—表現ふが存在する：

(i)窄＝｛O},
(ii) G'の作用で安定でない Spの1次元部分空間が存在する．

Proof．準同型

G'→GL2（恥）； 1 mod t → { （°一1)
diag((c心―1) (p = 1 mod £), 

1 Q+＜f 
(p三ー1mod£) 

に対応する 2 次元恥—表現をふとすればよい．

．
 

補題 4.2.p,£ を素数とし，ふを Z/£ の有限次元恥—表現とする． G:=Sp><1Z/£ とお

＜．このとき， Galois群がGと同型であるような有限次Galois拡大K/kが存在する．

Proof. Z/£ と均はアーベル群であるから，定義より Gは可解群である． よって，

主張は Shafarevichによる可解群に対する Galois逆問題の証明から従う ([NSWOO,

Chapter IX, §6]を参照）．

以下，有限アーベル群Aおよび素数pに対し，

A[p00] := {a EA Iある nEZ>。に対しpna= O} 

とおく．

．
 定理4.3.記号は補題4.1と同じとする．特に， 2<£I p2-1, G':= Z/£, G := Sp><lG' 

であり， Sp は G' の 2 次元恥—表現である． L を G' の作用で安定でない均の 1 次元

部分空間とし， H:= L ><l {O}とおく．また， K/kをGal(K/k)竺 Gとなるような有限

次Galois拡大とする (K/kの存在は補題 4.2より従う）．

(i) K/kのGalois閉包はK/kに一致する．

(ii) III囁，X*(TKjk))[p00]はZ/pと同型である．

定理 2.5は，定理 4.3と系 3.6を組み合わせることで直ちに従う．実際，素数のペ

ア(p,£)を(p,3) (p =J 3), (11, 5), (13, 7), (19, 5)のいずれかとおけば，求める結果を
得る．

Proof. (i): LがG'の作用で安定でないことから従う．
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(ii): Gの唯一のp-Sylow部分群V><1 {O}に対応する K/kの中間体を K。とおく．

定義より，これは K/kの中間体である．よって， K/K。に関するノルム写像は K上の

トーラスの完全列

1 → ResKo/k TK/K。→ TK/k 竺~TKo/k → 1 

を誘導する．この完全列の指標群の G—係数群コホモロジーを取ることで，完全列

が (G,X*(TK/k))→が(G,X*(ResKo/kTK/K。)）→炉(G,X*(T約／k))

竺が(G,X*(TK/k)）→炉(G,X*(ResKo/kTK/K。)）

を得る．いま，注意3.7より III2(k,X*(TKjk))C H2(G,X*(TK/k))が成り立つ．よっ

て，血(k,X*(TKjk))のふK/K。による逆像を H'とおくと，次の完全列が従う：

が (G,X*(TK/k))→圧(G,X*(ResKo/kTK/K。)）ぷ H'

NK/K。
――→血(k,X*(TK/k))→血(k,X*(ResKo/k TK/K。)）．

一方，簡単な計算から H1(G,X*(TK/k))の位数は p と互いに素であり，

が (G,X*(TK/k))は Z/pと同型であることが分かる． よって， 6は単射であ

る．また， Shapiroの補題と命題 2.2より III2(k,X* (ResKo/k TK/ K。)） ＝ 0が成り立

つ．以上より，完全列

0 → Z/p→ H'[p°°]→血(k,X*(TK/k)）→ 0 

を得る．ゆえに， H'[p00]= H2(G,X*(T的／k))が分かれば，

炉(G,X*(TKo/k)）竺 Sp~ (Z/p)2 

より求める結果を得る．この同型は， Mackey分解を用いることで，すべての分解群D

に対して可換図式

が (G,X*(ResKo/k TK/K。))二→炉(G,X*(T約／k))

↓ResGID ↓ResGID 
が（D,X*(ResKo/k TK/K。))二→印(D,X*(T応／k))

を詳細に調べることで証明することができる．詳しくは [Oki23,Section 4.2]を参照せ

よ． ■
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注意 4.4.定理 4.3で構成した拡大K/kについて， III(K/k)= III(K/k) [p00]である

ことが証明できる特に， III(K/k)はZ/pと同型である．また，（p』） ＝ （2,3)および

(p,£) = (5,3)のとき，上述の構成はそれぞれ [DP87]および [HKY22]における HNP

の反例の 1つと一致する．

5 補足

pを素数とする． [Oki23]では，有限次拡大 K/kが以下 2つの条件を満たすときに

III(K/k)[p00]の構造を完全に決定している：

(a) [K: k]のp-orderは1である，

(b) K/kをK/kのGalois閉包とするとき， Gal(K/k)のp-Sylow部分群は正規部

分群である．

以下，このことについて説明する．

補題 5.1.K/kを素数pに関して条件 (a),(b)を満たす有限次拡大とする． K/kを

K/kのGalois閉包とすると，同型

Gal戊／k) 竺 Sp~ G', Gal戊／k)~ L ~ H' 

が存在する．ここで， Sp は 0 でない有限次元恥—ベクトル空間， L は Sp の余次元 1 の

部分空間， G'は位数がpと互いに素な有限群， H'はG'の部分群である．

定理 4.3で扱う有限次拡大は，補題 5.1のうち dimlFp(V) = 2の場合に該当する．

Proof. Schur-Zassenhausの定理と条件 (a),(b)より従う．詳しくは [Oki23,Lemma 

4.4 (i), (iii)]の証明を参照せよ． ■ 

定理 5.2.有限次拡大 K/kは素数pに関して条件 (a),(b)を満たすとする．同型

Ga揺／k)~Sp~ G'を補題 5.1の通りとする． dimlFp(Sp) # 2ならば，等式

血 (k,X*(TK/k)）厨]=0

が成り立つ．

Proof. Gal(K/k) の唯一の p-Sylow 部分群 Sp~ {1}に対応する K/kの中間体を K。
で表す．また， ResKo/kとCorKo/kをそれぞれGaloisコホモロジーにおける Ko/kに
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付随する制限写像と corestriction写像とする．このとき，

CorKo/k o ResKo/k = [K。:k]
である ([NSWOO,(1.5.7) Corollary]). K,。の定義より [K。:K]はpと互いに素である

から， ResKo/kは単射

血 (k,X*(TKjk))[p00]c......+血 (K。,X*(TKjk))

を誘導する．一方， K とK。の定義から， d個の K。のp次 Galois拡大k1,．．．，Kdお

よび K。ー代数としての同型 k 翫 K。~rrt=l凡が存在する．特に，

TK/k翫 K。s,Ker ((Nぃ）t且Res瓦／K。Gm,K;→Gm,Ko)
が成り立つ．また，Kの定義より K1,...,Kdの合成体はKに一致する．いま，仮定
より

[K1 ・ ・ ・ Kd : Ko] = [K : Ki。]＝pdim111P (Sp)i= p2 

であるから，主張は以下の命題 5.3より従う．

命題 5.3([BLP19, Theorem 8.5]). K1,...，応を Kのp次Galois拡大とし，

T = Ker ((N氏／k）t tuRes瓦／kGm,K,→Gm)
とおく．［K1・ ・ ・ Kd: k] # p2ならば

III惰，X*(T))= 0 

．
 

が成り立つ．

注意 5.4.命題 5.3で現れるトーラスは多重ノルム 1トーラスと呼ばれるものである．

第 3節で紹介した理論は，多重ノルム 1トーラスと HNPの多重化版（多重ノルム原

理）との関係に拡張することができる．

実は，補題 5.1のふが恥上 2次元であるとき，ふに対する補題 4.1の条件 (i)'

(ii)はIII囁，X*(TK/k)）厨］ヂ 0を特徴づけることが証明できる．したがって，定

理 5.2と定理 4.3を組み合わせることで，（a),(b)を満たす有限次拡大K/kにおける

皿 (k,TK/k)厨］の解析が完了する．詳しくは [Oki23,Theorem 4.11]とその証明を

参照せよ．
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