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1 序文

アソシエーションスキームは代数的組合せ論における重要な対象の一つであり，有限等

質空間の一般化でもある．有限等質空間に Hecke環が付随するのと同様に，アソシエー

ションスキームには Bose-Mesner代数と呼ばれる代数が付随する．そして，有限等質空

間と同様に，アソシエーションスキームにおいても Bose-Mesner代数が持つ代数構造を

通して調和解析を展開することができる ([1]).Bose-Mesner代数を調べることは，アソシ

エーションスキームの研究における董要な研究手法の一つである．

Bose-Mesner代数を含む純代数的な枠組みはいくつか知られている ([2,3, 5, 6]).本稿

では， Bose-Mesner代数が持つ二つの Hilbert代数構造に着目し，“代数”の定式化を一つ

与える．その定式化を与えたことが本稿で紹介する主結果である．

2 アソシエーションスキームと Hilbert代数

本節ではアソシエーションスキームと Hilbert代数について簡単に復習をする．

有限集合 X に対して X 上の複素数値関数のなす集合を C(X)と書き， Mx(C)= 

C(X xX)と書く． Mx(C)は閣次複素正方行列の集合と同一視できる．有限集合 X
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に対し， Mx(C)の行列積に関する単位元（つまり単位行列）を Ixと書き， Hadamard積

に関する単位元をJxと書く．有限集合の間の写像f:X→Yに対してfが誘導する
C(Y)から C(X)への写像をJtと書く．

2.1 アソシエーションスキーム

X と1を空でない有限集合とし， R:XxX→1を全射な写像とする．

定義 2.1.組（X,R,I)がアソシェーションスキームであるとは，以下の三条件を満たす

ときをいう：

(i)像が(C('I))は行列積に関して閉じている．

(ii)単位行列 Ixはが（C（エ））の原始的な単位元である．

(iii)像が（C（エ））は転置に関して閉じている．

アソシエーションスキーム (X,R,'I)に対してが(C('I))のことを XのBose-Mesner

代数と呼ぶアソシェーションスキームが可換であるとはその Bose-Mesner代数が可換

であるときをいう．

次に述べる例は有限等質空間がアソシエーションスキームであることを示す重要な例で

ある．

例 2.2.Gを有限群とし， X を有限 G等質空間とする． GのXxXへの対角的な作用

を考え， I:=G¥(X XX)と定める．標準的な商写像 XxX→1をRと書く．このと
き組 (X,R,'I)はアソシェーションスキームである．このアソシェーションスキームは

Schurianスキームと呼ばれる．この場合の Bose-Mesner代数は Homa(C(X),C(X)) 

と同型である．

例 2.3.

(1) G := lF~ ><1釘 X:= lF~ として得られる Schurian スキームを Hammingスキームと

しヽう．

(2) Vをn元集合とする． G:= 6n, X：＝心） ：＝ ｛xこVI # (X) = d} (d ::S ~)として
得られる SchurianスキームをJohnsonスキームという．

Schurianスキームではないアソシエーションスキームの例も一つあげておく．
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例 2.4.次のグラフを考える．

V1 V2 V3 V4 V1 

V5 

v, 

V13 

V1 V2 V3 V4 V1 

X:={vi ll~ i ~16}工＝｛0,1,2} とおき，写像 R:XxX →エをグラフ距離で定め

る．このとき組 (X,R,I)はSchurianスキームではないアソシエーションスキームであ

る．このアソシエーションスキームはShrikhandeグラフと呼ばれる．

可換アソシエーションスキーム上の指標理論についても触れておく．以下 (X,R,I)を

可換なアソシエーションスキームとする． Rt(C(I))は行列積に関して半単純であるため，

このときある有限集合Jが存在してが(C(I))はC(J)と同型である．一方，明らかに

が(C(I))とC（エ）と同型である（このときはが(C(I))上の積として Hadamard積を

考える）．まとめるとが(C(I))は次の二つの分解を持つ．

C（エ）三が（C（エ））~ C(:J) 
Hadamard積 行列積

これらの同型を通して，有限群上の指標理論が可換アソシエーションスキーム上へと一般

化される（詳細は [1]). 

2.2 Hilbert代数

定義 2.5.Aを複素Hilbert空間とし， mをA上の積 5 を (A,m)上の対合とする．組

(A,m,ぴ）がHilbert代数であるとは以下の四条件を満たすときをいう：

(i) (J'は等長である，すなわち，任意の x,y EAに対して〈x,y〉=〈u(y),u(x)〉が成り
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立つ．

(ii)任意の xEAに対し，左掛け算作用素 m(x,-)は有界作用素．

(iii) (Rieszの表現定理）任意の x,Y, z EAに対して〈m(x,y), z〉=〈y,m（a(x),z)〉が

成り立つ．

(iv) A2 ~ Aは稿密．

Hilbert代数が単位的であるとは，代数として単位的であるときをいう．

定義 2.5において，代数 (A,m)が有限次元かつ単位的であれば，組 (A,m，a)が定

義 2.5(i)-(iv)を満たすことと定義 2.5(i), (iii)を満たすことは同値である．

例 2.6.X を有限集合とする．

(1) C(X)は標準的な Hermite内積に関して複素Hilbert空間である．積を各点積対合

を複素共役とすると C(X)は単位的Hilbert代数である．

(2) Mx(C)はHilbert-Schmidt内積に関して複素 Hilbert空間である．積を行列積，対

合を随伴とすると Mx(C)は単位的Hilbert代数である．

3 アソシエーションスキームの代数的一般化

3.1 主結果

アソシエーションスキームの代数的一般化を行う上で， Bose-Mesner代数と有限次元複

素全行列代数のいずれをも含む代数を考えたい．本節ではそのような代数の一つの定式化

を与える．その定式化を与えたことが本稿における主結果である．

定義 3.1.Aを有限次元複素Hilbert空間とする． m とwをA上の積，びと T をA上

の反線形写像， lmと1初を Aの元とする．組 (A,m, a, lm, w, r, lw)が性質 (P)を満た

すとは以下の三条件を満たすときをいう：

(i)組 (A,m,a,lm)と組 (A,w, T, lw)はともに単位的Hilbert代数である．

(ii) m(lw, lw)は 1初の正の定数倍であり， w(lm,lm)は lmの正の定数倍である．

(iii)ぴは Aの W に関する（反線形な）環準同型写像であり， T はAのm に関する（反

線形な）環準同型写像である．

誤解の恐れがなければ性質（P)を満たす組 (A,m，a,lm, w, r, lw)のことを単に A と



94

書く．

定義 3.1に現れる構造 (m,O", lm)と(w,T, lw)は対称的な関係にある．これらの構造

は記号的な区別しかつかない．そのため，どちらの積について言及しているか明確にした

いときには m積や w積と呼ぶことにする．対合と単位元に関しても同様である．

性質 (P)を満たす対象の部分集合が構造の制限に関して閉じているとき，それもまた構

造の制限に関しで性質 (P)を満たす．

性質（P)を満たす対象の例をいくつか紹介しよう．

例 3.2.

(1)一元集合は自明な構造に関して性質 (P)を満たす．

(2)可換な単位的Hilbert代数はパラレルな単位的Hilbert代数の構造を合わせることで

性質（P)を満たす．

(3) Mx(CC)を空でない有限集合 X 上の複素正方行列のなす複素線形空間とする．

Mx(CC)をHilbert-Schmidt内積に関して複素 Hilbert空間とみなす． Mx(C)に

は次の二つの単位的Hilbert代数の構造が入る；

• （行列積随伴，Ix),

• (Hadamard積複素共役，Jx).

Mx(C)はこれらの構造に関して性質 (P)を満たす．

(4)アソシエーションスキーム (X,R,I)のBose-Mesner代数は Mx(C)の構造の制限

に関しで性質（P)を満たす．

3.2 性質（P）を満たす対象のテンソル積

本節では性質 (P)を満たす対象の線形空間としてのテンソル積上に，性質 (P)を満たす

標準的な構造が定まることを紹介する．そしてそのテンソル積を用いて，性質（P)を満た

す対象であって二つの積がともに非可換であるものを構成する．

命題 3.3.組（A,mA，びA,1叫,t,WA,TA,1巫4)と(B,m庄咋，1叫i,W庄巧，lw13)はともに

性質（P)を満たすとする．このとき組 (ARB,mARmBばARびB,lmA R lm13,WA R 

叫3,TARTB,lwAR1匹；）もまた性質（P）を満たす．

以降性質 (P)を満たす対象 A とBの複素Hilbert空間としてのテンソル積 ARB

は命題 3.3で与えられる構造を備えているものとする．テンソル積上の積の可換性は次の



95

ように各成分の可換性により特徴づけることが出来る．

命題 3.4.A とBは性質 (P)を満たすとする． A とBがいずれも m積（resp.w積）に

ついて可換であることは ARBが m積（resp.w積）に関して可換であるための必要十

分条件である．

例 3.5.複素Hilbert空間として M4(<C)＝聞（C）R聞(C)が成り立つ．一方の M2(C)

に関しては

（島（C)，行列積随伴，h,Hadamard積複素共役J2)

であるとみなし，もう一方の M2(C)に関しては

(M2 (<C), Hadamard積，複素共役，J2，行列積，随伴，I2)

であるとみなす．命題 3.3より， M4(<C)上に性質 (P)を満たす構造が誘導される．命

題 3.4より， M4(C)上の m 積と w積はいずれもが非可換である．それぞれの構造

を M4(<C)側で記述すると以下のようになる： M4(C)の任意の二元 A=(Aijh:<:::i,j9, 

B = (Bij)i←j9 （各A,jと Bi,jは 2x2行列）に対し，

m(ARB）＝（心霊鷹霊：），

叫）＝（閲塁：），

1m = (] ] ] [)  

w(ARB) = (A11 oBn +A12 oB21 知 oB口＋A12oB22) 
知 oB11 + A22 o B21 A21 o B12 + A22 o B22)' 

T(A) = (~ ~), 

1w = (] ] :<)
ここで＊は随伴を表し， 0 はHadamard積，ーは複素共役を表す．
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3.3 性質（P)を満たす対象の圏と Bose-Mesner代数

本節ではまずアソシエーションスキームの全射圏 ASsurjを紹介する．次にアソシエー

ションスキームの Bose-Mesner代数と有限次元複素行列代数のいずれをも対象に持つ代

数的な圏アを紹介する．そして Bose-Mesner代数をとる操作がアソシェーションスキー

ムの全射圏 ASsurjから圏アのモノ射の圏への反変関手を与えることを紹介する．

圏の用語は主に S.MacLane[7]に従う．

圏ASsurjを次で定義する：

•対象はアソシエーションスキーム．

•アソシエーションスキーム (X,Rx,Ix) から (Y,Ry，五）への射は二つの全射な

写像の組(f:X→ Y平：公→五）であってr.poRx= R豆(JX f)を満たすも

の．すなわち，次の図式を可換にするもの．

XxX 

fxf 

YxY 

Rx 
Ix 

3. 

Ry 
工Y

•合成は写像としての合成の組．

•恒等射は恒等写像の組．

注意 3.6.射に全射性を要求しないアソシエーションスキームの圏は [4,8]などで扱われ

ている．

圏アを次で定義する：

•対象は性質 (P) を満たす組 (A,m， a, lm, w, T, lw)-

•射は対象閻の写像f: A→ Bであって複素線形かつ m積， w積， m対合， w対合

のいずれをも保つもの．

•合成は写像としての合成．

•恒等射は恒等写像．
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アの射に対し，その射がモノ射であることと単射であることは同値である．アの射の例

をいくつか挙げておく．

例 3.7.

(1)すべての元を零元につぶすアの対象間の写像はアの射である．

(2)アソシエーションスキーム (X,R,I)が誘導する写像が： C(I)→ Mx(C)はアの

モノ射である．

(3)ここでは Mx(C)上の行列積は正規化された行列積で取り換えて考える (Xは有限

集合）．このときファイバーの濃度が一定の全射な写像f:X→ Yが誘導する写像

(f X f)t: My((C)→ Mx(C)はPのモノ射である．

Pのモノ射の圏を M と書く．圏 ASsurjから圏 M への反変関手 BMを次のように

して定める：

•圏 ASsurjの対象 (X,R,I)に対し， BM(X,R,I) をモノ射が： C(I) → Mx(C) 

と定める．ただし， Mx(C）上には行列積の代わりに正規化された行列積を構造と

して入れる．

●圏 ASsurjの射(f,<p): (X, Rx,Ix)→ (Y,Ry,Jy)に対し， BM(!,<p) := ((f x 

f)t,<pりと定める．

BMが反変閲手として well-definedであることは簡単な計算により分かる．この反変関手

は忠実である．すなわち，次のことが成り立つ．

定理 3.8.アソシエーションスキーム (X,R,I)に対してが： C(I)→ C(XxX)を対

応させることは ASsurjから M への忠実な反変関手を与える．
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