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§1.はじめに

一般的な2次元写像のうちヤコピアンJの存在する写像 (可微分写像)T:R2-R2を考える｡

ここではヤコピアンの値に対して次のように制限する｡

1･J>1･ J <-1･ 2･J-1.-1. 3.0<J<1.-1<J<0.

これはヤコピアンが領域によって正 (負)から負 (正)に変化したり､J>1(J<-1)から

0<J<1(-1<Jく0)に変化するような写像はここでは扱わか 1事を意味する｡

J>0の写像は方向保存性を､J<0の写像は方向逆転性を有する｡これらの概念についての

詳しい事は参考文献日日こある｡ここで用いる証明の方法は幾何学的であり､写像の方向保

存 (逆転)性ならびにJOrdan曲線定理が重要な役割を損ずる｡JordaB曲線定理については参考文

献(2)に詳しく議論されている｡

サドルは､その近傍で線形解析より決まる固有値Au,人Sより次のように分類される｡

J>0の場合 :Opt:Au)l〉As〉0.OP2:人u〈-1く人Sく0.

J<0の場合:偶数周期はJ>0の場合と同じ｡

奇数周期 :ORl:人u〉1,-1く入Sく0,OR2:人uく-1,0く入Sく1.

最後に接触に関する定義を述べる｡

定義 1 : F irst D irec t Homo c linic(Heteroclinic) Tangency

安定多様体と不安定多様体が直接的に接し､交差はない接触｡

定義2:FirstAsymptoticHomoclinic(Heteroclinic)Tangency

不安定 (安定)多様体が安定 (不安定)多様体に漸近的に接し､交差はない接触｡または不安

定多様体と安定多様体がともに漸近して接し､交差はない接触｡

不安定多様体と安定多様体の交差が生じた後は2次的な接触が生じるが､ここでは2次的接触

は扱わない｡本稿に関する詳しい内容は文献桝を見られたい｡

§2.ホモクリニック接触に関する定理

定理1:FirstDirectHomoclinic川eterocli皿icJTangencyの接点において不安定多様体と安定

多様体の方向は一致する｡◆

証明:Fig.1のようにPで接したとして矛盾を導く｡方向保存でサドルがOPlの場合についてのみ

証明するが､その他の場合も同じように証明できる｡0は1周期のサドルとする｡Jordan曲線r
をOPinWu(不安定多様体)とPOinWs(安定多様体)で構成する｡Pは写像Tで図のように

TPに写される｡Wuは連続である事よりPとTPを結ぶ曲線は｢のWsの部分と交わる｡これは

wuとWsが交差する事を意味し矛盾である｡一般のn周期の場合についてもこの方法を拡張して
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定理2:FirstDirectnomoelinicTangencyは､J≦-1､J≧1の系では生じない｡◆

証明:写像による面積保存､または面積の増大により自明｡◆

定理3:方向逆転の写像において､奇数周期のサドルでORl(Au〉1,-1く入Sく0)の性質をもつ場合､

FirstI)irectHo皿OClinicTangeBCyは生じない｡◆

証明:Fig.2で0ほ1周期のサドルで､WuとWsがPで接しているとする｡PはTによってJordan

曲線 (OPinWu十POinWs)の外に写される｡PとTPを結ぶ曲線は｢と交差する｡よって矛

盾である｡一般の奇数周期についてもこの方法を拡張して証明できる｡◆

§3.ヘテロクリニック接触に関する定理

定義3:n周期のサドルの一つから出ている不安定多様体をWunと､m周期のサドルの一つから

出ている安定多様体をWsmとする｡

定理4:方向保存の写像において､不安定多様体Wunと安定多様体Wsnの間のFirstDirecttlet

eroclinicTangencyは下記の3つの場合以外に生じない｡

川 n-mで､2つのサドルはともにOPl｡

(2)孤-2nで､n周期のサドルはOP2､m周期のサドルはOPl｡

(33n-2mで､n周期のサドルはOPl､m周期のサドルはOP2｡ ◆

証明:サドルの性質による分類とnとmの大小比較によって12の場合に分かれる｡ここでは2

つのケースについて紹介する｡これら以外のケースについても同様に証明できる｡

ケース1:Wun(Opt)とWsm(Opt)(n<m､またはn-m)

Fig.3においてulはn周期のサドルの一つで､slはm周期のサドルの一つである｡k-LC

班 (n､m)である｡Pでヘテロクリニック接触が生じたとすると､TkPで同じブランチ間で

ヘテロクリニック接触が生じる｡写像TnでPはTnPに写されるが､そこでもヘテロクリニック

接触が生じる｡･ただし不安定多様体に接する安定多様体はS∩.1から出ている事に注意する｡ユor

dan曲線rはPTkPinWunとTkPPinWsnとで構成される｡-矢印a､bほrの左右に分かれてい

る事より､TkPとTk=Pをむすぶ曲線はrと交わる｡よって矛盾である｡a-mの場合はk-

nとなり､Fig.3より矛盾を導くことができない｡すなわち(I)の場合にはFirstDirectHeteroc
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linicTa皿genCyが可能である｡Fig･3でnを2nと読みかえて(21の場合がわかり､WuとWsの役

割を入れ換えてt3)の場合がわかる｡

ケース2:Wun(OP2)とWsn(OP2)(n-m)

この場合にFirstDirectHeteroclinieTangencyが生じない事を示す｡状況はFig.4に示され

ている｡Jordan曲線はrはPu-TnPinWunとTnPSIPinWsnで構成され､有限の面積A(r)を

有する｡斜線を付けた領域は0<J<1の場合､逆写像により面積が増大しいずれA (ド)を越

す｡点を打った領域はJ>1の場合には､写像によって面積が増大しA(ド)を超す｡保測の場

合は斜線を付けた領域の逆写像による全ての領域を加えるとA(｢)を越す｡よってJ>0の場

合に必ず交差が生じる事が分かり矛盾が導けた｡◆

Fig.3 Fig.4

方向逆転の写像については､40のケースに分かれる｡しかし多くのケースが方向保存の場合

に帰着できる｡2､3のケースで未解決の部分があるのでここでは報告しない｡

§4.漸近的な接触

既に述べてきたように直接的な接触が起きない場合にはどのような接触が可能であろうか｡筆

者としては､漸近的な接触が生じると考えている｡ここでは例を示すにとどめる｡Fig.5は漸近

的なホモクリニック接触である｡この場合ORlとOR2(●印)の2つのサドルがある｡図ではORl

からでた不安定多様体が直接的に安定多様体に接しているように見えるが､実際はOR2のサドル

から出た不安定多様体に集積しているのである｡すなわちこの接触は直接的なヘテロクリニック

接触でかつ漸近的なホモクリニック接触である｡

Fig.6ほ原点から出たフラクタル化した不安定多様体Wulが､フラクタル化したぺイスン境界

(安定多様体Ws2) に互いに漸近接触しているシーンである｡ここで安定多様体は黒または白で

表されたベイスンの境界として見て欲しい｡

漸近的な接触についてはまだ未解決の問題もあり今後の発展が望まれる｡
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一二 巨弓

Fig･5 Xn･1-Yn､a-21042,Jニー0.7 Fig.8 Xn十'-Yn､a-2.7143.∫-0.4

Yn+1-aYn-Y｡2-JX｡ Y｡.I-aY｡-Yn3-JXn
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