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1 Introduction 

f(x)を[a,b]上で定義された convexfunctionとする．このときエルミート・アダマール

不等式は次で与えられる．

a+b 1 b 
f( ） ＜ ! f(x)dx < f(a) + f(b) 2 -b-a - 2 

a 

最近、エルミート・アダマール不等式の 1つの拡張として次の 2つの不等式が得られた．

Proposition 1.1 f(x)を [a,b]上の convexfunctionとする．任意の m,nENに対して

L乳(a,b):S 1 b-a f f(x)dx三L昇(a,b), 
ただし

L昇(a,b) = 1 
n 

Lf((l 
2k -l, 2k -1 

- -）a+ b)， 
n L..J • " 2n'・ 2n 
k=l 

1 
m-1 

虞 (a,b) = ~{f(a) + J(b) 
k k 

2m 
+2Lf((l-~)a+ ~b})}. 

m m 
k=l 

Proposition 1.2 f(x)を [a,b]上の convexfunctionとする．任意の m,nENと任意の

v E [0, 1]に対して

戌，n(a,b)::;~ lb J(x)dx::;戌，m(a,b), 
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ただし

戌，n(a,b) 
1 
n 

(2k -l)v,., (2k -l)v 
L{vf((l 

2n 
)a+~b) 

n 2n 
k=l 

(2k-1)(1-v),, r.., (2k-1)(1-v 
+(1 -v)f((l -v -~)a+ (v + 

2n'・'・  2n 

況，m(a,b) 
1 
~ {vf(a) + (1 -v)f(b) + f((l -v)a + vb)} 
2m 

） )b)}, 

1 
m-1 

+~ L{vf((l 
kv kv k(1 -V) K(l -V) 

盃―盃）a＋盃b)+ (l-v)f((l -v-~)a+ (v+ ~)b)}. 
k=l 

2つの確率分布 Q= (qi, q2, ・ ・ ・，邸）と p= (P1,P2, ・ ・ ・,PN)に対して Shannonentropy 

S(P)と相対エントロピー (relativeentropy) S(QIP)はそれぞれ次で与えられる．

N N 

S(P)＝ーLPilogpi,
i=l 

S(QIP)＝区qilog匹
i=l 

p, 

ただし OlogO= 0であり，ある iについて Pi=0のときにはqi=0であるとする．

C.Tsallisは統計物理の解析のために Shannonentropyのoneparameter拡張である

Tsallis entropy 1't (Q)と関連する Tsallisrelative entropyTt(QIP)をそれぞれ次のように
定義した．

N 

Tt(Q) =—区qttlnt佑，邸(QIP)= tい(lntqi―lntPi), 
i=l 

ただし 血はt-logarithmicfunctionであり， parametert E民をもつ functionlnt(x) = 

xt;1で定義される．それらは t→ 0のときそれぞれ Shannonentropyとrelativeentropy 
に収束する．つまり

四刀(Q)= S(Q)， 囲Tt(QIP)= S(QIP), 

同様に量子状態 pについての vonN eurnann entropy S (p)と量子状態 P,CJに対する

Urnegaki relative entropy (plCJ)はそれぞれ次で定義される．

S(p) = -Tr[p log p], S(p|CJ) = Tr [p(log p -logび）］．

またそれらの one-parameter拡張である Tsallisentropy Tt(p)とTsallisrelative entropy 

Tt(QIP)はそれぞれ次で定義される．

Tt(P) = -Tr[p1-tlntp], Tt(PICJ) =Tr[p1-t(lntp-lntCJ)]. 
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さらに J.I.Fujii-E.Kameiはpositiveoperators X, Y > 0に対して relativeoperator en-

tropy S(XIY)を次で定義した．

S(XIY) = x1!21og(x-1!2y x―1;2)x1;2_ 

またtE罠，tヂ0に対して Tsallisrelative operator entropy刀(X|Y)が次で定義された．

刀(XIY)= X叫 nt(x-112yx-1;2)x112. 

ここで limt→O刀(X|Y)＝S(X|Y)であることは明らかである．

2 Tsallis entropyの上界・下界とその応用

f(x) = xt-1とする． このとき亭 (x,1)とr只，m(x,1)は次のように表される．v.n 

r以(x,1) 

L{v((l 
(2k -l)v¥__, (2k -l)v¥t-i 

n )x+  2n) 2n 
k=l 

(2k-1)(1-v)¥ __, 1_, (2k -1)(1-v) 
+(1-v)((l -v -~)x + (v + ~))t-1}, 

r 
(2) 
f,v,m(x,1) 

1 
~{ vxt-l + (1 -v) + ((1 -v)x + l)t-l} 
2m 
m-1 

+~ I:{v((lー竺）x＋竺 t-1
m 

） 
m m 

k=l 
k(1 -V) k(1 -V) 

+(1-v)((l -v-~)x + (v + ~)/-1}. 
m m 

このとき次の定理が得られる．

Theorem 2.1 Q = (qi, q2,．．．郎）を確率分布とする． このとき任意のvE [0, 1]と任
意のm,nENに対して次が成り立つ． t< 1または t>2のとき

立比(q;,l)q;-t(l -q;):S:: Tt(Q) :S:: t況，m(q;,l)q;-t(l -q;), (1) 
i=l i=l 

l<t<2のとき

立只，m(q;,l)qJ-t(l -qi)さTt(Q)s;ど此（qi,l)q戸(1-qi)- (2) 
i=l i=l 
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Proof. t < 1または t> 2のとき f(x)= xt-1は x> O上で convexであるので，

Proposition 1.2より

改，n(x,1):::; 
1-xt がー 1
＝ ~t(l-x) t(x-1) 
さ況，m(x,1). 

l<tく 2のとき f(x)= xt-1はx>O上で concaveであるので， Proposition1.2より

1-xt がー 1(2) (x 1) ＜ r = f,v,m\.~, LJ _::: t(l -x) -t(x -1) ：：：：： r乳，n(x,1). 

t < 1または t>2のとき， X=叫＜ 1)とおくと (3)より

改，n(q;,1) :::; 
1 (2) 

一佑ー 1
lnt q; ：：：：：巧，~,m(q;,1). 

(3) 

(4) 

したがって (qi-1)噌，m(q;,1)：：：：： lnt佑：：：：： （q; -l)r仇，n(q;, 1)．両辺にーq戸(<0)をかけ
ると

qJ-t(l -q;)r;~l,n(q;, 1)さーqJ-tlnt q;さqJ-t(l-q;)r;~l,m(q;, 1). 

ゆえに
N N 

LqJ-t(l -qi)戌，n(qi,1):::; Tt(Q):::; LqJ-t(l -qi)r昇，m(qi,1). 
i=l i=l 

また同様にして l<t<2のとき， X=qi(< 1)とおくと (4)より

(2) 1 
rf,v,m(qt, 1)＜ 

(1) 

一佑ー 1
lnt q;::::; rr~,n(q;, 1). 

したがって (q;-1)改，n(q;,1)::::; lnt q; ::::; (q; -1)堺，m(q;, 1)．両辺にーq□(<0)をかけ
ると

qJ-t(l -q;)r閃{m(q;,1)さーqJ-tlnt q; ::::; qJ-t(l -q;)rJ~{11、 (q;, 1). 

したがって

N N 

とい(l-q,）戌，m(qi,1) -S: Tt(Q) -S: L qI-t(l -qi)r}二(qi,1). 
i=l i=l 

口

(1)において t=Oとおくと，次が得られる．

Corollary 2.1 Q = (q⑰ 2, ・ ・ ・, qN)を確率分布とする． このとき任意の vE [O, 1]と任

意のm,nENに対して

N N 

区叫1-qi)r此(qi,1)：：：：： S(Q)：：：：：ど叫l-qi)噌，m(qi,1), (5) 
i=l i=l 
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ただし

r此(qi,1) 
n 

2こ{ V 

k=l 
(2n -(2k -l)v)q; + (2k -l)v 

1-v 
＋ 
2n{(l -v)q; + v} + (2k -1)(1-v)(l -q』'｝ 

r 
(2) 
r~,m(qi, 1) 

1 r V 1 五し＋1-v+~}
ふ v1-V
k=1 { (m -K噂＋kv + m{（1 -V)q, + v}＋ K(1 -V)（1 -q,) ｝. 

(1)と(2)において v=Oまたは V= 1 とおくと， r〗い(qi, 1) = r}！し(qi,1) = L仇(qi,1) 
ヵゞつ Tj~6,m(qi,1) = Tj~i,m(qi, 1) = L閃ぶ(qi,1)であるので次が得られる．

Corollary 2.2 Q = (qぃq2,・ ・ ・,qN)を確率分布とする．このとき任意のm,nENに対し

て次が成り立っ． tく 1または t>2のとき

文堺(q;,l)q;-t(l -q;）さ Tt(Q)こと虞(q;,l)q;-t(l -q;), 
i=l i=l 

l<t<2のとき

文噂(q;,l)q;-t(l -q,）さ Tt(Q)~ t闊(q;,l)q;-t(l -q;), 
i=l i=l 

ただし

L乳(q;,1) = ¾ t { (1-~五鸞＋ 2k2/ l}t-1 9 
1 

m-1 

噂 (q;,1) =~ {1 + (q; + l)t-1} ＋嘉 ~{(1- 伍）q;+ 玉｝t-1.

(5)において v=Oまたは v=lとおくと次が得られる．．

Corollary 2.3 Q = (q汀 2,..．巫）を確率分布とする．このとき任意の m,nENに対
して

N N 

区叫1ー佑）L乳(qi,1):S S(Q) :SL叫1-q』噂(qi,1), (6) 
z=l i=l 
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ただし
n 

L乳(q;,1) = 2L  1 

(2n -(2k -l))qi + 2k -1' 
k=l 

虞 (q;,1) ＝土(~ + 1)+> (2m_ ;)q, ＋K 

(6)において n=m=1とおくと

堺(qi,1) = 

であるので，次の結論が得られる．

2 (2) 1 1 
~'Lj~i(qi, 1) = ~ (~ + 1) 

Corollary 2.4 Q = (qげ 2,．．．叩）を確率分布とする． このとき次が成り立つ．

t %（1 -qt)~ S(Q) ~文 1-q?. 
1 +qi 2 i=1 i=1 

3 Tsallis Relative Entropyの上界・下界とその応用

f(x) = xt-Iとする． このときりし(a,b)とr?l,m(a,b)はそれぞれ次のように表される．

改，n(a,b) 

ー L{v((l
(2k -l)v,., (2k -l)v 

n - 2)a+  ~)a+~b)t-1 
k=l 

(2k -1)（1 -V) （2k -1)（1 -
+(1 -v)((l -v -~)a+ (v + 

2n'・'・ 2 

r 
(2) 
f,v,m(a, b) 

上{vat-I+(1-v)bt-l + ((1-v)a + vb?-1} 
2m 

1 
m-1 

+~ L{v((l 
kv, kv 

- --）a+―b)t-1 
m m m 
k=l 

0.)b)t-1 }, 

k(l-v),, i.., k(l-v) 
+(1 -v)((l -v -~)a+ (v + ~)b)t-l }. 

m m 

このとき次の定理が得られる．
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Theorem 3.1 Q = (q1, q2,...郎）と p= (P1,P2, ・ ・ ・,PN)を確率分布とする．． I= {1 ::; 

i::; N: Piく叫と J= { 1 ::; i ::; N : Pi>叫とする．このとき任意のvE [0, 1]と任意の

m,nENに対して次が成り立っ． t< 1または t>2のとき，

区叫―t(q;-p;)r此(p⑲)＋区外―t(q;-Pi)戌，m(Pi,q;) 
iEI iEJ 

~ Tt(QIP) (7) 

くとい(qi-Pi)況，m(P⑲)＋と砂漏ーPi)r此（Pi,qふ
iEI iEJ 

l<t<2のとき，

と叫―t(q;-Pi)況，m(P汎） ＋と外―t(q;-p;)r此(p噸）
iEJ iEJ 

さ刀(QIP) (8) 

く L qJ-t(q; -p;)r此(p;,qi+ L い (q,-P,）戌，m(P;,q;). 
iEJ iEJ 

Proof. t < lまたは t> 2のとき， f(x)= xt-1はX > 0上で convexであるので，

Proposition 1.2より次が成り立っ．

l bt -at 
戌，n(a,b) ~ <r 

(2) 
...::: b -a t...:::, f,v,m (a, b). (9) 

したがってiE J = {l：：：： i ：：：： N :pi<佑}に対して a=p;ヵ>-:Jb =佑とぉくと⑨ょり 9

こ外―¥qi-Pi)r似(Pi,佑） （10) 
iEJ 

くこぐ(lnt佑ーlntPi)：：：：こ叫―t(qi-Pi）噂，m(P謹）．
zEI iEJ 

また iE J = {1 ~ i ~ N : Pi>叫に対して a=piかつ b= qiとおくと (9)より，

LqJ-t(qi -Pi)堺，m(Pi, qi) (11) 
iEJ 

く L qJ-t (lnt qi -Int Pi)~ LqJ-t(qi -Pi)改，n(P⑬)．
iEJ iEJ 

ゆえに (10)と(11)を結び付けることにより (7)が得られる．

同様にして 1< tく2のとき， f(x)= xt-Iはx>O上でconcaveであるので， Proposition

1.2より次が成り立つ．

(2) l bt -at 
r?l,m(a, b)さ戸 t さr}畠(a,b). (12) 

したがって iE J = {l :SiさN:p; < q;}に対して a=p;かつ b= q;とおくと (12)より

次が成り立つ．

こ外―t(qi-Pi）堺，m(P謹） (13) 
iEJ 

＜区q戸（Intqi -Int Pi) s;区q戸(qi-Pi)r此(Pi,qi)-
9€I iEI 
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またiE J = {l ::; iさN:p;>佑｝に対して a=Piかつ b= q;とおくと， Proposition1.2 

より次が成り立つ．

とい(q;-p;)rJ畠（p;,q;) (14) 
iEJ 

くとq/（lnt佑ーliltPi):::;Lqド(q;-Pi)噂，m(P噸）．
iEJ iEJ 

ゆえに (13)と(14)を結び付けることにより (8)が得られる． ロ

(7)において t=Oとおくと次の Corollaryを得る．．

Corollary 3.1 Q = (qぃq2,...，仰）と P= (P1,P2,・・・,PN)を確率分布とする．このとき

任意のvE [O, 1]と任意のm,nENに対して

区叫qi-p,)改，n(P謹）＋区叫qi-Pi)噌，m(P謹）
iEI iEJ 

:S S(QIP) (15) 

くと螂— Pi)況，m(Pi,qi) + L 佑(qi-p冴此（P⑲），
iEJ iEJ 

ただし

(1) 
rf~~,n (Pi, q;) 

2言{(2n-（2k -1)v:p,+ （2k -1)vq,｝ 
n 

心{ }, 
(2) 
乃，v，m(Pi,q,） 

午＋ 1-V＋ 1 
2m p, qi (1 -V)p, ＋ vq, ｝ 
乍{(m -Kv:p, ＋ kvq, + m{（1 -V)p,＋ vq1,}-+vk(1-V)（q, -P,） } 

(7)と(8)において v=Oまたは v=lとおくと r}！心(Pi,q』=r}［し(Pi,qi)= L雰(Pi,qi) 
ヵゞつ rn,m(Pi,qi) = rnm(Pi, qi)= Lj翌~(Pi,q』であるので次の定理が得られる．．

Corollary 3.2 Q = (q⑰ 2,...，仰）と p= (P1,P2, ・ ・ ・,PN)を確率分布とする．このとき

任意のm,nENに対して次が成り立つ． t< 1または t>2のとき

区ぐ(qi-p』L昇(p隅）＋区心(qi-p』L塁(Pi,qi) 
iEJ iEJ 

::; Tt(QIP) 

＜区¢—t(qi -Pi)L芦(Pi,qi)+ L 砧漏―p』L悶(Pi,qi), 
iEJ iEJ 
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また l<t<2のとき，

Lqf—t(qi -p;)L閃ぶ(p;,q;)＋こ心(qi-p;)L乳(p⑳)
iEJ iEJ 

s; Tt(QIP) 

< Lqf—t(qi -p』L乳(p謹）＋ど砧漏―叫噂(p⑲)，
iEJ iEJ 

ただし
n 

L悶(p隅） ＝ ］ 1 
2k -1 2k -1 t-1 

n >{(- 2n 厄＋ 2n qt} ， 

虚 (p謹） ＝ ~(p臼＋ qf-1)+心｛（1-~加＋嘉qir-1 

(15)においてv=Oまたは v=lとおくと次のCorollaryが得られる．．

Corollary 3.3 Q = (q⑰ 2,...巫）と p= (P1,P2, ・ ・ ・,PN)を確率分布とする．このとき

任意のm,nENに対して

ど叫qi-p』L乳(p噸）＋ど叫qi-Pi)虞 (p⑲)
iEI zEJ 

さ S(QIP) (16) 

く Lq;(q;-p;)L芦(p;,q,）＋こ螂— p;)L悶(p;,q;), 
9EI iEJ 

ただし
n 

(1) 1 2 
Lf,n(Pi,qi) ＝ -

n, こ
k=l 
(2n -(2k -l))p; + (2k -l)q;' 

虞(Pi, 叫＝六 (~+i)国 ~Pi+kqi

(16)において n=m=1とおくと，

(1) 2 
Lf,1(Pi伍）＝，

Pi +q; 
堺(p⑲)＝; (」十上）＝ P，＋q, 

Pi. qi} 2p面

であるので，次の Corollaryが成り立つ．．

Corollary 3.4 Q = (q⑰ 2, ・ ・ ・,qN)とp= (P1,P2, ・ ・ ・,PN)を確率分布とする．このとき

戸⑱—Pi) ＋と叶ーpt 2 2 

iEJ Pi+ qi iEJ 2pi 
:S S(QIP) :SL“ ―pt ＋区％（qt-Pt) ・ 

iEJ 2pi iEJ Pi+qi 
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次にPinskerinequalityとその関連について述べる． Pinskerinequalityは次の不等式とし

て知られている

ただし

1 

2 
-||Q-P||fさS(QIP),

IIQ -PIii = L(q; -Pi)＋L(Pi -q;). 
iEJ iEJ 

(17) 

ここでは (16)はS(QIP)の下界としては (17)より強い評価を与えることを示す． Q=

（い）， P= （ふ½)で (16) において n=m=2 とおく．このとき

2 
Lf,2(P⑳) ＝ ＋ 

2 8(p; + q;) 
＝ 

如＋q;,Pi+ 3q; (3p; + q;)(p; + 3q』

かつ
(2) 1 1 1 1 
Lf,2(P暉） = i(~+±)+~ 

であるので

区叫q;-p』L乳 (pぃ叫＋区贔— p;)L~翌 (p⑲) ＝0.12594 ・ ・ ・ 
iEJ iEJ 

かつ 1 

~ IIQ -PIii = 0.125, S(QIP) = 0.13084 ・ ・ ・. 
2 

したがって

1 
~IIQ- PIii < ~贔—p』L昇 (p;,q;) + ~佑(q; -p;)L昇(p;,q;) < S(QIP). 

iEJ 

4 Tsallis Relative Operator Entropyの上界・下界とそ

の応用

t < 1または t>2のとき， f(x)= xt-1はx>O上で convexであるので， Proposition1.1 

より次を得る．
l bt -at 

L悶(a,b）三 b-a t こ虞(a,b), (18) 

ただし

L乳（a,b) = ¾言 {(l-~)a+~br-1,

摩(a,b) ＝~ { at-1＋応＋2芦（（1-嘉）a＋冑b?-1}
O<a<bのとき，次の不等式を得る

(b-a)L乳(a,b) ≪::が／が≪::(b-a)L塁(a,b). (19) 
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(19)において a=lかつ b=yとおく．このとき

(y-叫位(1,y) :s;が：1こ（y-叫~~(1,y). (20) 

次に (19)において a=yかつ b=lとおく．このとき

(1-y)L悶(y,1)さ1/がさ (1-y)L昇(y,1). (21) 

一方， O<b<aのときは次の不等式を得る．．

(b-叫：よ(a,b) :s;が：がさ（b-叫位(a,b). (22) 

(22)において a=lかつ b=yとおく． このとき

(y-叫：ぶ(1,y):s:; 9 :s:; (y —叫［以a,b). 
つまり

(1-y)L乳(a,b):s; ~が :s:; (1-y)L昇(1,y). (23) 

次に (22)において a=yかつ b=lとおく．このとき

(1-y)L仇(y,1)さ1-tが:s;(I-y)L悶(y,1). 

つまり

(y-叫闘1)さが／1こ（y-叫~~(y,1). (24) 

Lj〗訊l,y)=Lj〗 (y, 1)力ゞつ L閃ぶ(1,y) = L閃~(y,l) に注意する． したがってy>lに対し
て(20)かつ (24)より次の不等式を得る．

(y-叫！以1,y)::;が／1 <（y- 叫~~(l,y). (25) 

またy<lに対して (21)かつ (23)より次の不等式を得る． ． 

(1-y)L乳(1,y)::; ~が::; (1ーリ）L昇(1,y). (26) 

同様に l<tく 2のとき， f(x)= xt-1はx>O上でconcaveであるので，同様な方法で次

の不等式を得られる． y>lに対して

(y- 叫~~(1,y)::;が／ 1三（y-叫［以1,y). (27) 

また y< 1に対して

(1-y)L昇(1,y)ご1-tが::;(1 -y)L悶(1,y). (28) 

Tsallis relative operator entropyの上界・下界を得るために次の lemmaを必要とする．
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Lemma 4.1 A,Bをpositiveinvertible operators,また0<£<Lを£A:::;B:::; LAを満

たす定数とする． t< 1または t> 2のとき，任意の m,nENに対して次の不等式が成

り立っ．£ > 1のとき

L<lのとき

(B-A) max L f,n(1,y）さ刀(AIB)こ(B-A)min L 
(2) 
f,m(1, y)． 

£<:'.y<:'.L',..'. -,'',',  £<:'.y<:'.L 

(B-A) min L 
(2) 

区 y:SL
f,m(1,y）こ Tt(A|B)こ(B-A)max L 

(1) 

R:Sy:SL 
f,n(1, y)． 

l<t<2のとき，任意のm,nENに対して次の不等式が成り立つ． R>lのとき

(B-A) max L}？ぶ(l,y) :s: Tt(AIB)こ(B-A) min L}〗以 1,y). 
P<;y<;L,,...'. -,.'''''P<;y<;L  

L<lのとき

(B-A) min L 
(1) 
f,n(1,y) <刀(A|B)＜ （B-A) max L (2) f,m(1, y)． 

£<::y<::L',..'..,'',', £<::y<::L 

Proof. t < 1または t>2とする．£ > 1のとき， l<C-<;yさLであるので次を得る．

(y-1) max L (1) f,”(1,y) < 
yt -1 
< （y -1) min L (2) 

£:s;ys;L J'"', ~'- t -,~'£:s;ys;L f,m(1, y)．（29) 

L<l のとき， £~y~L<l であるので次を得る．

(1 -y) max L悶(1,y)＜ 
1 -yt 
さ(1-y) min L 

(2) 
f,m(1, y)． 

区Y'.'oL ― t 区Y'.'oL

つまり

(y-1)min L (2) が一 l
区y:,;L
f,m(1,y）さ t こ(y-1) m邸 L悶(1,y). (30) 

区y:,;L

l<t<2 とする． £>1 のとき， l<f~y~L であるので次を得る．

(2) yt -1 
(y-1) m邸 Lf,m(1,y) ＜ く (y-1) _min_ L (1) 

R:,;y:,;L ― t -w'R:,;y:,;L f,n(1, y)．（31) 

L<l のとき， £~y~L<l であるので次を得る．

(1 -y) max L (2) f,m(1,y) ＜ 
1-yt 

く (1-y) _min_ L (1) f,n(1, y)． 
区y'.':L ― t -'~,  £'.':y'.':L 

つまり

(y -1) _min_ L (1) が一 1 (2) 
f,n(1,y) ＜ 

区y豆― t
さ(y-1) max Lf,m(1,y). （32) 

区y~L

“さ B::;LAかつ Aはinvertibleであるので，両辺に左右から A-1;2をかけることに

より CIH::;A-1l2BA-1l2::; LIHである． X = A-1/2 BA-1/2とおく． ［C,L]に含まれる

spectraをもつX に対する functionalcalculusを用い，かつ不等式 (29),(30), (31)およ

び(32)より結論が得られる． ロ
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Theorem 4.1 A, Bをpositiveinvertible operators, また 0<£<L を £A~ B ~ LAを

満たす定数とする． t< 1のとき，任意のm,nENに対して次を得る． £>1のとき

(B-A)L}]以1,£)さ Tt(AIB)さ(B-A)Lj~~(l, L). 

L<lのとき

(B -A)Lj~ぶ (1, L)~ Tt(AIB) ~ (B -A)L}位(1,£). 

t > 1のとき，任意のm,nENに対して次を得る． £>1のとき

(B-A)L閃ぶ(1,L)さ： Tt(AIB)さ(B-A)L}位(1,£). 

L<lのとき

(B-A)L}~~ (1, £)さ Tt(AIB)さ(B-A)L閃ぶ(1,L). 

Proof. t < lのとき

max L 
(1) 
f,n(1,y) ＝ L乳(1,£), 

C:S:y:S:L 

かつ

max L 
(2) 
¥:,,(1, y) = L (2) 

区y'.S:L
f,m(1, £)， 

l<tく 2または t> 2のとき

max L 
(1) 

f:Sy:SL 
f,n(1,y) ＝ L乳(1,L), 

かつ

min L 
(1) 
f,n(l,y) ＝ L乳(1,L) 

f:S:y:S:L 

(2) （2) 
min L 
が:y≪:L
f,m(1, y) ＝ Lf,m(1, L)． 

min L 
(1) 
f,n(l,y) ＝ L悶(1,£) 

£:Sy:SL 

max L 
(2) 

区y<:;L
f,m(1,y) ＝ L仇(1,L), min L(2) 

£<:;y<:;L 
f,m(1, y) ＝ L昇(1,£). 

t=2のときは明らかであるので， Lemma4.1より結論が得られる． ロ

Theorem 4.1において m=n=1とする． このとき次の Corollaryが得られる．

Corollary 4.1 A, Bをpositiveinve廿ibleoperators,また 0< £ < LをCA:s; B :s; LAを

満たす定数とする． t< lのとき，次の不等式が成り立つ．£ > 1,即ち， A:s; Bのとき

1+£ 
t-1 

(B -A) (~),-, :s; Tt(AIB) :s; (B -A) ( 
1 + Lt-1 

2 
:s; (B-A) (~). 

L < l,即ち， B:s; Aのとき

(B-A)(~):s; Tt(AIB) :s; (B -A)(~) t-i 

t > 1のとき，次の不等式が成り立つ． £ > 1,即ち， A:s; Bのとき

(B-A)(~):s; Tt(AIB) :s; (B -A) (~) t-i 
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L < 1,即ち， B'.SAのとき

1+£ 
t-1 

(B-A)（万―)'.STt(AIB)さ(B-A)（1+｛t-1)．

Proof. m = n = lより

堺(1,£) = e-~y-1, 堺(1,L) = 1 + Lt-1 2.  
したがって結論が得られる． ロ

J(x) =象ー1とする． このとき L悶(a,b)かつ L芦(a,b)はそれぞれ次のように表される．

b-a n ,  2k-1 

L悶(a,b)＝ど
1- 2n 

n (1 -2k-1)a + 2k-1b 
k=1 2n 2n 

かつ

噂 (a,b) = ~ { ~ + 2> (1 -1嘉〗嘉＋嘉b}
エルミート・アダマール不等式より

L乳(a,b)さ
1,_ _ b 

b-a 
{blog~ —(b- a)}~L閃ぶ (a,b). 

O<a<bのとき，次の不等式が成り立つ．

(b-a)2;...._ 1-~ 
n ど(1-2k-］)a2n+ 2k-1 
k=l 

b 
< blog-=--(b-a) 

a 

2n 1-'2n b 

く 2ma)2{: +2戸(1-1i〗a嘉＋嘉b}
同様に O<b<aのとき，次の不等式が成り立つ．

(b -ma)2 {: ＋2苫(1-1:)：嘉b}
b 

< blog-=--(b-a) 
a 

(b -a)2.;.._ 1 -¥ く こ 2n
n k=1 (1 —誓）a＋誓b.

(33) 

(34) 
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(33)において a=lかつ b=yとする． このとき

(y -1)2 ;...._ 1 

ny こ1+ 2k-1 
k=1 2n-（2k-1)y 

< logy-
y-1 

y 
(35) 

く ~{1+2〗 1+□y}
また (33)において a=yかつ b=lとする． このとき

(y-1)2 ;...._ 1 

n こy+ 2k-1 k=l 11'2n-(2k-1) 

< y -1-logy (36) 

く 2m1)2{t+2苫y+1六｝
一方，（34)において a=yかつ b=lとする．このとき

(y -m"  ｛t +2苫y+1 mk-K } 
< y-1-logy (37) 

(y -1)2 ;...._ 1 
＜ 
n とy+ 2k-1 ・k=l 11'2n-(2k-1) 

同様にして，（34)において a=lかつ b=yとする．このとき

(y2ご{1 +2>1+ [K-Ky}

< logy -
y-l 

y 
(38) 

く (y-1)2 n 1 

ny 苔1+2n翌証1-1)y.
次を定義する．

a(n, y) =塁（1＋ 2n:］(2-J1-1)y)―1' 
f3(m, y) ＝ ~{1+2芦 (1+~y) ―1},

伽， y) ＝塁 (y+~)-1,
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8(m,y)＝土｛い苫（y＋こ）―1}
y > lに対して a(n,y)::::;/3(m, y),'Y(n, y)：：：： 8(m,y)，また y< lに対して a(n,y)：：：： 

/3(m,y),'Y(n,y)さ8(m,y)が成り立つので(35),(36), (37), (38)より次の 2つの表現が得

られる．

かつ

(y -1)2 y-l 
min{a(n, y), f3(m, リ)}~ logy-

y y 

(y -1)2 
< ~ max{ a(n, y), f3(m，リ）｝
y 

(y -1戸min{'Y(n,y),!5(m,y)}:S y-1-logy 

く (y-1)2 max{'Y(n, y), !5(m, y)}. 

0 <k<Kとする．このとき

M(k,K) 
(y -1)2 

= max 
K<y郊k y'  

m(k,K) 
. (y-1)2 
= min 
K<y⑬k y'  

N(K,K) ＝ max (y-1)汽 n(K,K)＝ min (y -1)2. 
K<y<k k<y<K 

とおくと，次の 2つの不等式が得られる．

(39) 

(40) 

y-1 
m(k, K) min{ a(n, K),(3(m,K)｝さ logy-~«:: M(k,K)max{a(n,k),(3（m,k)} 

y 

かつ

n(k, K) min{,(n, K), b(m, K)} ≪:: y -1 -logy≪:: N(k, K) max{,(n, k), b(m, k)}. 

operator inequalityを証明するために次の Lemmaを必要とする．

Lemma 4.2 0 < kさx::;Kかつ t>Oとする．このとき

〇:::; min{a(n,Kり，/3(m,Kり｝（”tt-1 _ l-tX―t) 
l-x―t 

< logx -
t 

< max{a(n,kり，(3(m,kり｝（”t t -1 _ l -tX―t)， 

〇~ min｛'Y(n,Kい(m,Kり｝t（xtt-1)2 
xt -1 
< ~ -log x 

< max{'Y(n,が），o(m,kり｝t（”t t -1)2. 

(41) 

(42) 
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Proof. (39)かつ (40)において y=がとおくことにより結論が得られる． ロ

Theorem 4.2 A, B をpositiveinve廿ibleoperators, 0 < £ < Lを£AさB::;LAを満た
す定数とする． このとき任意の t>Oと任意の m,nENに対して次が成り立つ．

ただし

〇::::; min{a(n,Lり9(3（m,Lり｝（刀(AIB)-T_t(AIB)) 

さ S(AIB)-T_t(AIB) 

< max{a(n,£り9(3（m,Ct)}(Tt(AIB)-T-t(AIB)), 

〇さ min{'Y(n,Lり，b(m,Lり｝t刀(AIB)A―1刀(AIB)

さ Tt(AIB)-S(AIB) 

< max{'Y(n, £り，b(m,£り｝t刀(AIB)A-1Tt(AIB),

A出B= A1i2(A―lf2BA―1/2? A 1/2, 

S(AIB) = A1i2 Iog(A-1/2 BA―1/2)A 1;2, 

Tt(AIB) = A1l2 Int(A―1/2 BA-lf2)Al/2_ 

(43) 

(44) 

Proof. CA ::; B ::; LAかつ Aはinvertibleであるので，両辺に左右から A-1;2をかける

とCIH::;A-1!2BA-1!2::; LIH. X = A-112BA-112とおく．［C,L]に含まれる spectraをも

つX についてのfunctionalcalculusを施すと不等式 (41)より任意の t>Oに対して次が

成り立っ．

xt＿証 1H-x-t 
〇三・{a(n, Lt),(3 (m,Lt)}(~ min{a(n,Lt),(3(m,Lt)} (~-~) 

< logX -
1H -x-t 

t 
(45) 

< max{ a(n, ct),(3（m,Ct)} (~拉＿拉—tx-t) ．

ここで (45)の両辺に左右から Al/2をかけると次を得る．

〇::;min{ a(n, Lt),(3（m, Lt)}A1;2 (~ _ ~) A1;2 

1H -x-t 
< A叫 ogX-A1;2~A1;2 

t 
xt玉 1H-x-t 

< max{a(n,f!),(3（m,Ct)}A1;2 (~ -max{a(n,f!),(3(m,Ct)}A112 (~ -~) A112_ 

1H-X→ x-t -IH 
Al/2~ 炉＝ Al/2 炉＝ T_t(AIB)

-t 
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であるので (43)を得る． 同様に (42)を用いると任意の t>Oに対して次が成り立つ．

〇:::; min{,(n,Kい(m,Kり｝t（（A-1/2BA/1/2y -1H>
(A-1/2BA-1/2)i-1H 
< t ―log(A-1!2 BA―1/2) (46) 

< max{,(n,kり，b(m,kり｝t（(A-1/2BA/1/2y -1H>
(46)の両辺に左右から Al/2をかけると次を得る．

0 :::; min{,(n, Lり，b(m,V)}tA1l2 ( 
(A-1/2 BA-1/2)i -lH ¥ 2 

min{1(n,Lt),b(m,V)}tA112 (~)~ A112 

(A-1/2 BA-1/2)i -1 
< Al/2~Al/2 _ A叫 og(A―1/2BA―1/2)A1/2

t 

< max{,(n,Ct),b(m,Ct)}tA1l2 (~r A1l2. 
A112 (~) 2 A1l2 = Tt(AIB)A-1Tt(AIB) 

であるので (44)を得る． ロ

(43)と(44)において t=lとおくと次が得られる．

Corollary 4.2 A, Bをpositiveinvertible operators, 0 < C < LをCA:::;B:::; LAを満た
す定数とする．このとき任意のm,nENに対して次が成り立つ．

〇:::; min{a(n, L),(3（m, L)}(B -A)(A―1 -B-l)A 

:::; S(AIB) -(B -A)B-1 A 

< max{a(n,C),(3(m,C)}(B -A)(A-1 -B-1)A, 

0 :::; min{,(n, L), b(m, L)}(B -A)A-1(B -A) 

:::; B -A -S(AIB) 

< max{,(n』)，b(m,C)}(B -A)A―1(B -A). 

Proof. t = 1のとき T1(AIB)= B -Aかつ T→(AIB)= (B -A)B-1 A. 

れ(AIB)-T-1(AIB) = B -A-(B -A)B-1A 

= (B -A)(I -B-1A) = (B -A)(A-1 -B-1)A 

であるので，結論が得られる． 口
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