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相 空 間 に お け る 運 軌 の 強 度

lntensityofMotioninPhaceSpace

新上 和正 (ATR光電波通信研究所)I

佐々田 友平 (湘南工科大学)

多自由度ハミル トン系での運動とそれが持つ多

安定領域構造(manybasinstructure:basinとは安定
な粒子配置に相当するポテンシャル面の領域を指す)

が織 り成す多様さを議論する.領域(basin)の内部の
運動と領域の間の三つの型(Hl.=)の運動の性質を
議論する.そして.運動量空間での緩和運動と位置空
間での拡散運動に関係する概念として運動の強度

(intensityofmotion)という青葉を導入する.これに
よって運動の型 Il.川で現れる非対称運動(asymmet-
ricmotion)の力学的起源を明らかにする･

以下の内容 1):

§1.始めに

§2.ハミルトニアンと多安定領域構造
A.ハミルトニアン
B.計井方法
§3.運動の撮る舞い
A.内の運動
B.間の運動
1.再帰時間
2.シフト写像と分類
3.三つの運動の塾(川.‖)
§4.運動の性質
A.相対拡散と絶対拡散:転移点Tcの存在
B.TypeHの運動:幾つかの性質
§5.非対称運動(TypeHと=)
A.トー トロジ
B.2つの時間スケール:pushfbn伯rdとpullback
C.運動の強度
D.シミュレションとの比較:Ⅳ=108の系
E.更なるシミュレーションとの比較:〟-32の系
§6.議論

§1.始めに

保存 2)ハミルトン系の運動を特に多安定領域構

造(manybasinstructure)を土台にして議論しよう.
目的は特に§5.のTypelの運動には現れないが他の
運動のTypeであるll.日に見られる非対称運動が現
れる力学的起源を運動の強度という概念を導入して
解明することである.

このために,少し冗長になるけれども多安定領域
構造に起因する運動とこれに関わる問題を簡単に議
論することにしよう.

§2.ハミル トニアンと多安定領域構造

A.ハミル トニアン

ハミルトン系

Hbi,qi]=謹 【望･v lqi]],1
(2 .1)

〟

Vlqi]-∑V(qij)･
3'(≠i)

(2･2)

♂:実空間の次元数.
〟:粒子総数.(2dⅣ:相空間の次元数).
pi:運動量.

qiJl:iと31番目の粒子の位置間の距帆
V(q):粒子間相互作用.(ポテンシャル面Vlqi]の空間
の次元数はd(〟 -1)(1は全粒子に対して一様な変位
の自由度).)

Vlqi]に唯1つ の安定領域 を持 つ系:a-1の
Lennard-Jones(LJ)3ト5).FUP6)･7)系など.

これ迄の研究課題:統計性(エルゴー ド性)の現

れ.8)等分配の法札 高い周波数モードがBoltzmann-
Jeans凍結.9)Ilo)ァ-ノルド拡散,8)ネクロシヨ7評
価 8)など主にKAM トーラスの相空間内の部分的崩
壊に関連 した問題で,Chirikovll)や Bennetin12)ら一
連の仕事がある. ｢､

Vlqi]に多安定構造を持つ系:a-2,3のLJ系など
(天体系を除く).

安定領域の数MlN】:MlN]巴eαN(1≪N).(αは
系に依存する定数.)13),14)
これらの系ではKAMトーラスは現れ難 くなり,
寧ろ多安定領域(manybasin)構造の出現によって運
動は多様になる.

B.計算方法

(i)周期的境界条件:Vlqi]-Vlqi+nL](n:佳意の
整数)

(ii)V(q)>-∞,
(iii)V(q)は大きいqでq-dより速く減衰する.
(i)のLはビリアル定理 15)により与えらる.(圧力P
を大気圧に等しくするよう上を調節する.但し.調節

は初期値を創る時ときのみである.その後はLを固
定して運動を追跡する.

以下-粒子当たりの平均の運動エネルギeKの代
りにTを主に使う:

H geK･ (2･3)

運動を主にLJ型で相互作用する系で調べた.1結果
は.以下の条件を有するクラスの相互作用系でも成り
立つように思える.

(1)Vlqi]の深い所と高い所の差がNに比例する.

lLJ系では相互作用

V(q)-4eo【(q/q)12-(q/q)6】 (T.1)

と書かれるが,時間をt-叫t',長さをL-uLL′,エネルギを

E=uEE',質量をm-umm'とすれば,ut-J(q2eo/m),
uE-eo,uL=J,um-mなる単位系を選べば無次元
のモデル系 岬′,l',m′,t')が待られる･この報告書は,エネ
ルギと質量と長さに対しこの基本単位系を用いる.しかし,

時間は計算で用いた時間ステップ(-0･01×(基本単位系の
単位時間))を単位として選ぶ.
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(a)V【qi]が多安定領域を有する.

コメント:

(∫)初期値の設定:計算機では任意の初期値を与
えることが可能.現実の系でも初期値をある程度指定

出来る.例えば,106K/秒程度で急冷することで得ら
れる金属ガラス 16)は人工的に創られた状態である.
計算は主にランダムな粒子配置に対応する初期値か

ら出発する･(§3･のAでのみ規則的配置を扱う)

(JJ)計算について:代表点の軌道は,粗い時間間
隔でも比較的良い近似解が得られるVerletの方法

26)を使って得られる.(n階の微分方程式はと離散時
間で近似すれば.内部状態に関して∩次の記憶効果を
持つautomatonか.或はn倍のセル数を持つ通常の

記憶を持たないautomatonで解かれる).17)

§3.運動の振る舞い

A.内の運動

多くの安定領域構造を持つ場合での軌道不安定
性を調べる.最大リアプノフ数がゼロとなるかゼロで

ない有限な値を取るかは前節で述べた統計性(エル
∫-ド催)と関係する.安定領域は大雑把に分けると
粒子の配置の仕方に従ってランダムな配置を持つも

のと規則正しい(fcc構造のよう.な)配置を持つもの
とに分類される.

Ⅳ=108の系に対してランダムと規則的な配置の
局所安定領域内で計算した最大リアプノフ数は各々

(0･0<r≦0.05)の範囲で

入,(T)巴0･075(T-TT),(77=0･0), (3･1)

入C(T)と0･012(T-Toe),(TB≦T;ToC巴0.023)

巴0･0(T≦Toe). (3.2)

従って.

(1)ス トキヤステイク転移点(符,Toe)は粒子配
置に依存性がある.

(2)ランダム状態では規則状態に比べより強い軌
道不安定性を持つ.

(T.Cの系のサイズN依存性を確かめていない.-
ひょっとするとⅣ-∞ で0となるかもしれない)

(1)の結果:規則的配置に対応する安定領域では有限

な運動エネルギeOk(=3T.C/2.例えばAr系で巴4.3K)
で軌道の不安定性が起こる(ストキヤステイク転移

と呼ばれる)転移点が存在する(転移点の持つ意味は
文献3).5).27)を参照).一方ランダム配置に対応した
安定領域ではゼロである.Tor(巴0.0)はランダム状態
に対応した相空間ではKAMトーラスが占めている
圧倒的に小さいことを示唆する.(構造変化と軌道不
安定性は無関係である)

B.間の運動

1.再帰時間

運動の分類を何で行なうかという'物差し■につ
いての話す.その物差しは再帰時間t,であり.この平
均の時間に比べ観測時間toが短い時間(to<t,)で運
動を眺めたときの分類である.

再帰時間の存在はPoincarとの再帰定理 18)719)に

よる.その平均値の公式はSmohkhovsky20)によっ
て与えられた(役に立たないが).しかし.この公式で

はN依存性が分からない･t,のN依存性は(導出に
ついては述べないが-恐らく文献があると思われる

が)
t,空 eβN/N

" PN (1<{N) (3.3)

となる.大きなⅣ ではこれは(屡々宇宙の年令より

長い時間と比倫される)非常に大きな値になる.

2.シフト写像と分類

代表点くpi(i),qi(i))を一定時間間隔△tでどの安
定領域(basin)に属するかで表すことによって21)(そ
の安定領域をその領域内の最小エネルギ値Ⅵ で表せ
ば)

Vi+1-¢iVi

のシフト写像(4･i)を得る･

(3.4)

3.三つ運動の型(t.1川l)

(全エネルギに依存して)
Typel:高いエネルギでは代表点は色々なViの
値を持つ安定領域を通過する.時間i迄に通過する安

定領域の数S(i)は,

S(i)-Nc(T)t (3.3)

となる.

■～pell:中間のエネルギ領域では.初めのうちは

Typ訂~夏~両様に,通過する安定領域の数はS(i)-N
c(T)tとなる.Typelと違う点は.Typelの運動はある
時間経過後(T';Nに依存する)で終わり.最後は.数
個の安定領域を遍歴する.運動は相互作用エネルギ

(Ⅵ)を低くする方向に進行する.これを非対称運動
(asymmetricmotion)と呼ぶ.

TypelH:低エネルギ領域では.初期に数個の安定

領痩百万可 それ以後間欠的(intermittent一y)に安定
領域を遷1移する.Typellと同様に相互作用エネル
ギーを低くする非対称運動が現れる.

§4.運動の性質

A.相対拡散と絶対拡散:転移点屯 の存在

絶対拡散a(i)と相対拡散r(i)は各々,

ap,q(i)-

rp,pJ朋′(i)-
で定義される.
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ap(i)2+aq(i)2, (4･1)

r叩′(i)2+rq,q,(i)2 (4･2)

ap(i)2-品 ∑ 1pi(i)-Pi(0)l2, (4･3)I

aq(i)2二品∑ lqi(i)-qi(0)l2, (4･4)1
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rp,p,(i)2-品∑lpi(i)-P'i(i)I2, (4･5)I

r.A(i)2-品∑ lqi(i)-qi(i)l2･ (4･6)I

pi(i),qTi(i)はpi(i).qi(i)と時間t-0で僅かに違う初
期値から出発した運動量と位置である.定義から三角
不等式が厳密に成立する.

rq,q･(I)≦

rpd(i)≦
a.(i)2+aq2,(i)+rq2d(0), (4･7)

ap(i)2+qpJ(i)2+rl,p,(P)･ (4･8)

(pl)位置に関する絶対拡散は,普通,次のように
与えられる.

aq(i)2空言D(T)i(D(T):拡散係数)･ (4･9)
(pB)Olesedecの定理22)より,相対拡散は短い時
間間隔tで指数関数的に増大する.

bl)b2)の性質により.

0<i<Tcの時間領域で,rq,q,(i)とrqd(0)exp【入,t],
(4.10)

Tc<tの時間領域で,rM′(i)巴D(T)i (4･11)
なる転移時間TcがTl･在する.このTcは.運動量空間

で相対拡散rp,p･(i)/Jf

rp,,,('C)-△戸e入rTcと ノ面 (4･12)

から与えられる.(府 は1粒子当たりの運動量空間
のサイズである.2)よって.

･C-& ln(& )
(4.13)

で与えられる(△声rp,p,(0)).

B.Type日の運動:幾つかの性質

(0)バースト性 (間欠性)
(1)強い軌道不安定性:安定点間の~遷移は速い.
遷移過程では.絶対拡散と相対拡散(各々をaq(i)と
rq,q,(i)で表そう)はともに時間士の指数関数的に増
大する･つまり,aq(i)巴eXPl入at],rq,q,(i)=expl入,t]･Aa
とん は安定領域内部の運動の軌道不安定性に比べ数
倍大きい.

(2)複数の経路形成(multipathformation):_初期
値の僅かな違いで異なる安定領域間の運動が起こる.

(3)容易な経路形成(easypathformation):遷移
過程で,粒子運動は連鎖的で.粒子運動は三次元位 置

空間で線 トポロジーを措くように起こる.

(4)局所的遷移要因(loca一trigger):少数の粒子が
安定点間の遷移運動の要因である.

2粒子の全部の運動量に対して同様の議論を展開出来

る(文献24).

(5)なだれ崩壊(cascadecollapse):少数の粒子運
動に他の多くの粒子が追従し.遷移が完了する.(但し,
小数の粒子のみが運動し他の残りの粒子は余り動か

ない場合もある.)

他の散逸系でも間欠的遷移運動は起こる.

5.非対称運動(TypellとLH)

A.トートロジ

TypeH,=lの非対称運動は何故現れるのであろ
うか.非対称性はV【qi]を通じて.即ち.位置変数を通
じて現れる.ミクロカノニカルの場合に位置変数の

区間(qi.qi+dqi)での分布関数(滞在時間に比例)は
(mixingを前捷 とすると)

nqと/6(e-Hbi･qi])Hidpidqi
と(e-Vlqi】)翠-1rIidqi (5.1)

となる.Vlqi]から(V【qil+A)に進む運動の前後での
相空間体積比

7-(1一議 )響-1

- pl一議 (筈-1)1,
1≪dN.i-V-TdN/2の時.CanoniCa1分布

- p(一芸) (5･2)

となりVlqi]が低い方が滞在嘩間は長 くなる･よっ
て,非対称運動が生じることが結論される.

しかし,これは(5.1)を前提で話しを進めている
ことに矛盾がある.

B.2つの時間スケール:pushforwardとpuHback23)

二つの典型的な場合.即ち,代表点が一つの安定
領域に長時間滞在する場合と一つの安定領域を短時
間で通過する場合を考えてみよう.前者の場合は,各
粒子は色々な運動量を取りながら代表点は色々な状

態を巡るであろう.この時,経巡る運動量(pi)の相空
間の体積は上で与えたようにnp 巴(e-Vlqi])dN/2-1
で与えるだろう.一方後者の場合では,短時間では各
粒子の運動量は殆んど変わりがなく一つの安定領域
のサイズを拡散する.この時.代表点は色々な状態を

巡らないうちに,換言すれば.Opt(e-Vlqi])dN/211の
運動量の相空間の体積をサンプルしないうちに他の
安定領域に移動する.

二つの場合は.二つの時間スケールの存在するこ
とを数えてくれる.つまり,代表点が運動量の相空間

ノの体積をサンプルする(運動量(pi)の運動と関係す
る)時間スケールTpキーつの安定領域のサイズを拡
散する(これは位置tqi)の運動と関係する)時間ス
ケールTqである･

このことは次のことを意味する.(5･1)は運動量空
間でのmixingが完了する時間小 二比べ位置空間で
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有意なVlqi]の変化を与え､る時間小 二比べ,;p≦Tqで
あるなら(5.1)で表されているように運動量空間に
関して測度のpushfbrwardが起こる.23)このような

測度のpushfわrward/pUllba｡kとそれが運動自身に 従って4
跳ね返るかどうかの時間スケールが T;p.Tqである.

C.運動の強度

多様な運動が絡み合うために運動に形態変化が
痩れる.その変化を表す概念として運動の強度という
青葉を導入する.前節では運動量空間での運動と位置
空間での運動が運動に変化を及ぼす.この時.その度
合いを

岬)-署, (5･3)

(T4と1lpは上記の二つの時間スケール)で与え.

q(T)>ll.TypeJ

q(T)<1- TypeH,日

に相当Lp(T)-1の転移点がTypeJとTypeH,‖Iの
運動の境界であるというのが我々の主張である.

二つの時間スケールTqとTpを与えよう･TpをTc
と見倣せば.

･p(-Tc)-h ln(a (5･4)

この71pはKrylov24)が与えた運動量空間での練和時

間に等価である(彼は全運動量に対する緩和時間を

得た).

一九小 ま,代表点が一つの安定領域のサイズを
拡散する時間スケールである.従って.安定領域の広

さを与える長さをeで表せば(4.7)(4.4)(4.9)より.

･q-(; ,& (5･5,

となる･(5･4)(5.5)を用いると(5.3)は

q(T)-(筈 )豊 In(&), (5･6)

(e:-つの安定領域の広さを与える長さ;D(T):拡散
係数;A,(T):最大リア7'ノフ数;△p-:運動量の平均の
初期値誤差)

(5･6)のq(T)の表式には安定領域のサイズeが
現れているためにその評価は難い･(515)の,lqを代表
点が時間tの間に通過する局所安定領域の個数S(i)
を使って現象論的に表わす･Tqの時間でS(7lq)とNで
あることから.3(3.3)を使えば

3(5･5)から1粒子の各位置変数(3:,y,又はZ)が'qの
時間に1つの安定領域を横切る平均時間程度であること

が分かる･各変数が独立にランダムに(この措像は,例えば

拡散定数のT依存性からサポートされる)安定領域を横
切ると考えればTqの時間にN個程度の安定領域を横切
ることになる.

1
Tq=不可` (5･7)

q(T)-言誤 In(蛋 )･ (5･8)

D.シミュレションとの比較:〟-108の系

N-108の系でq(T)-1を満たす転移点r を計
算する.計算された.71p,Tqは図1に与えてある.計算
されたc(T)は

C(T)=孟 e-2･16/T△t (5･9)

である(△tは単位時間:注1を見よ).また.

･p-呈 (5･10)

L-1cm(系 の サ イ ズ).h-Planck定 数 と 取 れ
ば.24)ln(△p)2-18･8850と な る･q(T )-Tp/Tq-1な
る転移点はT■巴0.48である.

一方計算機シミュレーションでは,
1回日 T+=0.55
2回目 T■=0.55
3回目 r■=0.50
_ 4回目 T■=0.50
5回目 T+=0.50
となり.理論値との一致 は良い.

0.0 0.2 0.1 0.B
tenpo｢QLu｢○

0.O l.0

図1･LJ系でのTpとTqのTの関数形.粒子数は
108である･縦軸は△tを単位時間に測る.(単位
系は注 1を見よ)D(r)-Tp/Tq-1なる転移点

4逆に(5.5)と(5.7)から安定領域のサイズとして

振 3Ⅳ課 (T･2)

が得られる.
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はr巴0.48である.転移点の位置は主に.Tに
対して急激な関数である･rqで決まる･

E.更なるシミュレーションとの比較:〟-32

他の(St川inger-Weberの)系での比較を行う.25)
使った系の粒子間相互作用は

V(q)-.A(q-12-1)el/(q-qo)(o<q<q.)

-0 (qo≦q) (5･11)

(A-8･805977;qo-1･652194;質 量m=1)で
N-32の場合である･彼らが計算している(Tq自身を
直接計算しているのではないが)

C(T)-孟 e--3/T△t (5･12)

(△戸0･01:単位時間)を使い.Tpは新たに計算した結
果が図2に与えてある.この時.理論値Tと1.6-1.7,
また.計算機シミュレーションと1.5である.驚くほ
どの-敦である.
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●●●●

う}''･･･
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図2.LJ系(相 互 作

用の型は(5･11)に与えられる)での1:pとTqの
Tの関数形.粒子数は32である.(人工的な系で
ある為に秒には直せないが)時間は△t-0.01を

単位時間に測るp(r)-1=p/1:4=1なる転移点は
T'巴1.6-1.7である.

§6.細論

(1)運動の強度q(T)で運動量と位置の運動の非
対称性について:運動量空間での運動はmixing.位置
空間では拡散運動である(どちらの空間でも代表点
の集合の運動を考えている).運動量と位置の変数は
カノニカル変換で相互に乗り移れる.5従って運動量

と位置空間の運動はq(T)に対称的に入るべきであ
るように思われる.しかし.現れる非対称性はハミル

トニアンに入る運動量変数と位置変数の関数形の違
いよる.

5例えば,tpi,qilからip;,q;〉･ここでp'i--qidi-Pi
なる変数を採用する.

ハミルトニアンでは.(qiを含む)Vlqi]は一般に複
雑な関数形をしている.この関数形の違いによりqi
は大きく変化してもエネルギの増大に必ずしも伴わ

ない.よってqiに比べpiは動ける領域が'狭 ('なる
ために.より速い緩和(記憶の喪失)が生じる.緩和の
速さの違いが運動の強度の表式に運動空間と位置空
間の運動の非対称性を斎した.

仮に運動量変数を含む部分に多安定領域構造が
現れ.位置変数が単調な関数であるようなハミルトニ

アンを考えれば.小 二mixILng,T=pに拡散運動が入って
くる.§4のTcの転移点の存在と運動量空間か位置空
間のどちらの運動がTcの原田なのか(いまの場合は
運動量空間である)は主要な結果の一つである.

(2)Typelの現れるエネルギ領域での水の,運動
は.28),29)(一見して)ここで述べたType日の運動に
相当するもののようである.尤も,これはある安定領
域の近くにLJ系のようにより低いエネルギ値を持つ
安定領域が鯉いだけで.より長い時間に渡って見れば
L｣系と同じかもしれない.

(3)非対称運動による位置空間のエントロピー減
少:｢最初に箱の右半分に寄せられた多粒子が拡散し
て行き再び元の状態に戻る確率は非常に小さい｣の
例えで屡々不可逆性が語られる.これは初期状態と終

状態でのミクロ状態数の比は1対2〃(〟:粒子数)と
圧倒的に終状態が大きい為に元に戻る確率は小さい.

TypeIl,lHで現れる非対称運動の初期状態はラン
ダムな粒子配置をもつ状態であり,一方終状態に対応
するものは規則的な粒子配置を持つ状態である.･この

初期と終状態での配置の数の比はラフにeαⅣ(α:逮
当な定数)対1となる(ランダムな配置数は規則的な
配置数に比べ圧倒的に多い).上記の不可逆性の例と
は逆に配置数の圧倒的に少ない単一方向に運動が進
む.

この理由は,ランダムな配置は規則的な配置に比
べ配置数は圧倒的に多いにも拘らず.逆にランダムな
配置を持つ状態の運動量は小さく.規則的な配置では
運動量が大きくなる.このために,位置空間のランダ
ム配置では空間体積は大きいが運動量空間での空間

体積は小さくなる((5.1)を参照).一方.位置空間の
規則的な配置では空間体積は小さいが運動量空間で
の空間体積は大きくなる.位置空間と運動量空間の体
積を掛け合わせたものがランダム配置より規則的な

配置を持つ相空間の体積が(圧倒的に)不きくなるか
らである.

でも.何故'運動の強度(intensityofmotion)'な
のか?

I電子メール.･shinjo◎atr-rd.atr.co.jp
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