
単純 HMO理論における固有値問題 (補足 )*

佐賀大 ･理工 ･工化 竹 山 尚 賢

(10月 20日受理 )

旦旦 前報で ｢差分方程式に徹すれば特解 とLてLCAO係数 に aj,,- eikj'

をとる理由はない｣ としたことは行きす ぎであ り,おわび して取消 させて頂 き

ます｡

補足 初歩的な羊とであるが,単純 HMO理論の固有値問題 で基本単位 とし

て

β(a r - 1 十 ar十1)+(α-E)aγ-0,

(原子の位置 を示す番号 r-1,2,･･･- ,a)

(1)

をとれば,種 々の場合 に解 が求 まるが,その理 由を明 らかに してお くこと,及

び前報で示 したように, γを連続化 して

(V;+k2)V(γ)-0

を足場にとり,

ar- W(r)

ととればIl)の問題は

(e-V,+e+V')W(γ)-F(卜 1)+ W(T+1)=2COSkW(㍗)

(2)

(3)

(4)

によ り直ちに解 けるが,その根拠をいま少 し明確に してお くこと｡以上 2点 を

補足 してお きた′い｡

全体 を通 して考察に役立っよ うに(1ほ 次のように書 きかえる｡

* 記号はすべて前報に準ず る｡
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件

aγ-1-2aγ+aγTl十k2aγ-0,
盲 2 ≡(α十 2β-8)/♂

(5)

この定数 を係数 とす る線型 2階 (対称 )同次差分方程式は一般的 にいえば条

oく た2 く 4 (5･a)

を満す場合 にのみ,す べての解 が有限に振動 L(特性方程式の根は虚根,絶対

値 1 ),振動の伝達系 とみ ると(5)がフ ィルター を形成することになる｡ しか し

なが ら, (5)を例 えば一次元系に適用す る場合,両端 を固定す ることに対応する

境界条件

ao=anT l=0 (5･b)

があるために,無限に振動す る解はこ とご とく恒等的に零 となるので,(5･a)

は 自動的に満 され る｡

Ⅰ. 行 列 に よ る 解 法

(5)を行列 で示す と

(aar,'1)-(2~li2;1)(aar,_1)
とな り, (5･b)の もとで γ-1,2,･･･,n に対 L,次式 とな る｡

(oanト (2-liz:)a(:1)

′
(5i

従 って振動 の場合 と同様 に(5)の係数の行列 (この場合 も伝達行列 とよんでよ

い )の n乗行列 の対角化 とい うことになるO これ を解析的 に行な うには衆知 の

ようにCauchyの積分公式によって
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単純HMO理論における固有値問題 (補足)

(2:i2-.1)a-去S(Z~;+盲2:1)-1zndz
を計算 して も, 代数的 にはCayleyの定理 に よ り

･- (211i 2 -.1) , E - ( 三 :)

とお き, Tの特性方程式

Z(I-2+72)+1-0

の 2根 }1, 12-}111を用 いて -

Tn T E

Aln }1 1

12n '12 1

- 0

か ら Tnを求 めて もよいが,要す るに次式 がえ られ る.

(2-lk2 I.1)a-

(7)･

i;nl-nTll1-n二 二 nllnl) (8)

これによ り, (6滴 らゝ

lln⊥1-}1-(a+1),

故 に 右 -expiijw//(a+ 1)ト

(j-1,2,･･･,a)

及 び, (9ほ 用 いて n-Tに対 し

aγ//al-Sinijnγ/(n十 1))/Sinij花/ (n千l))

規格化 して

一一1531

(9)
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aj,,-(2/a+1)%sin(jnr/(a+1))

が えられ る｡ また(7), (9)から

右+ll-1-21kJ3

-200S(j7E/a+1)

従 って(5)にかえって衆知の

ej-α+200S(j7E/a+1)♂

(lq)

(11)

(12)

が求 まる｡以上 により,基本単位 (5)あ るいは(1)のみをとり,伝達行列 Tをっ く

らせ,その特性方程式の 2根 11,-1Tl(これは(1Iが対称形であることの必然的

結果 )と境界条件 (5･b)を満すように aj_,γを定める,すなわち特解 eik}Tを
とると,ul)の形 に問題が解 けることがわかる｡

通常の永年方程式 を解 く方法 との等価性 もまた上述の内容 に含 まれ る｡

Ⅱ･連嘩系-の移行

連続系-の移行 を示すために(5川こ 2階差分演算子 A2を用 いて次のように書

き直す｡

(A2+盲2)a,-o 3日劉

いま差分の 目盛 を 1から ∂に変えることを考える｡ αγを α(㍗)と書いて境界

条＼件 を (5･b)か ら

a(o)-a(a+6+ 1)-0 (14)

に とりかえると,A2は条件 (14)つ きでエル ミッ ト演算子であるか ら,直交条件
a

∑γ=1aj(r)aj′(r)-♂)･j,
n

-∑r=1AJ･(r)Aj,(γ)♂

を満す形に
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単純HMO理論における固有値問題 (補足 )

Aj(r)-aj(r)/8y2

-(2/(a.､∂十 1)i,14sin(jw,/(a+8+1))
を定 めることができる｡た ゞし(15)で上つきバーは複素共役 を示すO-方 (13)は

∂サ2(A2+盲Jq)aj(γ)-0-
となるが

盲12･/82-28-2〔1-COS j7C∂

が 2階差分演算子 ∂~2A 2の固有値 となることを意味す るO

∂-Oの極 限で rは連続座標 とな り

ei,a∂12A2-V,2-∂2/∂T2
∂→ o

ei,n∂~2iJ?-(j打/a+1)2- k;･
∂→ o

となるから(16)に対 し

ei-AJ(,)- (2/(a.1))/I/isin(jwr/(a.1))♂-→o

- aj(γ)≡Vj(γ)

(16)

3日琵

u8)

(19･d)

(19･b)

(19･C)

であることに留意 し,直交規格化 された固有関数 の針 ‡wj(γ))を導入すれ ば潤
は /2;:

(V,2 †弓 )Fj(r)-0,

1-1,2,･･････,a

となる｡境界条件は(14)で ∂ - 0の極限か ら各 ノに対 し
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Vj(0)=Vj(a+1)=0

となる｡ また直交規格化条件 は同じ極限で(15)か ら

f(叶 !'V , vj′(,)dr-∂JJ･,

である｡

皿. 連続系 から差分系-の再移行

われわれの目的は,連続系における固有値問題 (19)(CO)とともに )を解 いて

(19･b& C)を求め,(19･C)における

Vj(r)=aj(γ)=aJ･,r

(20)

el)

(19･C′)

の関係 を足場 に,ー再度差分式(1)あるいは(5)の解法に向 うことによ り達せ られ る｡

いま差分の間隔 を ∂とするとき,

e±∂Vrg(γ)-g(T±∂)

であるから, 2階差分式

∂-2､A2g(r′)

-812(V(γ-8)-2g(γ)十g(γ+∂))

- K2V(γ)

の固有値 K2を 境界条件

g(o)- V (TL+1)-0

の もとで求めることを考えればよい｡

C3)はC2)によ り,

-156-

護萄巳

L13)



単純 HMO理論における固有値問題 (補足 )

8-2(2oos(i∂V,)-2)F(r)- N 2g(γ)

となるが, u9)から

VrFj(γ)-±ikJ･Vj(γ)

と求 ま:?ているか ら(oosは偶 関数 ),

K芦- ∂丁 2 ( 2ooskJ･∂12),ノ

(5)との比較 か ら∂-1ととり,衆知の

Ej-α+2rβGOSkj

がえられ る｡

伽

異種 3原子鎖 を単位 とする一次元系-の適用 (Evans-Gergelyのポ リペプ

チ ドの模型 )

有限長の線状分子の場合か ら並進対称性 のみ を考慮 して無限長の場合 に容易

に移行できる利点 を考 えると,私 としてはEvans--Gergelyのポ リペプチ ドに対

するHMO理論の適用例 を想起せざるをえない1.)具体的な解析の結果は間 もな

く報告できる段階に達 しているが (竹山,中島 ),ここでは一次元系の-例題

として補足す る｡

37㌧1 3T 3γ十1 3㌢⊥2 3γ+3

β｡ β1 β2 β3

α1 α2 α3 α1

(fig･1)

原子 A,B,C の クー ロン積分 を α1,ーα2,α3 と し,結合 A- B, B- C,

C-Aの共鳴積分 をβ1,β2,β3 ととり, fig･1のように番 号づけを行な う.

この系に対 し3元連立 2階差分方程式
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(α.-E)a3γ十j93a3r-1+Pla3r+1-0

(a2-6)a3T+1+Pla,r+j92a3r+2-0

(a3-6)a,r+2+j92a3r+1+P3a3r-3-0

(25･1)

をたてることは容易であ り, これは番号 をず らす演算子 ｡±∇ を用いて次 のよ

うに書 きかえられ る｡

((α1-8)1+Ple+VT十β3 e~VT)a3r-0

(βle~Vr+(α2-E)1+P2e+Vr)a3,十 1-0

(β3e+V,+β2e~VTェ(α3-8-)1)a3γ+2-0

(25･2)

これは α3r,α3r+2を消去 して,すなわち次の行列式の形 にまとめられた演

算子 により, α3r+1のみに対する対称形 の方程式に変換 され る｡
＼

(α1-8)1 βle+ V ' β3e-Vr

plc-V' (a2-8)1 pee+VT

β3e+Vr j92e-V' (α｡-8)1

行列式 を展開 し,改めて

a｡T十 1 ≡ V(r)

α｡rニ1=0

(25･3)

(26･1)

を導入 し, (e-3Vr+e+3VT)を (e-Vr +e-Vr)と推移 の単位 を･1として次

式 がえられる｡

〔い い α1)(E-α2)(8-α3)-(- α1)β22

-(- a2)C2,-(_8-｡3)β;)1

-β1β2,33( e~VT-Le+V,)〕F(,)-0

従 って, この場合 もまた固有値問題は
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単純 HMO理論における固有値問題 (補足 )

(e-VT+e+Vr)g(r)- lv(r) q7)

を適 当な境界条件 の もとで解 くこと一に帰着す る. まず有限長の場合, a-mer

と して

ao-a3n+1-0,

or F(o)-軒 (a+% )-o

を境界条件 とすれば

Fj(T)-NjSinkj rI

kj-3万j/(3n+1)

(j-1,2,････.州 ,Ti)

が定 まるo但 し,Nj は規格化定数oこれによ りqT)tま容易に解 けて

Ij-2coskJ･

と求 まり,(26･2)は 3次代数方程式

Ei-(｡1十｡2+｡3)eJ?-+ (α1｡2+｡ 2｡3

エαl｡3- β ; -β221 β ; ) Ej- (al｡2α3-｡1β22

-α2823-α3β21-2β1β2β300Slkj)-0

の根 を求めることになる｡ これは

xj- ej-(α1†α2十 α3)/3

のお きかえで基準形

xJP+3axj-2bj-0

とな り, (a2+bJ?く 0)3実根は公式
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xll'-2ト a)y2'oos(oi/ 3),

x12)-2(-a)%oos((Oj+2万)/3),

x13'-2(-a)%oos((OJ+4花)/3),

(但 し, ei-00S-1(-bi/(-a)%))

で求 まる. MO準位数 は全体 で 3n｡

無 限長 の場合 には並進対称性 に うったえて, 位9)に代 ヮ,

V(㍗)-e'kγ 位9)′

と とり, (抑か ら

}- 2 oosK

従 って(30)で kjを G(一･打<タ≦7Cの殆 んど連続 なパラメーター )にとり, 3根 が

それぞれ 〟によ り幅を生 じ,バ ン ドをなす こととなる｡

ポ リアセ ン系-の適用

2 4

2′ 4′ (2 T ll )I
(2 r)

(2n)I

(fig･2)

たとえ同一原子 からなる系 であって も,一つおきに縦 の結合 を有す る冬めに,

○ と● とで示 したように異種 の結合状態にあ り, クー ロン積分,共鳴積分 を違

えて fig･2の ように とる. 1,2,3, ,(2'LTl)の原 子 と 1′,2′,3′, ,(2n

+1)′の原子 との間には長 さ方向の中心軸に関-して対称,反 対称の関係 αr′-
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±αγを生 じるが,基礎 の差分式

(al-E)a2r+Pl(a2T-1+a2r+1)-0

Pl(a2r+a2r+2)+P2a(2r+1)I+(a2-E)a2r+1-0

は, このことを考慮に入れて

((α1-6)l+Pl(e~VT+e+Vr))a2γ-0

(.pl(e~VT+e+V,)+(α2-8±β2)1)a2,+1-0

＼卜

/

第 2式の複号 (+ :対称.- :反対称 )に留意するだけでよいことになる｡ こ

の連立差分式は

(αlLe)1 Pl(e-V'+ e+V')

β1(e-VT+e+V') (α2-E±β2)1
α2r=0

によ り対称化 され,単一の 2階差分方程式

〔((8-α1)(E-a/2手β2)12PH 1

_β;(e-V ,+e+v r′)〕g(γ)-0,

g(γ)≡ a 2γ,

となるOた ゞし複号の-が対称,十が反対称に変る.一方,境界条件

ao-a 2n+ 2 -0,

あるいは V(0)-g(a+1)-0

か ら

vj(T)-NjSinkjT ,

k1-万j/ (a+ 1) ,

1-1,2,････.････,a
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(31)は解 けて

Ej-(α1+α 2±j92)/2

± (射 ((α1-α2羊β2)2.16β…coS字kj)y2 (33)

と 4nコのMO準位 が求 まる｡但 し,β2の前 の複号は同順 で上が対称,下 が反

対称 になるO ところで全MO数 は 2(2n+1)であるか ら2コのMOが未定に

残 されてお り,それ は,鋤の特解, α2γ-α2r †2-0,α2r十1≠0の状態 であ り,

8-α2± P2 選別尼

の対称 (+) ,反対称 (-) の 2準位であ り,すべての偶数番号?原子の LC

A O係数 は零,

a2T+1-ト 1)r/(2n←1)y2'-±a(2T+1)′

の係数 を奇数番 号の原子が とることになる｡

む す び

単純 HMO理論のわ く内での話 しであるか ら,分子論 自体 を improveす るよ

うな意図はなく, q aposteriori-st ●)の立場 に立っ｡一地方大学に学ぶ もの

として, どうしてもこの線だけは民主化 しておきたい｡-学生の人達 にMO法の

基本概念 だけは, ｢あとはこの永年方程式 を解けば よい｣ とい うことでなく,

可能な限 り解析的 に伝えたいと考 え,例 えば規則性 さえあれば,高分子系に至

る女で-州 と考 えた次第 です｡化学構造 とのつなが りを保 ちながら,例えば細

胞法 の基本的 な ところ をふ まえて,一応の線 は出せたDではないか と思 い ます｡
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