
格子気体 の クラスターサム 〔Ⅱ〕

(1月 17日ー受理)

井 上 政 義 (阪大工)

§1 ‡ntroduction

この論文 〔I‡〕では､初めに二次元正方格子のクラスターサムblの最高巾に

～.ついて述べる｡ S･.Katsura(1)は 蝕chの係数を用V･lて､19-1-20 まで最

高巾-の値を求めた｡ 我々は､異なった方法で最高巾の性質を見出し､新 しく導

ニス した係数Cかn及びCβ-nの初めの数項を求めKatsuraの結果 と一致 したo

王.§3では､凝縮理論の基本仮定である､ bl>0 について,菖4では､主に寄

･･与するグラフについて述べる ｡

§2 blの最高巾の係数

低い温度では f(…e-V/kTl )が大き(なbbl の値は､fの最高巾の環に

強 く依存する｡ 二次元正方格子についてこの最高巾の係数の値を求めてみよう｡

定理 I 最高由のグラフには重なった粒子はなho

証明(i,)重なった粒子が､ 他の格子の粒子と結合 している場合｡

キ二Tf-:-,::f至 がありキ ンセルして寄与 な し
(ii)重なった粒子が､ 他の格子の粒子と結合 してない場合｡

に対応して があり(-A)は最高巾の グ ラ フ に なりえない

輯 一般のC(クラスタ-の粗子数)について も同様である｡(Q･包.D･)
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blの最高巾の係数 をblp… Clとすれば､

定理 iI Clは最高巾のグラフの数に等 しい

証明 定理 Iにより最高巾.のグラフには重なった粒子がないので､ 1億のグラ

フにつ きe!回の粒子の入香があるO粒子の入巷を考えない場合のグラフの数

をC1'とすれば､

cl-19頼Cl･-CJe!
(Q.冒.D.)

遼寧 Ⅱ 6-m2( m :自然数)の場合の最高巾のグラフは､一辺が (m- 1)

G7)正方形であ りCl-1巾数は 2m(miii-1)で量るrJ. (証明省略〕

例 p-32-9

輯 β±12-1のときbl-1

定理 Ⅳ e-m(m+1) (皿 :自然数)V?場合の最高巾のグラフは一辺が Tn,勉

の辺が (n- 1)なる長方形であjjCl-2,巾数は｡(2甲.-1)であるO

(証明省略)

例 C-3(3+1)-12

嵩∃ 彊

定理V C千m2-n(犯,nは自然数で且つ､m≧n+1)なるときの Clは血に
は依存せず n把のみ依存する.

証明 n- 1のとき

(i) C-22-1-.3

_冨二

四 e-32- 1-8

+ Oや 一〇 ∴03-6
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･江崇∴C8-6
珂 e-42-1-15

≒≒ -
∴C15-6

一般に9-m2-1(且つm≧2)なるときCl-6であるo
n-2のとき

勘 クエ32-2-7

酢 +弼+㌔+毎∴C7=22
粥 p-42-2-14

+ 喝 + …辞 +

=10+10+1+1-22

一般に6-m2-2(但 しn≧ 3)なるとき Cl-22であるO
以下同様である｡ (Q･臥 D.)

定理 VI 9-m(也+1)-ri(m,nは自然数で且つ m≧n+1)なる時の Clは皿

には依存せず nにのみ依存する.

証明は定理 Vと同様である｡

一般の Cは次のti),囲 ,稗 ,桝 の何れかに一意的に分類さ.ft ､ 上に得た定

理 Ⅱ～Vrを用いると次のようになる.

(i)e-n2
t
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例 1,4,9,16,25,36,--

定理 Ⅱ お よび b1-1,よ･わ

cm2…Cα=1

的 e-m(m+1)

例 2,6,12●,20,30,42,-- -

定理 Ⅳ よb

Cm(m+D ≡ CP=2

稗 8-m2- n (但 し皿≧ n+1)

列

a-1 :3,8,15,24,---

n=2 :7,14,23,34,-.･･･

a-3 :13,22,33,46,･--

a-4 :21,32,45,60,

定理Ⅴより

Cα_1…C3-C8-C15=024-

Ca_2…C7-C14-C23=C3阜=
Ca_3…C13-022-C33=Ci6=

Ca_4…C21-C323C45=C60-

桝 9-m(m+1)-rl (但 しm'≧ n+ 1)

例

n=′1 :5,ll,19,29,41,

a-2.: 10,18,28,40i･.54,

a-3 : 17,27,_39,53,69,
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n=4 :26,38,52,68,86,
●

定理 Ⅴ工よお

CP-1-C5=C,11=C量 =C529= L･･

Cp-2…CIO=C18=C28=C40= -
Cβ-3…C17=C2･7='339-C53-
Cβ｣4…C26=C38=C52=C68=

以上を纏めてみると,

C :① 切 3 ① S i-i] 7 8 ⑨ 10 11 田 13 14 15､⑬
しー LY-ノ し- ･･-.･一一＼′ 一 一一/

分類 : i ii 血 i iv ii 皿 l iv ii 並 i

C!i:α β a-1α3'-1βα-2a-1α β-･28-i β -a-3α-2a-1 a

次に実際にC!lの数値を求めてみよう｡それには､Ca,Ca-1,CaT2,Ca_3

:･･と CP･Cp-1,Cp-2･-ClP-3,･･･の二つのシZ]-ズを計算 しておけば良ho

Ca_nの計算

回
､国

観

Cα･-1:定理 Ⅱ より

Cα_1=6

Cα_1…C3= +0-0-勺=6

画 ea_2-22

輯

ca-2…C17- 琵 ㌔ 弼 +♂+敬-22
回 Cか 3-68
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Cα_3…C13-
柿

義

●

窪や+欝+感
(V) cm(m+1)+1-CUn+1)2-m-Ca-n

=28-ト32+8=68

この式から解るように cm(n+1)+1のm- 1,2,3,4,-･の場合を計算

すれば､それぞれ qか 1,Cか 2,Ca-3,'Ca-4,/･･が得られるら これを用い

て､Cα_凸のシ.リ-ズを求めるのも興味ある方法である｡ 〔前の論文 〔I〕で

最高巾の一般項についてこの論文 LIヱ〕 で述べると予告 しましたが､ その後､

グラフ考数え落 していたことがわか り現在そのことについて研究中です｡〕

式 (V)を用いる不等式が得 られるO

甲≧ 6 の場合 (則ち､ n≧ 6)

竪璽

千 m･1,･1- i汀･ロ÷ロ+ロ-
-2(4m+2)+24Cl(4m-4)+24C2て4m-10)

+24C3(4m-16)+2｡(4m-22)+ ･-

-1218m-320+f回 f(m)>0

∴ Ca_n> 128n-320 但 し n≧6

Cβ-nの計算

Oa_nや場合と同様にして叛の結果が得 られる｡

(i)CP=2

帥 Cβ-1-8

鞘 Cβ-2=30

阿 Cβ-3=88

i.V) cm2+1=Clm(m+1)-(a-1)=Cβ-a

rよb

Clp-n>64n-256 但 し n≧6
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§3 bl>O

Ursell展開を用いる､古典気体の凝縮理論はMayer 等によって初めて論

ぜ られた｡ その後､ 多 くの若者達によってこの方法は発展させられた｡例えば

K･ Ikeqa(2厄 ､体系の体積に依存 しない系のクラスター積分をblDとすれば
すべてのCに対 してblOが正であること､p--のとき､ (b10)14の極限値boO
(>o)が存在すること-および級数 ∑lW=12blOzsl(-vS-1)が収束すること
〔但 しZs- (boo)~1〕 を仮定 した うえで､厳轟な凝縮理論を詳細l,･e論 じた｡し

か しなが ら､これらbl に関する尤 もらしい仮定については､末だ充分な証明

はなされていなh o 〔最近､I.ainibret'3)によってバナツ-空間のテク･-ツ

クを用いた､クラスターの性質に関する研究がなされた O しか し相互作用とし

て､斥力の場合 しか論 じていなho〕 我々は､十分に低い温度以下で､ bi

>0なることの証明を二次元正方格子気体について試みたが､以下に述べるよ

うな結果 しか得 られなかった｡

一C-In2/-l> 1の場合 ′

趣 -f2m針 1)+ 2m(mE-1)一lbdnfn
n-0

>f2m'm-1)- 2皿Pilト 1塵 nlfn
n=¢

/-血2-＼
-r

p- m2なるグラフは全てこの中に 入いるから､

tbm2nf< d冒頭-
(皿4+m2+1〕王

が !(d-1)!

m≫ 1としてスタ-7)ングの公式を用hると､

二 m2Ⅱ芦

極痛 く ml2皿2
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(2)式 を(1)式に代入すれば､

bm2>f2m(a-1)- 2m等 lト 1m2_,dZfn
'_Tl=0

=f2皿(n-1)一 m2m2
1-f2m(m-1)

1→f
(3)

十分に低温のとき､ f-e-V/kT-1- 1 巨担し､k ニボル ツマン定数､ V .･相

互ポテンシャル､T .･絶対温度 lであるか ら､(31)式 より

bm2>f2m(m-1)- 好mZ･f2m(m-1)-1

=f2皿匹 -1j-1(f-皿2m2)

十分に低温であるかち､

e-V/虻｣1二e-V/kT とすれば

(4)式 より

T< -
(-V)

k

なるとき bl>0である′.

T

(但 しl-m2〕

領域:･!:必ず bl>0

領域I:I:bE>O orbl≦0

則ちI bl-0 の温度をTleとすれば

rilt｡> 1 (-Vj

iln l . 一 k
= T'L

I ･
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Tlrは､ p--のときTl'-0 とな り､凝縮理論の仮定の証明としては甚だ不
充分である｡

三i-(荏) 9年m2なる場合も､本質的に同様である｡ また､最高巾の係数は論文 -

(I)で導入 した係数CSnの一部にもなっている｡

§4 主に寄与するグラフ

前の論文rI〕よbbLnは

2n

bin- ∑ (l L-Scsns恥 B
S= 0

ここで S勘_Sは

sHz_8-
(9-1)!

S.!(P･-TS)!

但 し凋 寺 と-

÷ (9-° ｡(2-2)(9-3ト･(p-a-1)

fl)

S-0-2nであるから､ (但 しofil-圭 と約束I

C二歩2nの場合､S勘_Sの うち､8-2n の項が､億の項 よりも著 しく大き

くなるO 従って,9-2n,なる場合は､Csnのうち､CZnnなる項の寄与が最
も大きい｡グラフで言えば､ 一一大きいギンド打か ユ本である基本グラスターの

うち､それを梼成する粒子が最大 (2rl個)である基本クラスターによる寄与

が最も大 きいこととなるO

結び :

論ガ I)の題名､ 唱valuaもionMe旭odandCharacteT80fCluster

SumsfortheLatticeGas付をこの論文網では､ ff格子気体のクラスタ

ーサム 打と変更 しましたことを､お詫び しますo

終 わに､御指導下さった､池田先生 ､有益なディスカッションをして くださ

った､庄司先生や庄司研の皆様に感謝 します｡
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