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Equivariant Schubert Calculus of Affine Grassmanniann of 

Symplectic Group 

発表者： YusukeNakayama 
joint work with Takeshi Ikeda and Mark Shimozono 

ー What is Schubert Calculus? 

Schubert計算とは代数幾何学の 1分野であり幾何学的な問題の解の数を数え上げることである．特
に，構造定数を決定することが重要な間題である．ここで構造定数とは，グラスマン多様体のコホモ

ロジ一環において Schubert多様体は Schubert類と呼ばれるコホモロジー類を定め， Schubert類ど
うしの積を考えた時に Schubert類逹の線形和で書けそれらに現れる係数のことを言う．古典的な場
合で言えば， Pieriの規則と呼ばれるある特殊なYoung図形で添字付けられる Schubert類との積を
組み合わせ論を用いた方法で求めることが知られているまた，グラスマン多様体のコホモロジ一環

に対してある不変式環から全射があってそのSchubert類に対してSchur多項式が対応することが知
られている．つまり，構造定数を求める間題は多項式の展開に帰消される．この章ではこのような特

殊多項式に焦点を当てたグラスマン多様体の Schubert計算について述べるまた，ラグランジアン
グラスマン多様体に関しても同様の結果を紹介する．

1.1 グラスマン多様体

Gr(m,n)をグラスマン多様体とする． Ym(n)を行がm以下で列がn-m以下のYoung図形の集合
とする．つまり集合としては以下で与えられる：

Ym(n) =｛入＝ （入1,...，入m)I n-m 2入12... 2入m2 0,入EZ2:o} 

さらに， Y叫oo)をUi;:::,:mY』i)で定義する
言う：

cnの旗F とは次の線形部分空間の減少列のことを

en =FoっF1つ・・・つ戸＝ ｛〇｝

ここで dim『 =n-iである．任慮の入 EYm(n)に対して，入で添字付けられる Schubert多様体
応を

応：＝ ｛VE Gr(m, n) I dim (F入，十m-in V) 2 i (1さi:Sm)} 

で定義するこの時いはGr(m,n)の閉部分多様体であって， Gr(m,n)での余次元は囚＝ LiAiに
等しい． SをH;(point)とするこのとき， H;(point)は多項式環Z[tぃ...'t』と同型である，ここで
TはSLn(C)の極大トーラスである．グラスマン多様体上のT同変コホモロジ一環Hr(Gr(m,n), Z) 
はSchubert基底と呼ばれる S-basisを持つ：

巧 (Gr(m,n), Z)＝①入E匹 (n)S•a入·

2つの Schubert類の積を以下で表す：

6入 •aµ= L c~,µ叩
vEY,n(n) 

ここで定数ctuE鯰o[t1,--・,tn]はlvl＝|入|+ I川の場合を除き 0である．この cツ を構造定数
と呼ぶこの薮は全てのiに関してt，を 0に特殊化したときに， 3つの Schubcrt多籍麻の交点数に
等しいことが知られている．先にも述べた通り，この構造定数を求めることがSchubert計算におい
て菫要な間題である．それを求める手段として以下のような特殊多項式を用いた方法がある変数



Z = (z1, ・ ・ ・, Zm)とt= (ti応1に対して，（zlt)k:= (z -t1) ・ ・ ・ (z -tk)と定める． Amを対称多項式
環Z[z1,・ ・ ・,z叫emとする．入 EY』oo)のfactorialSchur多項式を

det((zlt)ふ十m-j)mxm

rr区i<j:"'.'.mに— Zj)

で定義するこの時次の事が知られている．

Theorem 1.1. (Lakshmibai-Raghavan-Sankaran /3}, Knutson-Tao /2}} S代数としての全射

S0Am→附(Gr(m,n), Z) 

が存在して，元の対応は以下で与えられる：

双 (zlt1,・・・,tn,O,・・・)f-t {；入 if入EYm(n) 
otherwise 

つまり，幾何学的な構造定数はfactorialSchur多項式という特殊多項式の代数的な計算で求める
ことができる．さらに，双(zit)の構造定数はよく知られている (Littlewood-Richardson規則）．
上の TheoremのS代数としての準同型写像の構成について説明する． Gr(m,n汀を Gr(m,n)
上のトーラス固定点の集合とする．このとき， H,;,(Gr(m,n)り＝ Fun(Ym(n),S)であることに注意
する．

Proposition 1.2. (GKM condition)自然な包含写像Gr(m,n)T'----+Gr(m,n)に誘嘩される S代数
の準同型写像

Hi,(Gr(m, n))→匹(Gr(m,nf)= Fun（Ym(n), S) 

は単射である．さらに， t= (tv入）入E匹 (n)E Fun(Ym(n), S)がこの写像の像に属することと以下は
同値である．任意の aE qi+と入 EYm(n)に対し，

ふ,,v入ー知 E〈a〉

が成り立つ．ここで qi+は正ルートの集合， Saはaに対応する reflectionであって入とグラスマン
筐換v入を同一視している．

定理の射を構成するためにまずはSRAmから Fun(Y叫n),S)に対して S代数としての射を構
成する． Y叫n)の元入とそれに対応するグラスマン置換 V:= V>,を同一視する． SRAmから Sへの
s線形写像◎を以下の代入操作によって定義する：

Ev(f(z1, ・ ・ ・, Zmlt1, ・ ・ ・,む））：＝ f(tv(l),・・・,fv(m)lt1,・・・,tn)ES. 

任意の fE SRAmに対して， Fun(Ym(n),S)の元¢(f)を

Ym(n)ぅ入→ ％（f) ES 

によって定義する．この対応によって S代数としての準同型写像

¢: SRAm→Fun(Ym(n), S) 

を得る．このようにして得た S代数としての準同型写像に対して GKM条件を確かめることによっ

てSRAm→Hf(Gr(m,n), Z)が得られる．

1.2 ラグランジアングラスマン多様体

e~, ・ ・ ・, ei,釘，・..'enをC2れのorderedbasisとする． c2n上のsymplecticformを

(ei, ej) c = (e;,弓）c=O, (e;,ej)c=8i,j 
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と定義する． LG(n)を以下のように定義する：

LG(n) := {V C c2n I dimV = n, (V, V)c = O} 

これは代数多様体の構造を持ち，ラグランジアングラスマン多様体と呼ばれる． TをSp2n(C)の極
大トーラスとする．次に， LG(n)上の Schubert多様体について説明する．グラスマン多様体上の
Schubert多様体はヤング図形によって添字付けられていたが，ラグランジアングラスマン多様体の
ときはstrictpartitionと呼ばれるものに添字付けられる．入＝ （入ぃ・・・，入r)を正の整数の真の減少
列とする．入を strictpartitionと呼びrを入の長さと呼び£（入）と記す．例えば次の strctpartition 
は以下の図形と同一視する．

(3, 1)＝qp, (4,2,1)＝ロ
S冗をf（入） ：：：：： nであるようなstrictpartition入の集合とする． SP(n)をふ：：：：： nであるようなstrict
partition入の集合とする．ふ<nであることと strictpartitionの定義から， SP(n)はSPnの部分集
合であることに注意する．任意の入 ESP(n)に対して，

応：＝ ｛VE LG(n) I dim (E入'nV) 2: i (1：：：：： i ：：：：： l(入川

と定義する，ここで炉＝〈ei,・・・，％〉（1：：：：： i ：：：：：川である． 9入はLG(n)上の Schubert多様体と呼

ばれ閉部分多様体となるまた， LG(n)上の Schubert多様体Q入の余次元は 1入I＝区匹~Aiとなる．
次に， LG(n)上の Schubert類を代表する特殊多項式を説明する変数 x=(x1,・・・ ，叫）と

t=（叫1に対して，（x|t）K:=I1い(x-ti)と定義する．任意の入 ES冗に対し，

1 
l（入） l（入） n 

叫 t)＝ (n-l（入））！心w［り叫t)入92リリ1:: :：:l 
と定義する，ここでWE品はX1,・ ・ ・心nの変数の人れ替えとして作用する．この関数をfactorialP-
Schur functionと呼び， Ivanovによって 2003年に導入された． factorialSchur Q-functionは

Q入(xlt):= 2£（入）凡(xlO,t1, t2,・・・）

と定義されるもし任意の iについてわ＝ 0とすると，それぞれSchurによって 1911年に導入さ
れた P—と Q-Schur functionとなる．［n:= Z[Q1(x)，仙(x),..•] と定義する．また S := Hf(pt)竺
Z[t1, ・ ・ ・, t』とする．トーラス同変でない場合は以下の結果が知られている．

Theorem 1.3. (Pragacz [~]）環の全射準同型写像

r n→H*(LG(n),Z) 

であって以下の対応のものが存在する．

Q刈xlO)→｛ び入 if入ESP(n) 

゜
otherwise 

トーラス同変コホモロジーの場合は以下の結果が知られている．

Theorem 1.4. (Ikeda /1/)S代数としての全射準同型写像

SR几→Hf(LG(n),Z) 

であって以下の対応のものが存在する．

Q入 (xlt1,··•,tn,O,···)f-t{ ~入 if入ESP(n) 
otherwise 



2 アフィングラスマン多様体のSchubertCalculus 

前章ではグラスマン多様体やラグランジアングラスマン多様体のような等質多様体の場合のSchubert
計算（特に， Schubert類を代表する特殊多項式に焦点を当てて）説明してきたこの章ではアフィン
グラスマン多様体と呼ばれる空間上の Schubert計算について説明する特に，アフィングラスマン
多様体上にも Schubert類が定義することができ，ここでもそれを代表する特殊多項式に焦点を当て
て述べる．

2.1 アフィングラスマン多様体

GをC上の半単純線形代数群とすし， TcGをその極大トーラスとする．このとき，アフィングラス
マン多様体GrGは以下のように定義される：

Grc := G(<C((t)))/G(<C[[t]]). 

アフィングラスマン多様体Gmはind-schemeの構造を持つ． W 竺 Qv1><WをG(<C((t)））の Weyl

群とする，ここで Qv は余ルート格子である． wo （~W/W~Qv) を minimal coset representative 
とする．次に，アフィングラスマン多様体の性質と Petersonisomorphismと呼ばれる対応に関して
述べる．

アフィングラスマン多様体Gmのホモロジ一群H『(Gm)は環としての構造を持つ． Hi,(Grc)
とH;(Grc)上には而°によって添字付けられた Schubert類が定義できる．さらに，驚くべきこと
にアフィングラスマン多様体上のホモロジ一環Gmと旗多様体G/B上の量子コホモロジ一環との
間にはそれぞれしかるべき局所化をすることによって環としての同型がある．（それぞれの局所化に

関してはここでは説明しない）

Theorem 2.1. (Peterson, Lam-Shimozono [4]）以下の環としての同型が存在する：

H;(Grc)Loc竺 Q巧 (G/B)Loc, 

ここでBはGのBorel部分群である．

2.2 Presentations for affine Grassmannian of certain classical types 

ここでは， GがA型もしくはC型のときのアフィングラスマン多様体GrGのコホモロジ一環のプ
レゼンテーションに関する先行研究を紹介する．
まずはトーラス同変でない場合について考える．

• GがSLn(C)であるとき， Lam-Shimozono[5]によってH*(GrsLn)のプレゼンテーションが
構成されたさらに彼らは affineStanley symmetric functionsと呼ばれる関数がHr(GrsL』
上の Schubert類を代表することを示した

• GがSp2n(C)であるとき， Lam-Schilling-Shimozono[6]によってH*（Grs砂2n)のプレゼンテー
ションが構成されたさらに彼らは affinetype C Stanley symmetric functionsがH*(GrsP2n)
上の Schubert類を代表することを示した

次に，トーラス同変であって GがSLn(C)であるときの場合を考える．そのために記号の準備
をする． Aを無限変数(x1,X2，・・・）の対称関数環とする． Q[a]を有理数係数の aiを変数とする多項
式環とする，ここで aは変数の列a=(a』,iE Zである． Molevによって定義された環A(xlla)につ
いて説明する． A(xlla)はQ[a]上doublepower sums symmetric functionsと呼ばれる以下の関数に
よって生成される環とする：

匹 (xlla)：＝ど（碕ー砧）．
i=l 

A(n)(xlla)をあるイデアルでA(xlla)を割った剰余環とするこれはLam-Shimozono[5]によって
導入された環である．このとき，以下が知られている．
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Theorem 2.2. (Lam-Shimozono [5}) S代数としての同型

A(n)(xlla)→的(Gr叫

が存在して doubleaffine Stanley symmetric functionと呼ばれる関数F炉(xlla)がSchubert類び入
を代表する．

では，どのようにこの S代数としての準同型写像を構成するのかのアイデアを述べる． G化を

GrG上の Gのトーラス Tの作用に関する固定点の集合とする． SをHf(pt)とする． このとき，

Hf(Gr~) = Fun（和o,s)であることに注意する．

Proposition 2.3. (small torus GKM condition [5_))自然な包含写像Gr各c....+Grcが誘導する S代
数としての準同型

附(G叫→附(Gr~)= Fun（和o,S) 

は単射である．さらに， fE Fun（斤o,s)がこの写像の像に属することと以下は同値．任意の dE

Z>o, v E w0, a E炉に対して，
J((l -t0v)dv) EパSandJ((l -t0v)d-l(l -s0)v) EばS

が成り立つ．

グラスマン多様体の時と同様に，まずA(n)(xlla)から Fun（而o,s)へのS代数の準同型写像を構
成する．それがsmalltorus G KM条件を満たすことを確認することで構成することができる．

2.3 Presentation for Hf(Grsp2J 

GがSp2n(C)のときのHf(GrsP2n)のプレゼンテーションはどうであろうか？それが今回の主結果
である．以下GはSp?:(C)とする．
ラグランジアンクフスマン多様体の時の Schubert類はstrictpartitionで添字付け§れ，それは
ある図形と対応させれることを述べたアフィングラスマン多様体上の Schubert類はwoで添字付
けられるがこの集合は以下の図形の集合と同一視することができる：

和°竺｛入： partitionIふ :S2n,入i:Sn⇒入t>入i十1}

定義から， SP(n)はwoの部分集合であることに注意する．

rをZ[Q心1心2,...)，仙(x1心2,・ ・ ・), ・ ・ ・ lと定義し， S~ Z[t1, ・ ・ ・, tn]とする．以下が主結果で
ある．

Theorem 2.4.次の S代数としての全射が存在する．

S⑧r→ Hf(G叫

さらに，以下の対応が存在する：

• (1) For入ESP(n)，Q>-(xlt)→八

• (2) For r 2 1, Q叫xlt(n))f-tびけ）， wheret<n) := (t1, t2, ・ ・ ・, tn, -tn, -tn-1, ・ ・ ・). 

さらに， deformedodd powersumsと呼ばれる関数2p味＋1(xlt)：＝こし。(-l)j巧(ti,・・・,t;,)P2k+l-2j(x) 

fork 2 nによって上の準同型写像の核は生成される．

上の結果は全ての Schubert類を代表する関数を見つけたわけではないが，ある特殊な Schubert
類 (1行かSP(n)の元）であればfactorialQ-Schur関数が代表するというものである．
最後にこの S代数としての準同型写像を構成方法を述べる．やはり， smalltorus G KM条件を用
いるまずSRrから Fun（和o,s)への S代数の準同型写像を構成する．

VE斤°と v= t,u (u E W)であるような'YEQvを同一視する．"(=況mぶ (miE Z)とする．
もし micf. 0であれば， mi=ふ|m叶と書く，ここでふ E{+l,-1}である． s0rから Sへの S線形
写像 g を以下の代入操作によって定義する：

Ev(j) := f（ふt1,...，ふt1,ふ2ゎ，．．．，ふ2朽，．．．，8ntn,...,8ntn, 0, 0,...) ES, 

ここで，ふしの個数は lmilである．



Example 2.5.'Y = (3, -2, 1, -4)とする．このとき， f(x1心2,・ ・ ・ lt1, ・ ・ ・, tn) ES Q9 rに対して，

Ev(!)= J(t1, ti, ti, -t2, -t2, t3, -t4, -t4, -t4, -t4, 0, 0, ・ ・ ・ lt1, ・ ・ ・, tn) 

である．

各 JES 紅に対して， Fun（w0,s) の元 €(f) を

WO 3V→叫J)ES. 

と定義する．この対応によって S代数としての準同型写像

E: S虹→ Fun（而o,S) 

を得る．

ここで， factorialQ-Schur関数の Pfaffian公式より，任意の fES@rはfactorialQ-Schur関数
の 1 行ものの積と和を用いて表せる．したがって，€は準同型写像であるので factorial Q-Schur関数
の1行もののみを考えればよい．一方， factorialQ-Schur関数の 1行ものに対しては以下の公式が存
在する：

fl~ ft (1-tju)＝ミ仰xlt)uk
i=l " j=l k=l 

あとはこの写像でsmalltorus G KM条件をみたすことを確認するここでは具体例を見る．

Example 2.6. n = 3とする． 1=(0,2,-1)とし d=3とする．このとき，まず

€V （且］： ：：：）＝ ］ ： ：：：・［口：：：］ ： ：：： 
であることに注意するまた， a＝叩＝ 2E3と選びこれを 2朽と同一視する．以上をふまえて計算を
すると

€(1-t。 V)％（] ］ ： ：:：） 
€（ 1-叫＋3叫叫）V （且］~)

(~)'(~-3+3(~)-(~)') 
＝ 
(1+ t2U2 (1 -t四）3-3（1 -t3年~u)(l+t3年ー (1 + t四）3
1 -t2U) (1 + t四）（1-t四）2

(1+ t2u)2 (（1 -t3u) -（1 + t四））3

l-t2u) (l+t3u)(l-t四）2

(1 + t2U)2 (-u)3 (2紐）3
l-t2u) (l+t3u)(l-t3u)2 

を得る．
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一方，

€(（ 1-t。V)d-1(1-％）V) （且］~)
(1+ t2] (（-u)2 (2紐）2 （1 + t3u) 2 (-U)2 (2h)2) 
1 -t2u(1 +t3U)（1 -t叫― l-t3u (1 +t3u)（1 -t3U) 

(~)2(—研 (2朽）2.
1 -t2u (1 + t四）（1-t3u) (1-（ l+t四

= (］ [ ：::)2 (1 :；3u:）2(i竺3:2四）3（（1 -t31U/／3;1)/]四））（（1-t3u) + (1 +t3u)) 
= (~)2~朽~ ・(2紐）3．

であることも確認できる．

この計算を一般化することでS代数としての準同型写像S⑧r→HT(Gm)を得る．
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