
物性研究 85-1 (2∞5-10) 

修士論文 (2004年度)

目次

1 序論

ボース凝縮系におけるトンネル現象*

早稲田大学理工学部物理学科栗原研究室

段下一平↑

97 

2 Bogoliubov理論 98 

2.1 Gross-Pitaevskii方程式と Bogoliubov方程式の導出. • • . . • • • • . • . . .• 98 

2.2 一様系のBogoliubov励起スペクトル. • • . . . . • . • . . • • • . . . • . • •. 99 

3 Bogoliubov励起のトンネル現象

3.1 音波励起の anomaloustunneling 

100 

101 

3.2 Anomalous tunnelingの起源. • . . • • • . • • • • • • . • • • • • • . • • . • • • 105 

4 Kronig-Penneyポテンシャル中の励起スペクトル 107 

4.1 背景. • • . . • • • • • • • • • • • • • • • • • . • • . • • • • • • • • • • • • • • • 107 

4.2 Kronig-Penneyポテンシャル中の凝縮体波動関数 • . • • . • • • • • . • . • • • 108 

4.3 励起スペクトル. • • • . . . • • • . • • • • • • • • • • • • • • • • • . • • • • • • 109 

4.3.1 励起スペクトルのバンド構造 • • • • • • . • • • • • . • • • . • . • • . . 109 

4.3.2 音波分散. • • • • • . • . . • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • • 112 

4.3.3 バンドギャッフ • • • • . • . • • . • • • . • • . . • • • • • • • • . • • . • 113 

4.3.4 強結合極限 • • • . • • • • • • • • • • • • • • • • • • . • • • . • • • • • . 113 

5 二重井戸型ポテンシャル中の凝縮体の集団励起 114 

5.1 背景. • . . • • . • • • • . . . • • • • • . • • • . . • • • . • . • . • . • . • • . . 115 

5.2 凝縮体波動関数と Josephson plasmaエネルギー. • • • • • . • . . . • • • • • • 115 

5.3 励起スペクトル. • • • • . . • • • . . . . • . • • • . . . • • • • . . • • . • . • . 119 

5.4 最低エネルギー励起 • • • • • • • • • . . • • • . . • . • • • . • . • • • • • . . . 121 

6 総括と展望 122 

*本稿は、早稲田大学に提出した修士論文 rTunnelingPhenomena in Bose Condensed SystemsJを、本誌掲載
のために和訳した原稿である。

↑e幽mail:danshita@kh.phys.waseda.ac.jp

-96-



ボース凝縮系におけるトンネル現象

1 序論

1995年にアルカリ原子気体のボース・アインシュタイン凝縮が実験で初めて実現して以来 [1，2]、

この分野での研究は実験・理論両面において著しい発展を遂げている [3，4， 5]0この系におい
ては、実験家たちが原子に対する外場ポテンシャルを様々な手段で調節できるということが最

大の利点の一つである O 例えば、原子気体を空間的に閉じ込めるための標準的な手段である磁

気トラップは、原子にとって調和ポテンシャルとして働く O この分野の研究の初期の段階では、

調和ポテンシャル中の凝縮体の性質が精力的に研究されてきた O また、原子に対して斥力ポテ

ンシャルとして働くレーザービームを閉じ込めポテンシャルの中心に照射すると、二重井戸型

ポテンシャルができあがる O そのような二重井戸型ポテンシャルを用いて、凝縮体のコヒーレ

ンスを実証する見事な実験がMITのグループによって行われた [6]0さらには、レーザービー

ムの定在波を用いて、原子にとっての周期ポテンシャルを作ることもできる O このように、実験

家と理論家が頭に思い描く理想的な実験系が精巧に実現できるという事実が、原子気体のボー

ス・アインシュタイン凝縮という分野の豊かさの源となっている O

上述したような外場ポテンシャルの制御性から、この分野は量子トンネル現象の研究に適し

ているといえる O 実際に、 MITのグループが二重井戸型ポテンシャル中に凝縮体を作ることに

成功して以来、多くの理論家たちが一種の巨視的量子トンネル現象である Josephson効果につ

いて研究してきた [3，4， 7， 8]0ごく最近、 Josephson plasma振動と self-trappingと呼ばれる

Josephsonダイナミクスが実験的に観測され、注目を集めている [9]0

それに加えて、素励起の研究は凝縮体のダイナミクスや熱力学や超流動性などの重要な性質

を理解するための主要なテーマである O 集団励起モードが観測されたり [3，10， 11]、ブラッグ

散乱を利用して Bogoliubov励起スペクトルが測定されるなど [3，12]、原子気体の素励起は実
験的にも盛んに研究されている O 素励起のトンネル現象に関して、ゼロエネルギーをピークと

する低エネルギー領域である種の共鳴トンネルが起こることを Kaganらが予言した [13]0彼

らは、素励起のこのような振る舞いを“anomaloustunneling "と呼んだ。本論文では、素励起

の重要性とその奇妙なトンネル現象に注目し、素励起のトンネル現象について議論をする O

本研究の主題は、 1)1次元的な周期ポテンシャル中の凝縮体の素励起を研究することと、 2)

二重井戸型ポテンシャル中の凝縮体の素励起を研究することである o これら 2つの系における

素励起の性質を anomaloustunnelingという現象と結びつけるために、周期ポテンシャルとし

てKronig-Penneyポテンシャル、二重井戸型ポテンシャルとしては箱型の二重井戸型ポテン

シャルを採用する。

本論文では、まず第 2章において、希薄なボース気体の素励起を微視的な立場から記述す

る上で信頼にたる理論として、 Bogoliubov理論を簡単におさらいする。第3章で、素励起の

トンネル現象について議論し、 anomaloustunnelingについて詳しく説明する O 第4章では、

Kronig-Penneyポテンシャル中における励起スペクトルのバンド構造を解析的に計算し、励起

スペクトルの低エネルギーにおける性質と anomaloustunnelingの関係について議論する。第

5章では、二重井戸型ポテンシャル中の励起スベクトルを解析的に計算し、 Josephson plasma 

モードと anomaloustunnelingの関係について議論する O 最後に第6章において、本研究の総

括と今後の展望を述べる。
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一平段下

Bogoliubov 理論

この章では、ボース凝縮体の素励起を記述する方法として、 Bogoliubov理論を紹介し、簡単

におさらいする O

2 

Gross-Pitaevskii方程式と Bogoliubov方程式の導出

Bogoliubov理論の解釈として、 2つの観点があることがよく知られている [3，14Jo一方で

は、 Bogoliubov方程式は第二量子化表示の多体のハミルトニアンから導かれる O この場合、

Bogoliubov方程式はボース凝縮転移温度丸よりもはるかに低い温度での非凝縮成分の性質を

記述する O このことは、 Bogoliubov理論がT<<丸での希薄ボース気体の熱力学特性を与える
ことを意味する O 他方では、 Bogoliubov方程式は凝縮体波動関数ψo(r，t)三(必(r，t))のダイナ
ミクスを記述する時間依存Gross-Pitaevskii方程式から導かれる O この場合、 Bogoliubov方程

式は絶対零度における凝縮体の微小振動を記述する。つまり、 Bogoliubov理論は T=Oでの

希薄ボース気体の動的特性を与える o絶対零度において素励起と密度揺らぎが同じスペクトル

を持つという事実から、これら 2つの観点の同等性が示される [15Joこの意味で、 Bogoliubov

方程式を解いて励起スベクトルを求めると、ボース凝縮系の熱力学的性質と動的性質が明らか

になる o この節では、前者の観点から Bogoliubov理論について議論しよう O

次のようなハミルトニアンで記述される T<<Tcの希薄ボース気体を考える O

2.1 

、、l
j

寸，ムr'』
t
、

/仰↑(η[hO作与が州市(ηK 三 H-μN

九2¥72
一三石+Vext(η-μ? 

ここで、 ho(ηは一体のハミルトニアン

(2) 

である O 化学ポテンシャルを μ、外場ポテンシャルを九xt(η と表した。原子間相互作用を 6関

数型のポテンシャルで近似していて、結合定数日は s波散乱長以用いて日=巧むと表

される O

ボソン場の演算子、必(η とψ(η は次の交換関係を満たすD

ho(η 

(3) [~(η ，~↑ (?')J = r5(r -?')， [~(η ， ~(?')J = [が(η，'It↑(?')J= O. 

この交換関係を用いると、 Heisenbergの運動方程式がたやすく導出できる C

θψ(汽t) r ~Î → ;'T J¥̂Tl r L ， T T I十 I/""" i ¥ 1 
in寸 γ=[ψ(r，t)，H一川=l ho + Uo'lt T (市)ψ(引)Jψ(日) (4) 

ここで、長(r，t)とψ(r，t)はHeisenberg表示でのボソン場の演算子である O 凝縮成分の粒子
数が巨視的であるとき、場の演算子は C数の凝縮体波動関数宙o(η と非凝縮成分ゆ(汽t)の和と
して書ける。

(5) ψ(r， t) =並o(η+ゆ(尺t).
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ボース凝縮系におけるトンネル現象

ここで、宮oは次の規格化条件を満たす。

f内川 (6) 

絶対零度近くの希薄ボース気体では、凝縮成分の粒子数 (No)が非凝縮成分の粒子数(N-No) 

よりはるかに大きいので、 (5)式を (4)式に代入して、ふの2次以上の項を無視する。すると、

世。に対する Gross-Pitaevskii方程式

[九2¥72 __ ，_ ，~， r，l 
一τ +V(日 ulwo(η121WO(η=川o(み

と、ゅに対する線形化された方程式

(7) 

呼金t)= [伊~いいO什+什2机刈叩U仇叫叩川O引岬|同宙
を得る。 (8)式の解として次のような形をしたものを考える O

ぷ(i，t) =乞[Ui(伸一千一々 のみ￥]

(8) 

(9) 

ここで、引は i番目の励起エネルギーで、ムと8:はそれぞれ t番目の素励起の消滅演算子と
生成演算子である O これらはボソンの交換関係に従う D

[M;]=Aj，[8J31=18jJ;i=0(川

Bogoliubov励起の波動関数、 Ui(r)とりi(丹は次のような規格化条件を満たす。

fρ介内d釘州F門[μM附u〈似;χ:(r)何ηu町j件 U勾引伺;れ:(r)何州η

(9的)式を (8め)式に代入すると、 Bogoliubov方程式が導かれる O

eいh仇い0 つ )1 ~.'/)= ε白i ( 
-~ • ，. I
卜 ο12幻) 

Uo 宙町5ぷ(η 一ho一2UoI仰曽'110以(ηZ可I) ¥ V叫i(η } 
. 
¥ V叫i(η j 

Bogoliubov方程式を解くと、励起エネルギーむと波動関数 (Ui(η， Vi(η)tが得られる。 (9)式
の操作は Bogoli山ov変換と呼ばれ、この変換によってるの二次までの範囲で (1)式のハミル

トニアンが対角化される O

励起エネルギー引は系の動的性質と熱力学的性質だけでなくその安定性とも密接に関係し

ている O 負の励起エネルギーは Landau不安定性を示していて、複素数の励起エネルギーは動

的不安定性を示している O 例えば、そのような不安定性は、量子化された渦や光学格子中の凝

縮体の運動に関する研究の中で実際に観測されている O

2.2 一様系のBogoliubov励起スペクト jレ

Bogoliubov理論の最も簡単な応用例のーっとして、運動量五で動いている一様な凝縮体を

考える [16]0この場合、凝縮体波動関数は次のように表される O

世o(η=ゾ五5eitJ¥ (13) 

Q
U
 

Q
U
 



段下一平

ここで、 no三争は凝縮体密度である。 Gro時 Pitaevskii方程式に (13)式を代入すると、

lA2 

μ= Uoη0+ Ekl Ek三 2m' (14) 

のように化学ポテンシャルが求まる O 一様系では運動量Fがよい量子数となるので、 Bogoliubov
方程式の固有関数は平面波として表される。

(仁れω川叫叫川4バ引(何引ηり)一土 ( :ご乙γeぷJJiパ仔平(伊F-P -ilV-k).T 1. (15) 
叫(η -JV ¥ Vne立千三 j

(14)式と (15)式を Bogoliubov方程式に代入すると、

(444no 一山o i (叶=ep ( Uぺ 同
U向 -Ep+守-Uono ) ¥ vp ) -'-p ¥ V戸/

この方程式は 2つの固有値を持つ。

B

P

 

ε
 

士

↓

'κ

一

↓
P
L
1
 

一一
土
Pε
 

(17) 

ここで、

εf三 JEp(Ep+ 20;刊0) (18) 

は五=0に対する Bogoliubov励起スベクトルである O この素励起は、 ε<Uonoでフォノン的

であり、 ε>Uoηo一粒子的である o (11)式の規格化条件が、固有エネルギー与を持つ励起の

存在を排除する O

凝縮体の流れとは正反対の方向に動く励起に注目して考えよう o波数が小さい領域では、 (17)

式の励起スペクトルの形は線形になり、次のように表される O

εJ竺(匂ーか (19) 

ここで、 Coザ平は k=Oのときの音速である o 明ら机凝縮体の運動の速度が音速よ

りも大きいとき (19)式の励起エネルギーは負の値になり、これは系の Landau不安定性を表し

ている o

3 Bogoliubov励起のトンネル現象

この章では、凝縮体を分断している障壁ポテンシャルに対する Bogoliubov励起のトンネル

現象について議論する o Kaganらが主張したとおり、低エネルギー励起が障壁を完全透過する

ことを示す。 Kaganらが用いた長方形型の障壁でなく、問題を完全に解析的に取り扱うために

6関数型の障壁を採用する。
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ボース凝縮系におけるトンネル現象

3.1 音波励起のanomaloustunneling 

絶対零度における軸対称なトラッフ。中のボース凝縮体を考えるD凝縮体は流れを持たずに静止し

ているとする O 凝縮体の中央に凝縮体を分断するような形で障壁ポテンシャルVext(x)=九州め
があるとする O ここで、問題を解析的に取り扱うために 6関数型の障壁ポテンシャルを採用し

たO 軸方向の外場ポテンシャルはポテンシャル障壁以外は一様であるとする O 軸方向の励起の

運動のみに注目して、系が実質的に一次元的であると仮定する O 一次元的な取り扱いは、動径

方向の閉じ込めが十分にきついか動径方向の外場ポテンシャルが一様である場合に正当化され

うる O 第3章から第 5章まで通じて、系が実質的に一次元的であることを想定する O 前章で

導入した Bogoliubov理論に基づいて議論を展開しよう O 系が実質的に一次元的であるとき、

G ross-Pitaevskii方程式は、

[九2 d2 ， "，.，1 
一一一三+V(X) + gl宙O(X)12J¥TO(X) =川o(x)，
2m 山 J

Bogoliubov方程式は、

(20) 

ヲ

2

¥
iノ

め

伊
川
w

h

u

u

J

引っ“

/
I
1
1
E
1
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十

ε
 

=

川

町
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l
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V

、・1
J
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z
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つ
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(21) 

(22) 

となる D 原子間相互作用 gは動径方向の閉じ込めに左右される O 動径方向の閉じ込めが調和的

で十分に強いとき、原子間相互作用は g=寄せとなる。ここで、 α上は動径方向の調和振動子

長である。一方、腕方向の外場ポテンシャルが一様であるとき原子間相互作用は g=鴇 L
となる o ここで、 Lは動径方向の系のサイズである O

障壁から遠く離れたところ (Ixl>>ο で境界条例。(x)= {iを満たすような解を求めよ
う。ただし、と三歳は緩和長である。(別式に並o(めをかけて積分すると、

(品 4μ 9.T，2¥2 fY=z(1--h) 、y μ 
(23) 

(23)式をもう一度積分して、

川 )=ltベヰ笠)， (24) 

を得る O 定数Xoはx=oにおける凝縮体波動関数の値を反映していて、次の境界条件から求
まる O

世。(-0)=宙o(+0)， (25) 

ハUn
u
 

宮
九一
2
m
一ih

つ血一

A
U
 
十

品
川
一
白

一一
nu z

 

品
川
一
批

(26) 
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段下 ・平

結果として、

一九十、/V02+ 4(μと)2
tanhー L

ー乙μ去

を得る。図 1の実線が凝縮体波動関数の概形を表している O

(27) 

続いて、凝縮体の密度を媒質として伝達する励起のトンネル現象を考える。 (24)式の凝縮体

波動関数を代入して Bogoliubov方程式を解こう O 障壁から遠く離れたところ (Ixl>>ご)で境界
条件付(x)，v(x))t αe乎を満たすとすると、 Bogoliubov方程式の4つの特別解が次のように

解析的に求まる O

Un(x) = ω吋ベ与竺)-isgn(x)岩手+μ ー μta川ヰ笠))

号tベ与笠)-isgn(x)場~].

州 Ane
平
[tベヰ笠)一isgn(x)長(ε-μ+μば(ヰ笠))

与 tanh(叫斗isgn(x)ザ l
ここで、

Pl，2 

P3，4 

= 土牛pド=~/中2加m(♂古存E一ω 
=平iγ= 芋ザ2m(~可否+μ) ，
_ (v'2J..L+竺竺1~. n=l 
I ') ，/2μ+E"， 

An = ，I!!'二x~ :{2J.L-sgn(x) i♂;一っ
V 2gε "hu+E~ n = ，4 

l 1， n = 3，4 

(30) 

(31 ) 

(32) 

(Ul(X)，Vl(X))tと(U2 ( X )， V2 (x ) ) tは散乱成分である o 障壁の左側におけるい3(x )， V3 ( X ) ) tと障

壁の右側における (U4(X)，V4(X))tは障壁の周りに局在した成分である D 障壁の左側における

(U4(X)，V4(X))tと障壁の右側における (U3(X)，V3(X)/は障壁から遠く離れたところで発散して

しまう成分である O ここで、 (30)式と (31)式は次の方程式を運動量仇について解くことに

よって得られたO

P~ η2 
= '¥1ー(::_~-十 2μ). (33) 
2m'2m 

この方程式は一様系のBogoliubov励起スペクトルである。散乱状態の規格化因子Aη はIxl>>ご
で、

Un(x)， vn(x) = V Eplf土九三千 (34) 

を満たすように決めた。
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ボース凝縮系におけるトンネル現象

(b) (a) 

モ一一
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図 1:散乱過程の模式図。 Bogoliubov励起が (a)左方から入射する場合、 (b)右方から入射す
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す。 (a)低エネルギー領域。 (b)比較的高エネルギー領域。
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非物理的な発散成分を除くと、図 1に示されているように、 Bogoliubov方程式の解として

二つの独立解が存在し、それらはそれぞれ左方投入解がり)と右方投入解ψT(X)である D 前者
は次のように書ける O

¥
1
1
1
1
ノ

u

u

 

，

/
I
t
s
-
1
¥
 

一一
、、，ノZ
 

，，s
，‘、
山
山
ア (35) 

ここで、 T、b、t、Cはそれぞれ反射成分、左側に局在した成分、透過成分、右側に局在した成

分の振幅である O これらの係数は励起エネルギー εと障壁の強さ%の関数である O 原点x=o

における境界条件からこれらすべての係数を与える方程式を得る O

ψl( -0) =ψl(+O)， (36) 

nu 

山
山
ア

九一
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m
一.九
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O

 

J
v
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c
 

(37) 

この方程式は 4元の連立方程式なので解析的に解くことができる。しかしながら、解の形が

不必要に複雑であるので、ここではある極限での近似的な表式のみを書く O 例として、関係式

ε《 μと九》 μとが成立するとき、全ての係数は近似的に次のような表式になる O

尚一εμと+iE34
(38) T 

Z 

-2εμと十時ムtε2c-
(39) b -c= 

4Z ? 

εμと十iμ2c-
(40) t 

Z 

ε110-εμご+iμ2c-. (41) Z 一

このように、が(x)が解析的に求められた。同様にして、 ψT(X)も求めることができる O

図2にトンネル確率 Itl2を、図3にtの位相6を励起エネルギーの関数として示した。それ

ぞれ、九 =3μと、九=10ぱ、九=50ぱの場合を図示している O トンネル振幅tをε=0の

周りで展開すると、次のような表式を解析的に得る O

q
a
 ¥、
1
1
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一
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I
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¥
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~一~一
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(42) 

(43) 

係数αとβは

α2(九一ぱ)(げ+z/Vo2+2v(μと)2_ 4(μと)3)+ 9(ぱVO)2
8(μとν)2

(44) 

β げ+νVO-3μか+6(μと)2
2μごν? ( 45) 
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図 3:透過振幅の位相のずれ 60 Vo = 3ぱの場合を点線、 Vo= 10μとを実線、 Vo= 50μとを破

線で表す。

である O ここで、

ν= /V02 +4(μと)2 (46) 

(42)式、 (43)式、図 2、図3から明らかなように、エネルギーがゼロに減少していくにつれて

トンネル確率Itl2は1に近づき、位相のずれ6はOに近づく。このような励起のトンネル現象
における奇妙な振る舞いは、障壁の強さに関係なく現れる O これは障壁が低エネルギーの励起

に対して透明であることを意味し、 Kaganらはこのような振る舞いを“anomaloustunneling" 

と呼んだ [13] トンネル確率のピークは十分強い障壁に対して半値幅ムε~守のローレンツ

型のピークであり、障壁が強くなるにつれて、 anomaloustunnelingは非常に低いエネルギー

を持つ励起のみにしか効かなくなる O 第4章と第5章で議論するように、この Bogoliubov励起

のanomaloustunnelingという性質は、 Kronig-Penneyポテンシャルや二重井戸型ポテンシャ

ル中における凝縮体の素励起の重要な特性に密接に関係している O

ピークの幅に比べて十分に高いエネルギーの領域では、 Bogoliubov励起は一粒子的に振舞

うので、トンネル確率はエネルギーの増加に伴つで平凡に増加する O 図2(b)において、このこ

とが明確にあらわれている O

3.2 Anomalous tunnelingの起源

Anomaous tunnelingは共鳴トンネルのような特徴を示すので、九bf"V去の寿命を持つ準束

縛状態の出現が anomaloustunnelingの起源になっているのではないかと期待される o 実際、

anomalous tunnelingを最初に予言した Kaganらは、凝縮体密度の空間変化が準束縛状態を誘

起すると主張したO 凝縮体密度は素励起にとって一種のポテンシャルとして働く。障壁近傍で

は、凝縮体密度は必然的に減少するので、結果として図 1で見られるような励起に対するポテ

ンシャル井戸が形成される O 一粒子の共鳴トンネルとの類推から考えると、このようなポテン

シャル井戸が準束縛状態を誘起し、このことがanomaloustunnelingの起源になっているとい

うわけだ。

しかしながら、この解釈は準束縛状態の根本的な概念と矛盾する O 量子トンネル問題の一般

的な理解では、準束縛状態は入射してきた波の波長とポテンシャル井戸の典型的なサイズが整

F
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図 4:透過成分 (TC)と局在成分 (LC)の原点x=oにおける確率密度。九 =3μとの場合を点
線、九=10μとを実線、九=50μとを破線で表す。 (a)低エネルギー領域。 (b)比較的高エネル

ギ一領域。

合したときに現れるとされる。凝縮体が作るポテンシャル井戸のサイズは緩和長と同程度なの

で、準束縛状態が現れる励起のエネルギーは化学ポテンシャルと同程度であるはずである。し

かしながら、実際には共鳴が起こるエネルギーは化学ポテンシャルよりはるかに小さく、この

ことがanomaloustunnelingの物理を準束縛状態の出現という観点から理解することを困難に

している。

ここで、 anomaloustunnelingの機構を、 anomaloustunnelingが起こるときに (31)式のよ

うな虚数の運動量を持つ局在成分が突出するという事実から考察してみたい。そのために、左

方投入解ψtのそれぞれの成分の確率密度を計算しよう。 (11)式の規格化条件からそれぞれの成
分の確率密度が次のように与えられることがわかる O 入射成分に対しては IUl(X)12-IVl(X)12、

反射成分に対しては IrI2(lu2(X)12-IV2(X)12)、左局在成分に対しては IbI2(lu3(X)12-IV3(X)12)、

透過成分に対しては ItI2(lul(X)12-IVl(X)12)、右局在状態に対しては IbI2(lu4(X)12-IV4(X)12) 

である O

図4に、透過成分 (TC)と局在成分(LC)の原点X=oにおける確率密度を示す。この図か
ら、 anomaloustunnelingが起こるエネルギー領域、つまり ε=0近傍でのみ局在成分が突出

して現れることがわかる O この結果は、 anomaloustunnelingの物理を理解する上で局在成分

が重要な要素であることを示唆している O 注目すべきなのは、局在成分の確率密度が負の値を

とることである。そのような性質のおかげで、 ψl(x)の確率密度を全体として増加させること

なく、障壁近傍においてさえ散乱成分の確率振幅の大きさを障壁遠方から保ったままでいられ

るO このように、局在成分はその確率密度が負であることから、散乱成分を障壁の両側に広げ

る役割を担う o このことが anomaloustunnelingの起源のひとつである。

局在成分は Bogoliubov方程式に特有の解なので、この解が密接に関係している anomalous

tunnelingを議論するうえで一粒子の問題との類推は妥当ではない。つまり、いまのところ

anomalous tunnelingに伴って準束縛状態が存在するかどうかは明らかではない。第5におい

て、集団振動モードの周期の減少と関連付けて準束縛状態の存在について再び議論する O
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4 Kronig-Penneyポテンシャル中の励起スペクトル

この章では、 Kronig-Penneyモデルを用いて、一次元周期ポテンシャル中における凝縮体

の励起スペクトルのバンド構造を研究する O この章の構成は次のとおりである口第 4.1節で、

光学格子中におけるボース凝縮体の素励起に関する研究を紹介する。第 4.2節では、 Gross-

Pitaevskii方程式を解き、 Kronig-Penneyポテンシャル中の凝縮体波動関数を求める O 第4.3節

では、 Bogoliubov方程式を解析的に解き、 Kronig-Penneyポテンシャル中の励起スペクトルの

バンド構造を調べる o 低エネルギー励起が音波励起であることを証明し、音速とバンドギャッ

プを計算する O

4.1 背景

光学格子はレーザーピームの定常波によって作られ、原子にとって周期ポテンシャルとして

作用する口近年、光学格子中のボース凝縮の素励起に関する実験が盛んに行われ、その性質が

明らかにされてきている。例えば、一次元的な光学格子中のボース凝縮体において、格子の高

さの増加に伴って集団励起の振動数が減少する様子が観測されている [17，18]0この結果は、格

子の影響を原子の有効質量の増加に繰り込むという Kramerらの理論とよく一致している [19]0

さらに、格子の高さを振動させてその応答を観測することで、三次元的な光学格子中のボース凝

縮体の励起スペクトルが調べられている [20，21]0K凶merらは時間依存する Gross-Pitaevskii

方程式を用いてこの実験を数値的にシミュレーションし、超流動相で励起スペクトルが連続的

に広がっているという実験結果が Bogoliubov励起のパラメトリック共鳴によって引き起こさ

れていることを示した [22]0彼らは、運動量分布を測定しパラメトリック共鳴によって励起さ

れたモードを特定すれば、 Bogoliubov励起のバンド構造を実験的に決めることができると提

案している D

この章では、 Kronig-Penneyモデルを用いて、一次元周期ポテンシャル中のボース凝縮体の

素励起について研究する O これまで多くの理論家たちが、正弦関数型の周期ポテンシャル中で

ボース凝縮体の素励起を研究してきた [23，24， 25， 26， 27， 28， 29， 30]0 Berg-Sφrensenらは一

次元の周期ポテンシャルに関して Bogoliubov方程式を数値的に解き、励起スペクトルが低エ

ネルギ}で音波分散を持つことを示した [23]0彼らは Thomas-Fermi近似が妥当であるくらい

浅い格子の場合に音波分散の解析的表式をも求めている。よく知られているように、励起スペ

クトルの音波分散は系の超流動性と密接に関係している O 大部分の研究者たちは励起スペクト

ルが音波分散であることを支持している O 対照的に、 Ichiokaらは数値的に Bogoliubov方程式

をとき、格子が非常に深いときに励起のソフト化が起こると報告した [24]0励起スペクトルの

ソフト化とは有限の結品運動量でありながらエネルギーがOになるような励起が存在するとい

うことであり、このことは超流動の不安定性を意味する O 本研究の目的のひとつは Bogoliubov

方程式を Kronig-Penneyモデルの範囲で解析的に解き、励起のソフト化の可能性を探ることで

ある O 後で詳述するように、 Kronig-Penneyモデルの場合、どんなに格子を深くしても励起の

ソフト化は起こらない。

正弦関数型の周期ポテンシャル中における励起スペクトルのバンド構造を解析的に求める方

法は、いくつかの物理的極限に限られている D 隣接するサイトの凝縮体波動関数の重なりが十
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図 5:Kronig♂enneyポテンシャル中の凝縮体波動関数の模式図。

分小さくなるくらい格子が深い場合、強結合近似を用いて励起スベクトルの第一バンドを解析

的に計算することができる [26，27， 28， 29] 0 格子が浅い場合、格子ポテンシヤルを摂動的に

取り扱うことができ、第一バンドと第二バンドの一部を解析的に計算することができる [30]0

Kronig-Penneyモデルの利点として、あらゆる深さの格子に対して励起の全てのバンドを解析

的に計算できることがあげられる O

Kronig-Penneyモデルのもうひとつの利点は励起のバンド構造を、前章で議論した励起のト

ンネル現象と関連付けて議論できることである O 実際、 anomaloustunnelingが低エネルギー

励起の音波分散の起源になっていて、そのために励起のソフトイヒが起こらないということがわ

かる o

4.2 Kronig-Penneyポテンシャル中の凝縮体波動関数

一次元的周期ポテンシャル中の絶対零度のボース凝縮体を考える O 前章で議論したように、凝

縮体は実質的に一次元的であるとするO 周期ポテンシャルとして Kronig-Penneyポテンシャル、

V(x) = Vo L 8(xー ηα)， (47) 
n=-oo 

を採用する O ここで、 αは格子定数である o d関数型のポテンシャル障壁の強さ%は格子の深

さを表している O 凝縮体は静止しているとする O 前章と向様、 Bogoliubov理論に基づいて議

論していく O

まず、 (20)式の Gross-Pitaevskii方程式を解いて、 Kronig-Penneyポテンシヤル中の凝縮体

波動関数を求めよう。一般的には、 (20)式の解は Jacobiの楕円関数、 sn(b(x+ xo)， k)を用い
て表現される形となる。そこで、井戸の大きさが緩和長に比べて十分に大きいと仮定すると、

凝縮体波動関数は各井戸の中央近傍において障壁からの影響を受けなくなる。つまり、各障壁

の周りの凝縮体波動関数は (24)式のように表される単一障壁問題の波動関数と同じ形になり、

Gross-Pitaevskii方程式の基底状態の解は

川)=ゆベIxーα;|+zo)， (48) 

-108-



ボース凝縮系におけるトンネル現象

α
 

¥
I
B
-
-ノ

l
一2+
 
η
 

/
I
t
l
h
¥
 

く中山<
 
α
 

¥
1
1
1ノ

1
i

一つ“
れ

/
I
I
I
-
¥
 

(49) 

となる。ここで、定数Xoはx=αη における境界条件から求まり、

一九+、/V02+ 4(μと)2
tanhτn.  r ・ (50)

となる。この解は、 sn(b(x+ xo)， k)を用いて一般的に表された解の k→ 1極限をとったもの
に対応している o Kronig-Penneyポテンシャル中の凝縮体波動関数の模式図を図 5に示す。

化学ポテンシャルは、凝縮体波動関数に対して課される規格化条件により各サイトあたりの

凝縮原子数Noと関係付けられる O 規格化条件は次のように表される O

と
+1)α

dxlwo(x)12 = No. (51) 

この規格化条件に (48)式の凝縮体波動関数を代入すると、化学ポテンシヤルと Noの関係式が

次のように導かれる O
/ごと O ¥ 
μ11 -22.十22.tanh-... v I = gno・
1αα t I 

ここで、 no三守は凝縮体の平均密度である O 障壁が十分に強い(Vo>>gnoご0)場合と十分に
弱い (Vo<<仰oco)場合印Eて、(鉛)式の解が近似的に求まる。ただし、い埼訂とおい
た。障壁が十分に強い場合、 (52)式をド幣のべき級数に展開して、

(52) 

μ~卯 0(1ι2coI 2c6 2gnoc6 I c5 6gno列.• ~一一+一一一一一一一一+一一一一一一一一 l
- ;:7'VV ¥ - ， α ぷ α%α3 a2~も/

(53) 

を得る。同じよ比して、障壁が十分に弱い場合、 (52)式をド蒜のべき級数に展開して、

/九抗?¥
μ::: gno I 1 十一一一~ I ¥ t') 1 ¥ー gnoα4αごo(gη0)2ノ

(54) 

を得る。 (53)式と (54)式では、微小パラメータの三次までの展開を表した。図6に、化学ポ

テンシャルを障壁の強さ%の関数として表す。障壁の存在によりその近傍での密度が中央部

分に押し込まれ斥力の効果がより顕著になるため、障壁が高くなるにつれて化学ポテンシャル

は単調増加する O

4.3 励起スペクトル

この節では、 (48)式の凝縮体波動関数に対して Bogoliubov方程式を解き、 Kronig-Penney

ポテンシャル中の凝縮体の励起スペクトルを計算する O

4.3.1 励起スペクトルのバンド構造

前章で求めた単一障壁問題の解ψl，r(x)を用いて、 Kronig-Penneyポテンシャル中の凝縮体
の励起スペクトルのバンド構造を解析的に求めることができる o Bogoliubov方程式は線形の
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図 6:格子定数α=10coのときの化学ポテンシャル μを実線で表す。破線、点線はそれぞれ

九>>gnoごoのとき、九<<gnOcOのときの近似値である o

微分方程式なので、その方程式の一般解は同じ固有エネルギーを持つ独立解の線形和で表すこ

とができる O したがって、領域防|<2での Bogoliubov方程式の一般解はが(x)とψT(X)の
線形和で表される O

(55) 

次に、 Blochの定理を用いてこの lz|<2での解を全ての Zの領域に拡張しよう o Blochの

定理は ψ(x)に次の境界条件を課す。

α
一2
<
 

Z
 

ψ(x) =ηψI(X) + (ψT(X)， 

(56) e子ψ(ν)，

半 dψ|

ευ九 互石珂z引Ix=戸=
ここで、 qは結晶運動量である。 Z=-3において、 (56)式と (57)式の境界条件を課すと、励
起エネルギー εと結晶運動量qを関係付ける方程式を得る。

(57) 

ψ(y +α) 

:Ix~y+a 

s(笠)=と三ehL-乎
九 2t . 2t 

ここで、格子定数が緩和長より十分大きいことを仮定しているので、障壁の周りに局在した成

分は /x/= %で指数関数的に減衰して消えていて、結果として (58)式に局在成分の振幅、 bと

Cは現れない。

次のように定義されるロンスキアン W(ψjペグ)を考えると、ァと tの間の関係式が得られ、
その関係式を用いて (58)式を簡略化できる O

(58) 

d d ~.d ~d 
W(ψ3*，グ)= uJホーが _ut~uJ事 + vJ*ーが_，)71. 

dx -- --dx -- dx - -dx (59) 

簡単な証明から、 ψ3とψが同じエネルギー固有値をもっ固有状態であるとき、ロンスキアン
が位置 Zに依存しないことがわかる O つまり、

(60) 三w肌叫

ハU
1
i
 

可
E
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ボース凝縮系におけるトンネル現象

図 7:格子間隔α=10co、障壁の強さ Vo= 5gnoとoのときの励起スベクトルのバンド構造。影

のついた領域では、 (63)式の解がなく、バンドギャップを表している。 (a)バンド構造。 (b)励

起エネルギーの関数としての (63)式の左辺。

である。 W(ザペψl)を(60)式に代入して、

Itl2 + 1γ12 = 1， (61) 

を得る O この式はエネルギー流束の保存則を表している [13]0また、 W(ψr*， 'ltl)を(60)式に
代入して、

t = Itlei8，r =土ilrleiδ (62) 

を得る。 (61)式と (62)式を (58)式に代入すると、簡略化された励起エネルギーと結品運動量

の関係式が得られる O

C吋+8L=叫写) (63) 

この方程式は自由粒子の場合と正確に一致しているo (63)式から、単一障壁問題の透過係数が

励起エネルギーと結晶運動量との関係、すなわちバンド構造を決定することが見てとれる O

(63)式を励起エネルギー εについて解くと、図 7(a)に表されるような励起スペクトルのバ

ンド構造が得られる O 図7(b)では (63)式の左辺を励起エネルギーの関数として表している O

(63)式の右辺の値は l以下であるので、この左辺の値が 1を超えるとき (63)式は解を持たな

い。それゆえ、左辺の値が 1を超えるような領域は励起が存在しない領域に対応しており、つ

まりそれがバンドギャップになっている。図7では、そのような領域に影をつけて表している O

障壁が強い極限では、全てのエネルギーバンドの幅は極限的に小さくなる O これは、凝縮体

が完全に単一の井戸に分断されてしまい、エネルギーバンドが単一の井戸の離散的な固有エネ

ルギーになってしまうからである O
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図8:(65)式で表される、 Kronig♂enneyポテンシヤル中の音速。格子定数として α=10coと

α= 20ごoをとる O

4.3.2 音波分散

図7(a)から、励起スペクトルの第一バンドが低エネルギーで音波分散になっていることが

見てとれる O このように低エネルギーで励起スペクトルが音波分散を持つことを、任意の障壁

の強さに対して証明しよう。 (63)式を ε=0の周りで展開すると、低エネルギ一極限ε→ 0で

の励起スペクトルが計算できる O 低エネルギーで、の表式p:::::.../巴εと(42)式と (43)式を (63)vμ 

式に代入すると、音波分散が次のように求まる O

ε:::::. cq. (64) 

ここで、音速cは、

μα2 

m((α+βと)2_ 2c2α)" 

で与えられる O 陥>>gnoごoの極限と九<<gnocoの極限では、

Cニニ (65) 

/ r.TT
gnoα/噌 5とo¥TT、、 pI 1十一一 J， Vo ;p gnol;，o 
2Vo + gnoα¥2αノ

(1-3W) 
16αごo(gno)2 ヲー

(66) 

(67) 

ここで、 co=V警は一様系の音速である。図8で、格子間隔α=10coとα=20coのときの
音速を%の関数としてあらわす。障壁が強くなるにつれて、音速は単調に減少する o この傾

向は正弦関数型の周期ポテンシャルの場合と定性的に一致している O

このように、 (42)式と (43)式で表される anomaloustunnelingという性質(つまり低エネ

ルギー励起の完全透過)から音波分散が導かれた。文献 [24]では、正弦関数型の格子が非常に

深いとき長波長の励起がソフト化するという数値計算結果が得られていて、この励起のソフト

化は超流動の不安定性を表していると主張されている O それとは対照的に、この研究で用いた

っ“
司
l
ム
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i
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図 9:第一バンドと第二バンドの聞のバンドギャップを障壁の強さ%の関数として示す。格子

間隔は α=10coとしている O 破線、点線はそれぞれ九>>gnocoのとき、九 <<gηoごoのとき

の近似値である O

Kronig-Penneyポテンシャルでは励起のソフトイヒは起こらず、 anomaloustunnelingのおかげ

であらゆる深さの格子に対して低エネルギー励起は音波分散であるO 励起スペクトルが音波分

散であることは超流動が安定であることを意味するので、この意味で、 anomaloustunneling 

がKronig-Penneyポテンシャル中での超流動の安定性と密接に関係しているといえる。

4.3.3 バンドギャッブ

第j番目のバンドギ、ヤツプの大きさは、 (63)式を q=士写で解くことによって求まる O 図9

で、一つ目のバンドギャップ、ム1stを示す。九 >>gηoαの極限と九<<gnocoの極限で、次の

ように近似的にバンドギャップを求めることができる O

ムst 笠白金(1+ ~町一仰o~1白昼 (1+ ~判 ， Vo~ 仰oα 侃)¥α ) .7" -v V陥α¥-， 2α/ 

πcoVo 
(69) 

(68)式と (69)式と図 9から、初めバンドギャップは障壁の強さに対して線形に立ち上がり、

九→∞の極限で単一の井戸における凝縮体の最低励起エネルギーに一致する O

4.3.4 強結合極限

関係式 Vo>>gnoαを満たすくらい障壁が強い場合、 (63)式を近似的に解き、次のように励

起スペクトルの第一バンドを求めることができる O

ε 竺 gno~1 響(1+誓)1叫去)1 (70) 

円

4
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一方、他の多くの理論家達が、強結合近似を用いて励起スペクトルの第一バンドを計算してい

る [26，27， 28， 29]。格子が非常に深い場合、励起スペクトルの第一バンドは次のような形を

とる O

ε=仔ISin(釦1， (71) 

ここで、 κは圧縮率で、 ηは凝縮体自身が定常流を持つ状態が作る最低エネルギーバンドの幅

である。圧縮率 κは、
1 ア θμ
κ=川 O否芯?

という熱力学関係式で定義される O バンド幅ηは、

2n2 
η=一一ーす
m*α血

という関係式で有効質量問事と結びついている O ここで、有効質量の定義は、

lθ2EI 

m場 θk2lk=O

(72) 

(73) 

(74) 

である O ここで、 kは(励起ではなく)凝縮体自身が持つ結晶運動量であり、 Eは凝縮原子一つ

あたりのエネルギーである O この章での主要な興味である励起のエネルギー ε(q)と凝縮原子

一つあたりのエネルギ-E(k)を混同しないよう注意しなければいけない。
(72)式と (73)式を用いて、

; 2 卯仰O (75) 

η r-.J (ωg吹T;常rrすrγ)戸=(1←1+ 乎引) (76) 

を得る。ここで、圧縮率の計算には、 (53)式を用いた。 (75)式と (76)式を (71)式に代入する

と、ここで十分に強い障壁に対して求めた (70)式が強結合近似の結果と一致することがわかる O

5 二重井戸型ポテンシャル中の凝縮体の集団励起

原子気体のボース凝縮系の Josephson効果が実験的に観測されたことを動機として、この章

では、二重井戸型ポテンシャル中の凝縮体の集団励起を調べる o第5.1節で、二重井戸型ポテン

シャル中の凝縮体に関するこれまでの研究を紹介する。第5.2節では、 Gross-Pi taevskii方程式

を解き、箱型の二重井戸型ポテンシャル中の凝縮体波動関数を解析的に求める o さらに、求め

た凝縮体波動関数から Josephsonplasmaエネルギーを計算する O 第5.3節では、 Bogoliubov

方程式を解析的に解き、二重井戸型ポテンシャル中の励起スペクトルを求める o 第5.4節では、

最低エネルギー励起に注目し、二重極モードから Josephsonplasmaモードへのクロスオーバー

について議論する D

-114ー
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5.1 背景

ボース凝縮した系においては、秩序変数が持つ巨視的量子位相のコヒーレンスが興味深い特

徴のひとつとして挙げられる O 巨視的な数の原子が最低一粒子状態を占有するようになってく

ると、凝縮している原子の独立性は失われ、結果として、凝縮体は全体として巨視的量子位相

を持った量子力学的な波として振る舞う O 巨視的量子位相の存在は、物質波の干渉を実験で観

測することによって初めて実証された [6]0その実験では、二重井戸型ポテンシャルに閉じ込め

られた 2つの凝縮体を用意し、それらをトラップから放し、空間的に重ね合わせたO すると、

原子の密度の空間分布に明らかな物質波の干渉パターンが観測され、干渉パターンのピークの

位置から 2つの凝縮体間の位相差が測定された。

よく知られているように、 Josephson効果は超伝導のトンネル接合系に対して初めて予言さ

れた [34]0 Josephson効果は両側の秩序変数間の位相差と粒子数差によって記述されるダイナ

ミクスとして解釈でき、それは系のコヒーレンスを直接的に実証する。二重井戸型ポテンシャ

ル中の凝縮体の Josephson効果を記述する方法としては、二状態近似が便利で、、多くの理論家

たちが二状態近似を用いて様々な Josephson的なダイナミクスを研究している [3，4，7， 8]0二

状態近似では、粒子数差を振り子の角運動量に、位相差を振り子の傾斜角に対応させることに

よって振り子とのアナロジーに基づいて、運動を考察することができる O 例えば、 Josephson

plasma振動は振り子の微小振動に対応し、 self-trappingは振り子の回転に対応している O

最近、 Albiezらによって Josephson plasma振動と self-trappingは実験で観測された [9]0彼

らは、トラップをはずす直前の凝縮体の密度分布とトラップをはずした後の干渉パターンを測

定することで、これらの Josephsonダイナミクスを観測することに成功した。さらに、 MITの

グループがレーザーとの散乱を利用することで凝縮体をトラップからはずすことなく位相差を

測定することに成功したが [35]、この位相差の測定法がより精巧な Josephsonダイナミクスの

観測を可能にすると考えられる O

一方、 Josephsonplasma振動は凝縮体の静的平衡からの微小振動なので、 Bogoliubov励起

として取り扱うことができる o Salasnichらは、調和ポテンシャルによる閉じ込めと Gaussian

のポテンシャル障壁がある二重井戸型ポテンシャルを採用して Bogoliubov方程式を数値的に

解き、励起エネルギーを求めた [36]0彼らは、障壁の高さを上げていくにつれて、最低励起エ

ネルギー(障壁がないときには二重極モードのエネルギーである)が減少することを見出した。

彼らは最低励起と Josephsonplasmaモードとの関係について言及していないが、この最低励

起エネルギーの減少は二重極モードから Josephsonplasmaモードへのクロスオーバーである

と解釈できる。この章では、箱型の二重井戸型ポテンシヤルを採用して Bogoliubov方程式を

解析的に解き、二重極モードから Josephson plasmaモードへのクロスオーバーを、 anomalous

tunnelingの観点を交えて議論する o

5.2 凝縮体波動関数と Josephsonplasmaエネルギー

ボース凝縮体が絶対零度で箱型の二重井戸型ポテンシャル中に閉じ込められているような状

況を考える O 凝縮体を分断している障壁ポテンシャルに対して垂直な方向を軸方向、平行な方

に
d
唱
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向を動径方向と呼ぶ。前章までと同様に、動径方向の閉じ込めが十分強いと仮定し、問題を 1

次元的に取り扱う O 箱型の二重井戸型ポテンシャルは、

J Vod(x)パxl<α V(x)=< 'V-'-/?I-I~~' (77) 
l ∞， Ixl ~三 α?

と表される O ここで、 αは井戸の大きさを表す。障壁ポテンシャルとして 6関数型の障壁を採

用しているのは、問題を解析的に取り扱うためである O 第二章で導入した Bogoliubov理論に

基づいて議論を展開する O

まず初めに、 (20)式を解き、 (77)式で表されるこ重井戸型ポテンシャル中の凝縮体波動関数

を求めよう O 一般的には、 (20)式の解は Jacobiの楕円関数、 sn(b(x+ xo)， k)を用いて表現さ
れる形となる [37]0そこで、井戸の大きさが緩和長に比べて十分に大きいと仮定すると、凝縮

体波動関数は各井戸の中央近傍において障壁と剛体壁からの影響を受けなくなる o そのとき、

(20)式の最低エネルギーを持つ対称解(wom)と反対称解(won)は次のように近似的に与えら
れる。

明Im(X)=汗(::間 |;;|:<α (78) 

厄an I tanh ( E~n )， Ixl <子
町n(x) = .Jごと x< い H ノ/ー吊ム¥

V 9 l sgn(x) tanh (ニ皆~) ， ~ ::; Ixl < a， (79) 

ここで、 μsm(an)は対称的な(反対称的な)状態の化学ポテンシャルである。定数Xoはx=Oに
おける境界条件

によって決まり、

世。(-0)=宙o(+0)， 

d¥To I つmVr、
エ コ二子| 一つど宙0(0)，

~~ Ix=+O Ib 

一Vo+、/昭+4(μご)2
tanhー
屯 4μミ

(80) 

(81) 

(82) 

と表される O これらの解は、 sn(b(x+ xo)， k)を用いて一般的に表された解の k→ l極限をとっ
たものに対応している [37]0

続いて、求めた凝縮体波動関数から Josephson plasmaエネルギー、 εJP=ゾEJEcを計算

する O ここで、 EJとEcはそれぞれ Josephson結合エネルギーと容量エネルギーである O こ

れらは次のように定義される。

EJ 
Ean -Esm 

2 

Ec 4~μsm 
dNo 
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(83) 

(84) 
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図 10:障壁の強さ%の関数としての化学ポテンシャル μsm(実線)と μan(破線)

ここで、 Esm(an)は対称解(反対称解)の平均場エネルギーであるo上の (83)式と (84)式から

わかるように、 Josephsonplasmaエネルギーを計算するためには化学ポテンシャルと平均場

エネルギーを求める必要がある。

化学ポテンシヤルは、凝縮体波動関数に対して課される規格化条件により凝縮原子数Noと

関係付けられる。規格化条件は次のように表される O

か|雪印)1
2=ぬ (85) 

この規格化条件に (78)式と (79)式の凝縮体波動関数を代入すると、化学ポテンシャルと No

の関係式が次のように導かれる。

一一
¥
1
1
1
ノ

o
一m
z
一f
b
'u n
 
a
 

い

τ+ 
rpW7 

nJu-

/
I
1
1
¥
 

m
一
向

μ
一g

(86) 

学(1-2全斗=1， (87) 
夕刊O ¥ U I 

ここで、 ηo三告は凝縮体の平均密度である O 障壁が十分に強い(九>>gnoご0)場合と十分に

弱い(陥《卯oco)場合において、(鉛)式の解が近似的に求まる。ただし、い議需とおい

た。障壁が十分に強い場合、 (86)式をド幣のべき級数に展開して、

2co I 2cO gnoc5 I CO 3gnoco 一 1十一+ーす一一一+一一一一一 (88)gno αVα九 α3α2Vo

を得る。同じようにして、障壁が十分に弱い場合、 (86)式を守と哉のべき級数に展開して、

ごo I C5 I Vo と3 50% もず
一 1十一+一+一一+_JV"  +一一一一 (89) 
g町 α2α2' 2αgηo 

. 
8α3 ' 4α2gno 8αごo(gno)2' 

を得る。一方、 (87)式の解は

μan 
1+誓+22FE，gno 

1+2α
とo
十一2α5子ー1+一αCd号υ ? (90) 
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図 11:障壁の強さ%の関数としての Josephson plasmaエネルギー εJP

であり、障壁の強さに依存しない。図 10に、障壁の強さ%の変化に対する化学ポテンシャル

μsm、μanの変化の様子を示す。障壁の強さが大きくなるにつれて、 μsmは単調増加し、 μanの

値に漸近していく O このことは、九→∞の極限で対称、な状態と反対称な状態が縮退すること

を意味する O

平均場エネルギー Eは次のような表式を用いて計算することができる O

fα 「九2 d2 a._ . "，，1 
E=  I 批判(x)I一一一+V(x) +情。(X)121¥To(x) . .1_αL  2m dx2 ' • ¥ ~ J ' 2 I -U ¥ ~ J I J 

障壁が十分強い (Vo>> gnOco)とき、
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(93) 

を得る。ここで、 Esm(an)は対称な(反対称な)状態の平均場エネルギーである O

上で求めた、化学ポテンシャルの表式の (88)式を (84)式に、平均場エネルギーの表式の (92)

式と (93)式を (83)式に代入すると、障壁が強い (Vo>>gnoご0)ときの EJとEcの表式を次の

ように得る o

先Nt;zf[(1+乎)，
c 走(1+~) 

(94) 

gη。 (95) 

これらの関係式から、 Josephson plasmaエネルギーは

宗主ゾザ(1+誓)，vo刈 oco， (96) 

となる O 図11に、障壁の強さ%の変化に対する Josephson plasmaエネルギー εJPの変化の

様子を示す。第5.4節で、障壁が十分に高いとき最低励起エネルギーがこの Josephson plasma 

エネルギーに一致することを確認する O

。。
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5.3 励起スペクトル

この節では、二重井戸型ポテンシャル中の凝縮体の励起スペクトルを計算する O 問題を Bo-

goliubov励起のトンネル問題に関する性質と関連付けて取り扱うために、考えている系を、

一αくZ5-3、lz|<2、5三x<αの3つの領域に分割する O 分割したそれぞれの領域で
Bogoliubov方程式を解析的に解き、それぞれの解を滑らかに接続することによって、励起スペ

クトルを決定するための方程式を導出する D

まず、中央の領域 (Ixl く~)において Bogoliubov 方程式を解こう O 第 3 章でもとめた単一障

壁問題に対する解析解 (ψl(X)とがり))を用いて、中央の領域における Bogoliubov方程式の

一般解は次のようにあらわされる O

ψ(x) =ザ (z)+W(z)，lz|<: (97) 

左側(一α<Z5-2} と右側(~三 x< α) の領域においても、 Bogoliubov 方程式の解析解を

次のように得ることができる。

uS10e 再 [(1+(pzrsEn)叫(日cos(p(lx~ーサ
+pcsmμsm/(P5m)261 」 -L2/121-α¥.三_t，;n (~(Ixl-α)\IA口)ーョ....一一一一 一一一
l が -¥とsm ) 

，

μsm J ----¥九ノ|
γ つ

り
e _再[(l-Mtsm)岡山(官)cos(phi-α2)
PCsmμsm ((pcsm)2 

，噌 ムー1_2(Ixl一α¥ ε¥. (p(Ixl-α)¥ I 川̂

〔 九2
I . L¥ごsm )μsm j-u¥ n ) 

，. ¥，Jvj 

二重井戸の端から離れたところでは、励起の波動関数であるψside= (uS地，vside)tはcos(~(Ixl 一 α))
に比例する。この形は、 sin(~(Ixl -α))に比例している自由粒子の波動関数の形とは著しく異
なる O

上で求めた解を用いて、全領域での解は次のように表されるO

Fψside(x)α<x三ーテ

ψ(x) = <ηψl(X) + (ψr(x) Ixl <子 (100) 

Gψside(z)3三x<α.

ここで、偶パリティーの集団励起は η=(とF=Gを満たし、奇パリティーの集団励起は

η= -( and F =-Gを満たす。 Ixl= ~において境界条件を課すことによって、解を滑らかに
接続することができる O 結果として、次のような励起スペクトルを決定する方程式を得る o

I I :t.va ¥ ¥ 
(γ 土t)位 Pい{す+γ)) = 1 ロ01)

~ ~ ~、、

'-'- ¥..、

n-1 (正取J (102) 
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図 12:二重井戸型ポテンシャル中の凝縮体の励起スペクトルo井戸のサイズを α=10coとし

ている O 白丸、黒丸、横棒がそれぞれ Vo= 0、九=10、Vo= 100に対応している o

である。 (101)式において、正符号は偶パリティーの励起を表し、負符号は奇パリティーの励

起を表す。 (101)式から、 Bogoliubov励起のトンネル問題に関する性質、つまり透過振幅tと

反射振幅 Tが明らかに励起スペクトルに影響していることが見て取れる。透過振幅と反射振幅

が (61)式と (62)式で与えられる関係を持つことから、次の関係が簡単にもとまる O

Ir土tl= 1. (103) 

(103)式を用いて、 (101)式を変形すると、

2F+γ+ゆ土 =21rn (104) 

を得る o ここで、ゆ±は T土tの位相である。また、 ηが量子数を与える整数であることから、

励起スペクトルが離散的になっていることがわかる O

(104)式を励起エネルギー εに関して解くと、図 12のように励起スペクトルが得られる O 偶

数の量子数は偶パリティーの励起に対応し、奇数の量子数は奇パリティーの励起に対応する O

障壁が強い極限、九→∞では、系は完全に 2つの独立な単一井戸になってしまうので、 2lの

量子数を持つ偶パリティーの励起と 2l+ 1の量子数を持つ奇パリティーの励起は縮退するよう
になる o このため、障壁が大きくなるにつれて、 2lと2l+ 1の量子数の励起が近づいていくよ
うに、偶パリティーの励起エネルギーは増加し、奇パリティーの励起エネルギーは減少する O

また、障壁の強さが大きくなるとき、偶パリティーの励起の変化よりも奇パリティーの励起の

変化のほうが目立っている O このような傾向は調和振動子的な閉じ込めを持つ二重井戸型ポテ

ンシャルの場合における結果と定性的に同様である [36]0また、励起エネルギーが小さいほど、

障壁の強さの増加に伴う変化が緩やかになっていることも見て取れる O このことは、低エネル

ギー励起に対して現れる anomaloustunnelingという性質が障壁の影響を和らげていることを

示唆している O 次の節で、最低エネルギー励起に対する anomaloustunnelingの影響について

考察する O

ハUつω
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図13:実線はα=10coに対する最低励起エネルギーを%の関数として表す。点線は (105)式の

補正された二重極モードのエネルギーを表し、破線は図 11に表されている Josephsonplasma 

エネルギーである O 灰色の実線はトンネル確率 jtj2のピークの半値幅を表す。

5.4 最低エネルギー励起

奇パリティーを仮定し、 η=0を代入して (104)式を励起エネルギーについて解くと、最低

励起エネルギー εlowが求まる。図13の実線で、最低励起エネルギーを障壁の強さの関数とし

て表す。最低エネルギー励起に対する anomaloustunnelingの影響を明らかにするために、最

低励起エネルギーを二つの極限で解析的に表記しよう。

関係式典手立》与が成立するほど障壁が十分弱いとき、透過係数の低エネルギー展開式、
Vflα  

(42)式と (43)式を代入して、

εlow 代o{ と0(3β 戸、/げ+4(仰と0)2一%¥1
11 + "，_v (一一一-，/云 v . u . ~~~~ -:~VI . V ) j， (105) 

gno 2αlα¥2 2 V 2 4gnoco ) J 

を得る。これは、図13の点線で表される。 (105)式で最低エネルギー励起に対する補正がO(守)
の微小項の中に繰り込まれていることから、障壁ポテンシャルの最低エネルギー励起に対する

影響は比較的小さいことがわかる。一方、関係式幣《きが成立するほど障壁が十分強い

とき、反射係数と透過係数の近似的な表式、 (38)式と (40)式を使って、

誌寸評(13)， (106) 

を得る o このエネルギーは、第5.2節で求めた Josephson plasmaエネルギーと一致する O こ

の結果から、明らかに障壁が十分に強いときに二状態近似を用いた Josephson plasma振動の

取り扱いが妥当だといえる O 図13の破線がJosephsonplasmaエネルギーを表していて、二重

極モードから Josephson plasmaモードへのクロスオーバーが起こっていることが明確に見て

取れる。

最低エネルギー励起が二重極モードであるかJosephson plasmaモードであるかを決定してい

るのは、匂色と崎jZS立というこつのエネルギースケールである。前者は二重極モードのエネ

つ臼
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ルギーと同程度の大きさである O 後者は anomaloustunnelingの半値幅と同程度の大きさであ

り、換言すると、崎戸よりも小さいエネルギーの励起にとってポテンシャル障壁はほとんど

透明である O クロスオーバーは、最低エネルギー励起にとって anomaloustunnelingが効いてい

るかいないかによって決まる O 関係式守《幣が成り立つとき、 anomaloustunnelingが効

いているため最低エネルギー励起は障壁をほとんど感じることがなく、二重極モードからほと

んど変化を受けない。対照的に、関係式与》幣が成り立つとき、 anomaloustunnel刷、

らの寄与はなくなってしまうので、最低エネルギー励起は障壁の影響を著しく感じるようにな

り、結果として Josephson plasmaモードになる O 図13で、トンネル確率のピークの半値幅を

表している灰色の実線が明らかに最低エネルギー励起が二重極モードである領域と Josephson

plasmaモードである領域を分断していて、この結果が上述のクロスオーバーの解釈を支持し

ている。

関係式与《幣<<1を満たすような障壁の高さの場合を考えよう。このとき、最低エネ

ルギー励起は(叩5)式で表されるような二重極モードであり、トンネル確率のピークは幣

程度の半値幅ムεを持つ。最低エネルギー励起の周期 ηow 誌は、
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Idipole +九orr， (107) 

と表される。ここで、アdipoleは二重極モードの周期であり、 Icorrは障壁による補正である O 一

種の共鳴トンネルである anomaloustunneling に伴って寿命 Iqbf".J去を持つ準束縛状態が存

在すると想定すると、 Icorrはその準束縛状態の寿命と同程度の時間スケールである。つまり、

最低エネルギー励起の周期の遅れが準束縛状態の存在に起因するという解釈が可能である O こ

の意味で、最低励起エネルギーの減少は、 Kaganらが主張している anomaloustunnelingに伴

う準束縛状態の存在を示唆している O

6 総括と展望

本論文では、 1)一次元周期ポテンシャル中で、 2)二重井戸型ポテンシャル中で、 anomalous

tunnelingと関連付けながらボース凝縮体の素励起について研究してきた。

1)においては、 Kronig♂enneyポテンシャル中における励起スペクトルのバンド構造を調

べた。単一障壁問題で得られた Bogoliubov方程式の解析解を Blochの定理を使って接続し、

Kronig-Penneyポテンシャル中の Bogoliubov方程式を解析的に解いた。結果として、励起エ

ネルギーと結晶運動量を関係付ける方程式を得て、その方程式を解き、励起スペクトルのバン

ド構造を求めたo あらゆる深さの格子に対して低エネルギーの励起が音波分散になる原因が

anomalous tunnelingにあることを明らかにしたO

本論文での計算では、凝縮体に超流動流がない場合のみを扱ったが、周期ポテンシャル中を大

きな速度で流れているボース凝縮体が不安定性を示して崩壊してしまうことがこれまでの実験

理論両方の研究で明らかにされている [25，27， 38， 39]。この不安定性は、素励起のエネルギー

が正であるか負であるか (Landau不安定性)、もしくは実数であるか虚数であるか(動的不安定

つ山つ山1i
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性)を調べることで議論できるので、 Kronig-Penneyモデルを用いて解析すれば、 anomalous

tunnelingという観点から超流動の崩壊を議論できるかもしれない。そのようなことを念頭に、

今後はこれまでの研究を凝縮体が流れを持つ場合に拡張していくつもりである O

2)においては、箱型の二重井戸型ポテンシャル中における凝縮体の集団励起を解析的に調べ

たo Gross-Pitaevskii方程式を解いて Josephson plasmaエネJレギーを求め、 Bogoliubov方程

式を解いて励起スペクトルを解析したO 凝縮体を分断している障壁ポテンシャルが強くなるに

つれて、最低エネルギー励起が二重極モードから Josephson plasmaモードにクロスオーバー

することがわかったO このクロスオーバーの物理的解釈を anomaloustunnelingの観点から調

べ、 anomaloustunnelingが効いているかいないかがクロスオーバーが起こる障壁の高さを決

めているのことを明らかにしたO

本論文の計算では、絶対零度の場合のみを取り扱ったが、有限温度では熱的に励起された成

分が凝縮体の集団運動の摩擦として作用するために、 Josephson plasma振動の減衰などの散

逸的な振る舞いが起こることが予言されている [8]。今後は、これまでの計算を有限温度に拡

張し、集団励起の減衰と anomaloustunnelingの関係を議論していくつもりである。
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