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Abstract 

本稿の目的は，非退化な特異作用素に対する H1の分解結果を確立することである．基本
的には［8]に従うが，その論文と前後して得られているほかの論文の情報を整理している．そ
の結果以前の論文の証明を再検討することによって，新たな原子分解結果が得られた．この原
子分解結果は， Tolsaによって考案された原子ブロックに関連している．

1 導入

この論文の目的は，球バナッハ空間を用いた因数分解を使って， H刈応門の特徴付けを与えるこ
とである．［8]に従うが，アトム分解にのみ注力したいために，定式化を [8]より簡略にすること
を目指しつつ，証明を行う． ここで， H刈町）とは，

IIJIIH1 := sup Iii△fllu < oo 
t>O 

を満たすすべての関数JES＇（野りからなるハーディ空間である．

本稿では， Coifman,Rochberg, Weissによるがにおける因数分解定理を一般化する．本稿
で使う記号をまとめておく．

1. A乏Bはcが存在して A:<::;cBを表すものとする．

2. AぇBはB乏Aと同じことである．

3. A~  BはA乏Bかつ B乏Aを表す．

4 関数fと測度が正の集合Eに対してfのE上の平均をmE(f)と表す．すなわち， mE(f):= 

土lf(x)dxである．
E 

5.記号 B(x,R)は， XE艮nを中心とし，半径 R>Oの開球を表す．球B= B(x,r)が与え
られたとき， Bの中心と半径をそれぞれc(B):= x, r(B) := rと定める．
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6.巧：＝ （知）には第j基本ベクトルを表す．

7.線形空間Vの部分集合AとVEVに対してそのミンコフスキー和をv+A:= {v+a : a EA} 
と定義する．

非退化特異作用素の定義について，［3]を参照する．

開集合Vが錐であるとは， a,/3 > 0, x, y E Vのときに， ax+{3y EVを満たすことである．
TをVでは非退化な特異作用素とする．正確な定義を以下に与える．

定義1.1.KELに（町 x町＼｛（x,y)E即 x記： x=y})とする．核にを持つ錐である開集合
V では非退化な特異積分作用素とは以下の条件に適う L2(賊門—有界線形作用素 T のことである．

(1)すべてのfEL召即）に対して， supp(!)の外でほとんどいたるところ，

Tf(x) = 1n K,(x,y)f(y)dy 
Rn 

が成り立つ．

(2)定数 D1とD2が存在して， Kが次の 2条件を満たす．

(i) 【サイズ条件】 xヂyならば，

IK,(x,y)IさD叶X-y1-n 

が成り立つ．

(1) 

(2) 

(ii) 【勾配条件】▽xKと▽必が存在して，任意の x,yE脱nに対して， X=/ yならば，
IVよ(x,y)I+ IVぶ(x,y)I:S: D炉ーy1-n-lが成り立つ．

(3) K,は非退化条件を満たす．つまり，任意のx,yE脱nで， x-yEVならば，K,(x,y)ミ |x-yl-n
である．

さらに， KがK,(x,y)＝た(x-y)の形をとる場合， TはVでは非退化なたが生成する畳み
込み作用素と呼ばれる．

次に，球バナッハ関数空間の定義を思い出す． M+（野門を艮n上のすべての非負可測関数の集
合とする．

ここで，可測集合 Eに対して特性関数を XEと表す．写像p:M＋（野門→ [O,oo]は，次の条
件を満たせば，野1上の球バナッハ関数ノルムと呼ばれる．

(Pl) • p(J) = 0⇔f  = 0 a.e.が成り立つ．

• p(af) = ap(J)が成り立つ．

• p(J + g) ::;: p(J) + p(g)が成り立つ．

(P2) 0 :S: g :S: f a.e.ならば，p(g)::;: p(J)が成り立つ．

(P3) 0 :S: f1↑f a.e.ならば，p(f])↑p(J)が成り立つ．

(P4) P(XB) < ooが成り立つ．

(P5) IIXBf llu乏p(J)が成り立つ．
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(P3)はFatouの性質と呼ばれる．ここで，pが球バナッハ関数空間の球バナッハ関数ノルムであ
れば，その随伴ノルムp'は次のように定義される．

p'(g) := sup {II!・ gllu : f EM十（囮門），p(f)さ 1}, (g EM十（囮匹））．

同様に， X'をp'の生成する球バナッハ関数空間の Kothe双対として定義できる．

j = 1,2,...,nとする．このとき，f€ C合（町）に対してリース変換と呼ばれる線形作用素を

疇）：＝ limJ 巧ー~f(y)dy (x E町）
e.j.0 知＼B(x,s)Ix -Yln+l 

と定義する．この作用素は， l<q<ooの範囲でい（賊門上の有界線形作用素へと拡張される．

任意の特異積分作用素 TおよびfE鯰（応りに対して，複素ヒルベルト空間び（野り上の双
対作用素 T*は，

T* f(x) = 1n ~f(y)dy a.e. x tf-supp(!) 
R” 

(3) 

を満たす．また， T*も特異積分作川素となる．

次に， Hardy-Littlewood最大作用素 M の定義を思い出す．この作用素は可測関数fに対し
て，次のように定義される．

1 
Mf(x):=］［詞l(x,R)IJ(y)I dy 

sn-1を町の単位球面とする． Tolsaの研究［11]を参考にして，次の定理を証明することを
目的とする．定理1.2の仮定を満たしているバナッハ関数空間は [2]にまとめてある．

定理1.2.X をバナッハ関数空間とし， M が X および X'上で有界であると仮定する．

(i) {B(xj,乃）｝芦i,{B(yj,巧）｝芦を球の列とする．また，｛gか柘｝芦1CL合（野n)が

00 

どllgJllxllhJllx1< 00 
j=l 

を満たすとする．このとき，
00 

ど(hjTgj―gjT＊凡）
j=l 

(4) 

は Hl（町）の元fに収束し，

00 

どll9jllx llhj llx1え||JIIH1
j=l 

が成り立つ．

(ii)逆に，任意のfE H1（野n)は

00 

f=ど（hjTgj―gjT＊柘） (5) 
J=l 

の形で分解できる．この収束は H刈町）において成り立ち，｛9j,凡｝戸1CL~（町）は

00 

ど llgillL00||佑||LOOrJn乏ll!IIH1, lgjlさXB(xj,乃), |hjl:::; XB(yj心） （6) 
J=l 

を満たすように選べる．ただし，｛B（xj凸）｝芦ぃ {B(yj,ri）｝芦1は球の列である．
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(iii) 1 < q < ooとし，fEL合（町）nH1（町）とする．その円錐 Vがある K≫ lおよび
V E Sn-1に対して B(Kv,3)c Vを満たすとする． TをVでは非退化な偶関数で実数値
を持つ核を持つ畳み込み作用素とする．また， B= B(x,R)を球とし，

supp(!) c BU B(x + KRv, R), l1 iR!x--1--KR" m f(y)dy = 0 
BUB(x+KRv,R) 

が成り立つと仮定する．このとき， Loo(囮門において（5)の分解が存在し，｛gj，柘｝芦1C 
L~（町）は

supp(g1) CB, supp(h1) C B(x+KRv,R), llg1IIL00 = 1 (7) 

および
DO 

どI|佑||L00;S IIJIIL00 
j=l 

(8) 

を満たす．

2 予備知識

定理1.2の証明のために，以下の事実を用いる．

補題 2.1.f ES’（艮n)が Hパ即）に属するための必要十分条件は，条件

00 00 

supp(!J) C Bj, f = t!J, ど||fJ||LOO|BJ|< OO, J股れ以x)dx= 0 
j=l j=l 

を満たす関数列{fj}~l CL~（町）が存在することである．また，このような場合において，関
数列{f]}芦は

(X) 

どllfjllL=IBjl~||JIIH1 
j=l 

を満たすように選べる．ここで，～に含まれる定数はfに依存しない．

Proof. [10, Chapter 4, p. 107, Theorem 2]および [9,Theorem 3.9]を参照 ロ

Loo(町）が BMO（町）に埋め込まれているが，これについて次の性質を用いる．

補題 2.2.f Eじ（町）がが（町）に属するための必要十分条件は， lim田→00g(x)=Oを満たす
任意の連続関数gについて，不等式

1n f(x)g(x) dxl :S CllgllsMO 
Rn 

(9) 

が成り立つことである．この場合，条件に適う Cのうち，最小のものC。は

C。~||JIIH1 

を満たす．

この結果はよく知られている．読者の便宜のために，証明を再掲する．
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Proof. VMO（町）をそのようなgの張る空間の閉包とする．（9）が成り立つとすると，写像

g →1n f(x)g(x) dx 
恥”

はVMO（町）上で有界線形写像に拡張される． VMO（町）の双対空間が Hl（町）であることは，
CoifmanとWeissの結果による［4]. したがって，このような写像は Hl（町）のある関数Fに

よって実現されなければならない．任意にgEC合（艮りを選べるので，実際にfは Hパ恥門の関
数Fであることがわかる．逆にfE H1（艮りならば，式（9)はハーン・バナッハの定罪と Coifman
とWeissの上記の結果から容易に従う． ロ

出来による両側評価を引用する．完全に調べ切れているわけではないが，この方面における

かなり先駆的な結果であったと考えられる．

補題 2.3.[7, Lemma 2.2] X をバナッハ関数空間とし， M が X 上で有界であるならば，すべ
ての球 B に対して，

IIXB llx IIXB llx,~Bl 

が成り立つ．

2.1 定理1.2(ii)の証明

証明は [5,6]に従う．彼らの構成は定理1.2(iii)を証明するために必要である． したがって，詳
細な証明を与える．

補題 2.4.Tを非退化特異積分作用素とする． B= B(xo,R)を球とする． K≫ 1を整数とする．
fELで（町）が

supp(!) CB, l f(x)dx = 0 
B 

(10) 

を満たすと仮定する． Yoは lvo-xol=KRを満たし， B(yo-xo, 3R) CVとなるようにとり，

g := XB(yo,R), h := -
f 
Tg(xo) 

定める．

(i) K に依存する定数による評価

llhllL= = llgllL= llhllL=乏||JIIL四

が成り立つ．

(ii) J1, f2 EL合（町）が存在して，

J (fパx）＋戸（x))dx= 0 
B(xo,R)UB(yo,R) 

と
2 

f = gT*h-hTg＋どfk
k=l 

を濶たす．さらに K に依存しない定数による評価

(11) 

(12) 

(13) 

supp(!り CB(xo, R), supp(f2) C B(yo, R), II!勺ILOO乏1|f;LOO. (14) 

が成り立つ．
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(iii) K に依存しない定数による評価

|『+戸||Hl= 0 (¥) IIJIIHl. (15) 

が成り立つ．

Proof. 

(i) Tが非退化特異積分作用素であることから，

ITg(xo)IぇK-n. (16) 

よって，（11)はgと hの定義から導かれる．

(ii) f1 := f + hTg, f2 := -gT* hとおく． F:= f1 + f2 = f + hTg -gT*hのLooーノルムを
評価する．f¥戸の定義から (12)および (13)は明らかである．

(iii) (13)または (12)から，『＋『は積分が消える．したがって，補題 2.1と(14)を用いて
(15)が得られる．

ロ

補題 2.4に韮づき，定理l.2(ii)の証明を完了する．fEHパ応りとすると，f1,J2,...,JN E 
L含（町）および球 B1,B久．．．，BNが存在し，

Iii -J1-!2 -... - JNIIH1 さ ~II J IIH1, (17) 

N 

どllfj11£00 IBj I乏||JIIH1 (18) 
j=l 

を満たす．

補題 2.4を適用すると，gJ,hJEL~（恥門および球 Bt ,1社を得て，

llhj llL00 乏 ll fj llL00• (19) 

k を大きく選ぶことで，

||fJ -g宣＋鱈＊がIIか＜嘉IIJJIIH1

となり，証明が完了する．

2.2 定理1.2(iii)の証明

定理1.2(ii)の証明を精査する．実際，補題 2.5によれば，任意の原子的ブロックは台を変更せず
に分解可能であることが分かる．しかし，定理l.2(ii)の証明は，これは原子には適用できないこ
とを示している．そこで，次の補題にあるような修正を施す．
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補題 2.5.K 2'. 3とし， Tを偶関数の実数値核 KTを持つ畳み込み作用素とする． VESn→ぉ
よびt,,> 0が

inf |x|n応 (x)> 0 
xEV 

を満たすと仮定する．ここで， V:= {x E町： X・V>刈x|}である．また，凡および恥を

B2 = Kr(B山＋B1

かつ

B2 -B1 := {b2 -b1 : b1 E B1, b2 E凡｝ CV

を満たす球とする．

f疇 EL合（町）が

supp(fi) C B1, supp(!叫 CB2, 1仏（x)+加））dx= 0 (20) 
B1UB2 

を満たすと仮定する．f：=f1+f2 と定める．さらに，

i f2 
91 := XB2, h1 := -T詞 (c(Bリ）＇ 92:= XB1, h2 := -T証 (c(B分）＇

m叫Ji).rn*., mB1 (!1) 
F:=f＋柘Tg1-g1T*h1十加Tg2-g2T*加- 91T*92 + g江91

TxB2(c(B1))",,_ "~, TxB2(c(B1)) 

と定義する．

(i) Fのモーメントは消える．つまり，

が成り立つ．

(ii)評価

および

J F(x)dx = 0 
B1UB2 

llg1IIL= = llg2IIL= = 1 

(21) 

(22) 

llh叶1£00+ llh2IIL00乏1|f||LOO. (23) 

が成り立つ．さらに，

mB1 (!1) 
ll91IIL00llh叶1£00+ ll92IIL00 llh叫ILOO+ ||g叶IL00ll92IIL00乏1|f||LOO. (24) 

TxB2(c(Bリ）

(iii)評価
1 

|F|こr||f||LOOXB心B2・ (25) 

が成り立つ．

この補題と先の議論を組み合わせることで，定理1.2(iii)の証明が完成する．
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