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BORNOLOGICAL PROPER ACTIONについて

広島大学先進理工系科学研究科 長屋拓暁
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HIROSHIMA UNIVERSITY 

ABSTRACT.群作用の商空間を考える際に properという性質は菫要である．この proper

作用について位相的な研究は多くなされており， properの概念を弱めた弱properや， CI条

件という 2つの性質を甚にした研究もある．それらの結果をもとに本論文では，群作用が

properであることを群と空間上のボルノロジー的観点から研究する．主な結果は，ボルノ

ロジー的proper,弱ボルノロジー的proper,BIを定義し，弱ボルノロジー的 properをボル

ノロジーの観点から特徴づけし，ボルノロジー的 properを粗幾何学を用いて特徴づけした

ことである．

1.イントロダクション

この節では， Lを局所コンパクトハウスドルフ群， X を局所コンパクトハウスドルフ L-

空間とする．任意の相対コンパクトな部分集合C,C'cXに対し，集合

Le→c':= {l EL I zc n C'-/-0} 

がLにおいて相対コンパクトであるとき， LのX への作用が properであるというコ

ンパクト集合を用いて properを定義する流儀もあるが，今回の設定では同値である．

もし LのX への作用がproperならば，以下のような商空間に関する命題が得られる．

命題 1.1.作用のproper性について以下の命題が成り立つ．

(i) Lをハウスドルフ群， X をハウスドルフ空間とする． Xへの連続的な L作用が

properならば，商空間L¥Xもまたハウスドルフである．

(ii) Lを離散群， X を局所コンパクトハウスドルフ空間とする． L-作用がproperかつ

自由であるならば， 1r:X→L¥Xは被覆写像である．

このように商を考えるときに作用のproper性は重要である．しかしながら作用がproper

かどうかを判定することは容易ではない．そのためproper性，またはそれに関する諸性質

を幾何学的に特徴づけることはproper判定に重要な示唆をもたらすだろう作用のproper

性に関連する性質として， A.Bakloutiによって導入された弱proper(cf. [1])やCI条件

がある．定義は以下の通りである．
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定義 1.2.pをXへのし連続作用とする．

(i)作用pが弱properであるとは，任意の点xEXと相対コンパクト部分集合CcX

に対し， Lx→cCLが相対コンパクトであることをいう．

(ii)作用pがCI条件を満たすとは，任意の点XEXに対し，固定部分群LxCLが

相対コンパクトであることをいう．

一般にproper,弱proper,CI条件の順に弱い条件であるまたそれらの差分を表す例を

紹介する．

例 1.3.1つ目の例は CI条件を満たすが，弱properでない例であり， 2つ目の例は弱proper

であるが， properでない例である．

(i) (CI条件を満たすが弱properでない例）炉上の Zー作用Plを次のように定義する．

Zxゞ →S1 

(n, e 21[ir 21[i(r+¢n) ,)→  e 

この作用は自由であるため， Plは CI条件を満たす．しかし，z砂→Sl= zはコン
パクトでないため，弱properではない

(ii)隅properだがproperでない例）配＼｛O}上のZー作用P2を次のように定義する．

Zx（酎＼｛0｝）→配＼ ｛〇｝

(n, (xぃ四）T）→ (2nx1,2―n四）T

任意にx€配＼｛O} と相対コンパクトな部分集合Cc 配＼｛O} をとる．軌道 z.X

が離散部分空間であるため， clxCnz.Xは有限集合である．したがって作用P2は

弱properである．しかし Z炉→Sl= zはコンパクトでないため， properではない．

では，それらの条件は幾何的にどのように特徴づけられるのだろうか．吉野太郎氏は，そ

れらに関する以下の 2つの定理を示している (cf.[8]). 

定理 1.4(T. Yoshino [8]). Lを局所コンパクトハウスドルフ群， X を局所コンパクト空

間， pをX上の L連続作用であり， CI条件を満たすとするこのとき次の 2つの条件は

同値である．

(i)作用pは弱properである．

(ii)任意の点X€ X に対し，軌道L-xC X が閉集合でかつ写像Tx:L/Lx→ L.X 

([l]f-----+ lx)は同相である．

定理 1.5(T. Yoshino [8]). Lを局所コンパクトハウスドルフ群， X をパラコンパクトな

局所コンパクトハウスドルフ空間， pをX 上の L連続作用であり，弱properかつ商空間

L¥Xがパラコンパクトとなることを仮定する．このとき次の 9つの条件は同値である：

(i)作用pはproperである．
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(ii) X 上の位相に適合する一様構造Uが存在し，作用pが一様連続である．

吉野氏はproper性，弱proper性を位相や一様構造によって幾何学的に特徴づけた．本

研究ではproper性，弱proper性をボルノロジーや粗幾何学の観点から幾何的に特徴づけ

を行う．定理1.4および定理 1.5に呼応する形で，以下の主結果が得られた

定理 1.6(N). (L，約）をボルノロジ一群，（X,Bx)をボルノロジー空間とする．作用pが

x上の L有界作用であり，BI条件を満たすとする．このとき，次の 9つの条件は同値で
ある．

(i)作用pは弱ボルノロジー的properである．

(ii)任意のxEXに対し，心(Bx)=q!(BL)である．

定理 1.7(N). (L，約）をボルノロジ一群，（X,Bx)をボルノロジー空間とする．作用pが

x上のL有界作用であり，弱ボルノロジー的properであるとする．このとき，以下の命題
は同値である．

(i)作用pはボルノロジー的properである．

(ii)作用pはX上にボルノロジーに適合する粗構造£が存在して，作用pが一様有

界となる．

本稿の流れを紹介する 2節ではボルノロジー空間と粗空間を定義する． 3節ではボ

ルノロジーを用いてボルノロジー的proper,弱ボルノロジー的proper,BI条件を定義し，

proper,弱proper,CI条件との関連性を示す． 4節では主定理を改めて紹介する． 5節では

「終わりに」と題して今後の課題を述べる．

本稿を通じて，任意の集合X に対し，その幕集合をP(X)と表す．

2.ボルノロジー空間と粗空間

この節では，ボルノロジー空間および粗空間の定義を紹介する．

2.1.ボルノロジ＿空間．この節では，関数解析の分野から生まれたボルノロジーについて

定義を紹介する歴史的経緯については [4]を参照されたい

定義 2.1（ボルノロジー）． X を集合， BをP(X)の部分集合とする． BがX上のボルノ

ロジーであるとは， Bが次の 3つの条件を満たすことをいう

(i) UBEB B = X. 
(ii)任意のB1,B2EBに対し， B1U B2 EB. 

(iii)任意のBEBと任意のB'cBについて， B'EB.

x上のボルノロジーBに対し，組(X,B)をボルノロジー空間と呼び，ボルノロジーの
各要素BEBを有界集合という特にボルノロジー空間の有限部分集合はすべて有界で

ある．



109

次に「ボルノロジ一基底」の概念を紹介する．集合X に対し， DがX の部分集合族で

あり，次の 2つの条件を満たすとき,vをX 上のボルノロジ一基底という．

(i') UDED D = X. 

(ii'）任意の D1,D2EVに対し， D1UD2 c Dとなる D€D が存在する．

ボルノロジ一基底Pに対し，集合〈D〉:＝ ｛sex IヨDE V such that S c D}はボル
ノロジーとなる．

例 2.2.以下に 2つのボルノロジーの例を示す．

(i) (X, d)を距離空間とする．このとき，すべての有界部分集合の族氏(X)はボルノ

ロジーである．これを有界ボルノロジーと呼ぶ．

(ii) X をハウスドルフ空間とする． このとき，相対コンパクトな部分集合全体の族

Bcpt(X)はボルノロジーを形成する．これをコンパクトボルノロジーと呼ぶ

ボルノロジー空間の間の射について以下に定義する．

定義 2.3（ボルノロジー空間の間の射）．（X,Bx),(Y，氏）をボルノロジー空間とする．

f:X→Yが有界であるとは，任意のB€応に対し， f(B) E Byとなることである．

また，集合からボルノロジー空間への単射/,:s→Yがあるとき，しが有界となるように
定義域側に自然にボルノロジーを誘導することができる．それを刀3Yと書く．逆にボル

ノロジー空間から集合への全射q:X→Tがあるとき， qが有界となるように値域側に自
然にボルノロジーを誘導することができる．それを『Bxと書く．

2.2.粗空間この節では， Roeによって考案された粗空間を紹介する (cf.[7]). 

定義 2.4（粗空間）．集合 X とP(XxX)の部分集合 Eの対 (X,£)が粗空間であるとは，

次の 5つの条件を満たすことをいう：

(i) diag(X) := {(x, x) Ix EX} E £. 

(ii)任意の EE£ について， E丁:=｛(x', x) I (x, x') EE} E £. 

(iii)任意の E1,E2E £について，

E1o尼：＝ ｛（x,z) EX  x X|ヨyEX such that (x, y) E E1 and (y, z) E局｝ € E． 

(iv)任意の E1,...,EnE £について， u~=l 且 E £. 

(v)任意の EE£ とE'cEに対し， E'E£.

上記の設定においてEの各要素を制御集合と呼ぶ．各 EE£ および Xの部分集合 T

に対し， E-近傍を以下のように定義する：

E[T]:={sEX|ヨtET such that (s, t) EE}. 

P(XxX)の部分集合Cが次の4つの条件を満たすとき，粗構造の基底と呼ぶ (cf.[3]). 

(i)'ある EECが存在して diag(X)c E. 
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(ii)'各 EECに対し，ある E'ECが存在して E丁 cE'.

(iii)'各 E1,E2 ECに対し，ある E'ECが存在して E戸恥 cE'.

(iv)'各 E1,E2 ECに対し，ある E'ECが存在して E1U E2 CE'. 

粗構造の基底Cを持つとき，次のように粗構造が定義される．

〈C〉:＝ ｛E C X x X I ::JC E C such that E C C}. 

例 2.5.(X,d)を距離空間とし，任意の r2". 0に対し，集合

Er:= {(x,y) EX  XX  I d(x,y)さr}

を定義する．このとき，族 Cd:= { Er C X X X I rミ0}は粗構造の基底である．集合
品：＝〈C心を有界粗構造と呼ぶ．

以下のように粗空間からボルノロジーを誘導することができる．

命題 2.6.(X,£)を粗空間とする．このとき，

Bt: := {U~=l凡加] I nE N,｛凡｝7=1C £, {Pi}7=1 C X} U {0} 

はX上のボルノロジーとなる．

2.3.ボルノロジー空間への群作用．この節では，（X,Bx)をボルノロジー空間， Lをボル

ノロジー的を備えた群， pをX上のし作用とする．

定義 2.7（ボルノロジ一群， cf.[6]）．群Lがボルノロジ一群であるとは，積

LxL→L, (l凶）→ hl2 

および逆元をとる写像

L →L, l→ l-1 

がともに有界である場合であることをいう．ここで， LxLには〈BLX BL〉が備えられて

いる．

位相群に連続作用を定義することに呼応する形で，ボルノロジ一群に有界作用を以下で

定義する．

定義 2.8（有界作用）． LのX 上の作用pが有界作用であるとは，次の写像が有界である

ときである：

LxX→X, (l,x) f----+ lx 

ここで， LxXには〈BLx Bx〉が備えられている．
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2.4.粗空間への群作用．この節では，［2]によって導入された粗空間上の一様有界な群作用

の定義を紹介する．

Lを群， X を集合 pをX上のL作用とする．各lEL, Xx  X の部分集合Eに対し，

次の2つの記法を使用する：

l*E := {(lx,ly) I (x,y) EE} 

じE:= LJl*E. 
lEL 

定義 2.9.(X,E)を粗空間， Lを群とする． Lの作用pが一様有界であるとは，各EEE

に対し，ある F€ £が存在し，任意のlELに対しl*Ec Fとなることをいう．

上記の定義は，じE が各 E€8 に対し制御集合であることを意味する．また， E,FEE

の要素がドEcFを満たす場合任意の点xEXに対し l・ (E[x]) c F[lx]が成り立つ．

例 2.10.(X, d)を距離空間とし， Lを等長変換群の部分群とする．このとき， Lは(X，品）

に一様有界に作用している．

3.ボルノロジー的PROPER性と位相的PROPER性との関連

この節では，（L，的）をボルノロジ一群，（X,Bx)をボルノロジー空間， pをX上の有界

なL作用とする．

定義 3.1.作用pに関連するいくつかの用語を次のように定義する．

(i)作用 pがボルノロジー的 Proper（以降 B-properと略記）であるとは，任意の

B,B'E応に対し， LB→B'がLの有界集合であることをいう．

(ii)作用pが弱ボルノロジー的 Proper（以降，弱 B-properと略記）であるとは，任

意のxEXおよびBEBxに対し， Lx→BがLの有界集合であることをいう．

(iii)作用 pがBI条件を満たすとは，任意の xEXに対し， LXE的であることを

しヽう．

このようにボルノロジー的に定義したproper性と位相的proper性はどのような関係性

があるだろうか．実はLやX に適切な設定を定めると同値になる．

定理 3.2.Lを局所コンパクトハウスドルフ群， X を連続的な L作用を備えた局所コン

パクトハウスドルフ空間とする．また，ボルノロジー (L,Bcpt(L)）および (X,Bcpt(X)）を

考える．このとき，次のことが成り立つ．

(i) X 上の L作用がproperであることと， B-properであることは同値である．

(ii) X 上の L作用が弱properであることと，弱 B-properであることは同値である．

(iii) X上のL作用が CI条件を満たすことと， BI条件を満たすことは同値である．
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4.主定理

この節では， B-proper性と弱 B-proper性を特徴付ける． （L,Bりをボルノロジ一群，

(X,Bx)をボルノロジー空間， pをX上の有界なL作用とする．

4.1.弱 B-proper性の特徴付け．作用 pが BI条件を満たすと仮定すると，弱B-proper

性は次のように特徴付けられる．

定理 4.1(N)．作用 pがBI条件を満たすと仮定する． lxをL.xから X への包含写像，

qx: L→L. X (l→lx)とおく．このとき，次の 2つの条件は同値である．
(i)作用 pは弱 B-properである．

(ii)任意のxEXに対し，心(Bx)＝ば（約）が成り立つ．

注意として弱B-proper性が成り立たない場合でも q：的 Ci;Bxは成り立つ．

例 4.2.節3において，zの作用 Pl（例 1.3参照）が CI条件を満たし，弱properではな
いことを示したさらに定理3.2により，群と空間の両方にコンパクトボルノロジーを入

れると，この作用はBI条件を満たすが弱 B-properではないことがわかる．上記の定理に

よって導入された 2つの集合を考察する．

eo E S1を考える．このとき次の 2つのボルノロジーが得られる．

ら(Bcpt(Sり）＝ ｛｛e2TCi¥i2n I n E N} I N C Z} 

q!o(Bcpt(Z)) = {{e2TCi⑮n In EN} INC Z;finite}. 

ら(Bcpt(Sり）は心(Bcpt(Z))と等しくないため，弱B-properではない．

ィントロダクションでは，吉野氏の弱properの幾何的な特徴付けに関する定理1.4を紹

介した定理3.2で示したように特定の状況下で弱properと弱B-properであることは同

値であったから，それぞれの幾何的な特徴付けは同じ状況下で同値である．しかし以下の

命題はあえて直接的に証明することもできる．

命題 4.3.Lを局所コンパクトハウスドルフ群， X をL連続作用をもつ局所コンパクト

空間とする． LとX にコンパクトボルノロジーを考えるとき，次の 2つの条件は同値で

ある．

(i) pは CI条件を満たし，各軌道はX において閉であり，任意の XEX に対し

Tx: L/Lx→ L.xは同相写像である．
(ii) pはBI条件を満たし，任意の xEXに対し心(Bcpt(X))= q;(Bcpt(L)）が成り

立つ．

この命題で注意すべきことは，一般に，部分集合に相対位相を入れその位相によりコン

パクトボルノロジーを誘導したものと，先にコンパクトボルノロジーを誘導し，それを制

限したものが一致しないことである．実際，民と半開区間 (0,1]を考えると，先に紹介し
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たボルノロジーでは(0,1]が有界集合でないのに対し，後に紹介したボルノロジーでは有

界集合になっている．その2つが一致することと (i)は同値であることをこの命題は主張

する．

4.2. B-proper性の特徴付け．この節では，定理3.2において示した内容を拡張する．

集合CL,Xを

CL,X:=｛旦lDx lD c X x X I D E Bx} 
と定義する．

定理 4.4(N)．作用pが弱B-properであると仮定する．このとき，次の 3つの条件は同値

である．

(i)作用pはB-properである．

(ii)集合CL,XはX上の粗構造の基底であり，£:=〈CL,X〉から誘導したボルノロジ一

氏が応と一致する．

(iii) X上に応と適合する粗構造£が存在し，作用が一様有界である．

イントロダクションで示したように，配＼｛0｝上の Zー作用 P2（例1.3参照）は弱B-proper

だが， B-properではない実際， Z*(S1X S1) 0 Z*(S1 X sりを上から評価できる集合は
CL,Xに存在せず， CL,Xは粗構造の基底ではない

5.終わりに

最後に今後の課題を述べて本稿を終える．

問題 5.1.Lを局所コンパクトハウスドルフ群， X をパラコンパクトな局所コンパクトハ

ウスドルフ空間， pをX 上の L連続作用であり，弱properかつ商空間 L¥Xがパラコン

パクトとなることを仮定する．このとき次の 2つの条件は同値であることを直接証明で

きるか

(i) X 上の位相に適合する一様構造Uが存在し，作用pが一様連続である．

(ii) X上に Bcpt(X)と適合する粗構造£が存在し，作用pが一様有界である．

今回の設定では，定理3.2により properであることと B-properであることは同値であ

るため，この2つの条件が同値であることはすぐにわかる．しかしながら直接証明しよう

とすると難しい（i)から (ii)を示すには一様構造から粗構造をどのように誘導するかを

考えてみたい嶺氏山下氏山内氏の共同研究によって一様構造から粗構造を誘導する

C。粗構造という構成法がある (cf.[5])．この構成法を甚にしながら群作用を考慮した新

たな粗構造を定義することを模索したい

また逆に(ii)から（i)を示すことを考える．一般に局所コンパクトハウスドルフ群は完

全正則であるから，位相に適合する一様構造が存在する．吉野氏の論文 [8]では，その一様

構造を用いて pが一様連続になるような一様構造を構成していたそれを基にしながら，
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作用の一様連続性は作用の連続性，弱proper性，一様有界性の 3つの条件で導くことがで

きるか考えてみたい

専門家の方がご覧になった際はぜひご意見をいただきたい．
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