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概 要 Hilbert空間において，閉凸集合の上への距離射影は常に定義でき，非常に良い性質をみたす

ことが知られている．しかし，Bnach空間では，距離射影はあまりよい性質を持たず，それらの性質は，

Alber [2, 3]，茨城高橋[10,l2]らの発見した様々な射影に分散されているように見える．［4]などでも

試みられていることではあるが，今回，これらの性質について知られている結果をまとめ整理してみる

ことにする．

1 はじめに

本論文では，基本的に実Hilbert空間，実Banach空間を扱う．また，バナッハ空間においては，特

に断りがなければ，滑らかで、厳密に凸なノルムを持つ反射的Banach空間とする．最初に Hilbert

空間における距離射影について述べていく．距離射影の概念自体は古くから知られていたが，後に

述べる射影やレトラクションと関係する非常に重要な性質をもっている．

Definition 1.1 ([7, 14]). HをHilbert空間， CcHをHの空でない閉凸集合とする． Hの任意の

元xEHに対して， llx-xoll= d(x,C)となる xoECが一意に定まる（この様な性質を持つ集合

CをChebyshev集合という）．このような， Hから Cの上への写像Pcx=xoを距離射影(metric

projection)という．

Theorem 1.1 ([7, 14]). Hを実Hilbert空間， CcHを空ではない閉凸部分集合とする．距離射影

Pc:H→Cは以下の性質を満たす．

1. Pcは幕等 (idempotent)である．つまり，

梓＝Pc.

また， Cの要素はすべてPcの不動点である．つまり，

Pcx=x (¥:/xEC). 

2. Pcはfirmly非拡大である．つまり，任意のx,yEHにおいて，

〈Pcx-Pcy,x -y〉2:l1Px-Pyll2 

が成り立つ．

3. Pcは単調である．つまり，任意のx,yEHにおいて，

〈Pcx-Pcy,x -y〉2:0
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が成り立つ．

4.任意のxEHにおいて，zoECが

zo =Pcx 

を満たすための必要十分条件は，不等式

〈x-zo,zo-z〉20 (Vz EC) 

を満たすことである．

5. Pcは非拡大である．つまり，任意のx,yEHにおいて，

IIPcx-Pcy||::; llx-yll-

6. Pcはサニーである．つまり，等式

Pc(Pcx+t(x-Pcx))=Pcx ('vxEH, Vt20) 

が成り立つ．

ただし，Banach空間になると，距離射影がこれらの性質をみたさなくなる．

2 Banach空間での距離射影p

Theorem 2.1.実ノルム空間Eが，狭義凸で回帰的であるとする． Eのすべての非空閉凸部分集合

はChebyshev集合である．

Proof GをEの空ではない閉凸部分集合とする．xoEE¥Cに対し，

d(xo,C) = inf llxo -gll 
gEC 

と定義すると，下限の定義より，任意の自然数nに対し

1 
d(xo,C) :S llxo-gnll <d(xo,C)＋ー

n 

を満たすgnECが存在する．このとき，

皿llxo-g叶I=d(xo,C) 

が成り立つ．点列 {gn}は有界なので，Eが回帰的であることより，ある goEEに弱収束する部分列

｛肌｝ C{gn}が存在する． Cは弱閉集合でもあるので，goECが言えるまた，ノルムの弱下半連続

性より，

d(xo,C)=凹 ||Xo-gn||＝1im||Xo-g』|＝liminf||Xo-g叫I:2: llxo -goll :2: d(xo,C) 
I→O 

が成り立ち，

llxo-goll =d(xo,C) 
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が得られるまた，もし，go,g1EC, go-# g1において，

llxo-g1II = llxo-goll =d(xo,C) 

が成り立つとすると，Eが狭義凸であることより，

(xo-g1)+(xo-go)II II g1+go 

2 
= llxo -~ II < llxo -g叶I=llxo-goll =d(xo,C) 

2 

が得られる． Cは凸なので紅戸g_ECが言えるが，これは llxo-g1II= llxo-goll =d(xo,C)に矛盾

する．従ってこのような gECは一意に存在する． ロ

Theorem 2.2 ([14]). Eを滑らかなバナッハ空間， CcEを空ではない凸音防分集合とする． xEEに

おいて， zoECが

llx-zoll = inf llx-zll 
zEC 

を満たすための必要十分条件は，不等式

〈zo-z,J(x-zo)〉：：：：： 0 ('vz EC) 

を満たすことである．

ここで，Jは正規化双対写像(normalizedduality mapping)で，

J(x) = {x* EE* :〈x,x*〉＝ ||xll2 = llx*ll2} 

で定義される共役空間E*に値を持つ集合値写像とする．どんな Bnach空間Eでも一般にすべて

の要素xEEで定義できる．さらに，Eが滑らかな Banach空間の場合はノルム位相から weak＊位

相に関して連続な一価写像であるまた，x,yEEとfE J(x), g E J(y)において，

〈x-y,J-g〉：：：：：〇

が成立する．その他詳細は [6,15]を参照．

Corollary 2.1. Eを狭義凸，滑らか，回帰的なバナッハ空間とする． CをEの空ではない閉凸部分

集合とし， XをCに含まれないEの要素とする．このとき，

llx-Pcxll = inf llx-zll 
zEC 

満たす要素PcxECが唯一つ存在し， zoECがzo=Pcxであるための必要十分条件は，

〈zo-z,J(x-zo)〉2':0 (¥:/z EC) 

を満たすことである．

Banach空間での距離射影については，［13]も参照．
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3 一般化射影n

ここでは 1996年にAlberによって導入された，一般化射影の概念について述べる．

Definition 3.1 ([l]). Eを滑らかなBanach空間とする． Jは一価写像なので，汎関数<f>:ExE→股

を

</>(x,y) = llxll2 -2〈x,Jy〉+||Yll2 

と定義する． Eを狭義凸かつ滑らかなバナッハ空間とする． x,yEEにおいて， </>(x,y)= 0が成り立

っための必要十分条件はx=yである．

Definition 3.2 ([l]). Eを狭義凸，滑らか，回帰的なBanach空間， CcEを空でない閉凸部分集合と

する．写像Ile:E→C 
</>(Ilcx,x) = inf</>(z,x) 

zEC 

を一般化射影と呼ぶ任意の閉凸部分集合CcEにおいて,Ile :E→Cは常に一意に定義される．

Lemma 3.1 ([l, 11]). Eを滑らかな Banach空間， CcEを空でない閉凸部分集合とする．任意の

xEEにおいて， zoECがzo= IIcxであるための必要十分条件は，

〈zo-z,Jx-lzo〉20 (Vz EC) 

を満たすことである．

Theorem 3.1. Eを狭義凸，滑らか，回帰的なBanach空間， CcEを空でない閉凸部分集合とする．

一般化射影Ile:E→Cは以下の性質を満たす．

1. Ileは幕等 (idempotent)である．つまり，

TI~= Ile. 

また， Cの要素はすべて Ileの不動点である．つまり，

Ilcx = x (Vx EC). 

2. Ileはd-accretiveである．つまり，任意のx,yEEにおいて，

〈Ilcx-Ilcy, J x -Jy〉20

が成り立つ．

3.任意のxEEにおいて，zoECが

zo = Ilcx 

を満たすための必要十分条件は，不等式

〈zo-z,Jx-lzo〉20 (Vz EC) 

を満たすことである．
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4.任意のxEEにおいて，不等式

tP(z,ITcx) + tjJ(ITcx,x)-S tP(z,x) ('vz EC) 

が成り立つ．

5.任意のxEEにおいて，不等式

6. 

7. 

tjJ(z,ITcx) -S tj)(z,x) ('vz EC) 

が成り立つ．

〈ITcx-z,Jx-Jz〉20 (Vz EC). 

〈x-z,Jx-JITcx〉20 (Vz EC). 

Proof I.任意の xECにおいて， ITcx= xが成り立つ．実際，このとき tj)(x,x)= 0なので，

tj)(x,x) = infzEctfJ(x,z)が成り立つ．また，このときのみ tj)(x,.)は0になるので，ITcx=xが

言える．

IleはEから Cの上への写像なので，任意のxEEにおいて,ITcxはIleの不動点．従って，

Ile (ITcx) = ITcxが成り立つ．

2. Ileの定義より，x,yEEにおいて，

が成り立つので，

tj) (ITcx,x) -S tj)(~,x) (V~ EC) 

tfJ(ITcy,y) °S tj)(r,,y) (1:/17 EC) 

tj) (ITcx,x)さtj)(Ilcy, x), tj) (ITcy, y) -S tj) (ITcx, y) 

が得られる．つまり，

III―Icxll2-2〈ITcx,Jx〉+||xll2+ III―lcYll2-2〈ITcy,Jy〉+||Yll2

-S III1cYll2 -2〈ITcy,lx〉+||xll2+ III1cxll2 -2〈ITcx,Jy〉+||Yll2

が得られるが，これより不等式

〈ITcx,Jx〉+〈ITcy,ly〉2〈ITcy,Jx〉+〈ITcx,Jy〉

つまり

〈ITcx-ITcy, J x -Jy〉20

が成り立つ．

3. Lemma 3.1より導かれる．



51

4.任意のxEE,zECにおいて，

</>(z,x)-</>(z,Ilcx)-</>(IIcx,x) 

= llzll2-2〈z,Jx〉+||xll2-llzll2+2〈z，亀illcx〉-||Ilcxll2 

-IIIIcxll2+〈IIcx,Jx〉-||xll2

=-2〈z,Jx〉+2〈z,mcx〉+〈IIcx,Jx〉-2IIIIcxll2

=2〈Ilcx-z,Jx〉+2〈z-Ilcx,mcx〉

=2〈Ilcx-z,Jx-JIIcx〉

が言えるが，3.より〈IIcx-z,Jx-JIIcx〉20なので，

</>(z,Ilcx) +</>(Ilcx,x)::; </>(z,x) (¥/z EC) 

が成り立つ．

5. 4.より自明

口

4 サニー一般化非拡大レトラクションR

ここでは，茨城ー高橋によって導入されたサニー一般化非拡大射影の概念について述べる．

Definition 4.1 ([10, 12]). Eを狭義凸，滑らか，回帰的なBanach空間， C*cE*を空でない閉凸部分

集合とする．写像 Re• :E→J-1C* 

¢(x,Re•X) ＝J嬰<f>(x,z)

をサニー一般化非拡大レトラクションと呼ぶ任意の閉凸部分集合C*cE*において， Jはノルム

位相から weak＊位相に関して連続なので， r1C*cE は閉集合で， Re• :E→J-1C*は常に一意に
定義される．

Lemma 4.1 ([10]). Eを狭義凸，滑らか，回帰的な Banach空間， CcEを空でない閉音防分集合とす

る． R:E→CをEのCの上へのサニー一般化非拡大レトラクションとしたとき，任意のxEEに
おいて， zoECがzo=Rxであるための必要十分条件は，

〈x-zo,lzo-Jz〉2:0 (Vz EC) 

を満たすことである．

Theorem 4.1. Eを狭義凸，滑らか，回帰的な Banach空間 C*CE*を空でない閉凸部分集合とす

る．サニー一般化非拡大レトラクション Re• :E→J-1C*は以下の性質を満たす．

1. Re• は幕等 (idempotent) である．つまり，

Rも＝Rc*． 
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また， 1-1c* の要素はすべて Rc• の不動点である．つまり，

Rc•X = X (¥:/x E r1C*). 

2. JRc• :E→C*は単調である．つまり，任意のx,yEEにおいて，

<x-y,JRc•x-JRc•Y>20

が成り立つ．

3.任意のxEEにおいて，ZoE 1-1c*が

zo =Rc•x 

を満たすための必要十分条件は，不等式

〈x-zo,lzo -Jz>~o (¥/z E r1c*) 

を満たすことである．

4.任意のxEEにおいて，不等式

q,(Rc•x,z) +t/J(x,Rc•x) s q,(x,z) (¥/z E r1C*) 

が成り立つ．

5.任意のxEEにおいて，不等式

lj!(Rc•x,z) S lj!(x,z) (¥/z E J―IC*) 

が成り立つ．

6. Re• はサニーである．つまり，等式

Rc•(Rc,x+t(x-Rc,x))=Rc,x (¥/xEE, \/t~O) 

が成り立つ．

Proof l. Theorem 3.1と同様に求められる．

2. RC*の定義より，x,yEEにおいて，

が成り立つので，

が得られる．つまり，

q,(x,Rc,x) S q,(x，~)（西 Er1c*) 

t/J(y,Rc•Y) さ ¢(y,n) （Vn EJ-1C) 

q,(x,Rc,x) S q,(x,Rc•Y), q,(y,Rc•Y) S q,(y,Rc•x) 

llxll2-2〈x,JRC*x〉+||Rc•xll2 + IIYll2 -2<y,JRc•Y>+ ||Rc•Yll2 

s llxll2-2<x,JRc•Y>+ ||Rc•Yll2 + IIYll2 -2〈y,JRc,x〉+||Rc,xll2 
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が得られるが，これより不等式

〈x,lRc•x〉+〈y,lRc•Y〉ミ〈x,lRc•Y〉+〈y,JRc•x〉

つまり

<x-y,JRc•x-JRc•Y>20

が成り立つ．

3. Lerrnna 4.1より導かれる．

4. 4.より自明

5. 任意の xEE,t>O において，ふ＝ Rc•x+t(x-Rc•x) とすると， 3. より

〈xt-Rc*Xt,JRc心一lRc,x〉20,

<x-Rc•x,lRc•x-JRc•Xr) 2 0 

が成り立つ．xi-Rc•x= t(x-Rc•x) と (4.2) より，

〈xi-Rc,x, JRc•x -JRc•xi>=t〈x-Rc,x,JRc•x-JRc心〉 20

が成り立つ．これと，（4.1)より，不等式

<Rc•x1-Rc•x,lRc凶—JRc•x〉さ 0

を得るが，Jの性質より

〈Re*ふ -Rc•x,lRc•Xt-JRc*x〉=0 

が導かれる．よって，Jの性質より，Re心＝Rc*xが得られる．

5 サニー非拡大レトラクション Q

サニー非拡大レトラクションについては次の結果が有名である．

(4.1) 

(4.2) 

ロ

Theorem 5.1 ([5]). Eを滑らかなBanach空間， CをEの空ではない部分集合とする． EのCの上

へのレトラクション Q:E→Cが存在するとき，以下は同値である．

(a) Qはサニー非拡大レトラクションである．つまり，任意のx,yEEにおいて

IIQx-Qyll :S llx-yll, 

かつ

Q(Qx+t(x-Qx)) = Qx (Vt?: 0). 

(b) Qはfirmly非拡大レトラクションである．つまり，任意のx,yEEにおいて

II Qx-Qyll2 :s;〈x-y,J(Qx-Qy)〉．
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(c) Qは不等式

<x-Qx,J(Qx-z)>~o (VxEE, VzEC) 

を満たす．

さらに，この条件を満たすレトラクション Qは存在しても高々一つである．

しかし，サニー非拡大レトラクションに関しては，Eのレトラクトであるための必要十分条件は

まだ得られていないし，レトラクトに関する情報も非常に少ない．ただ，Eが狭義凸の場合，レトラ

クトは非拡大写像の不動点集合なので，閉凸集合になることは分かる．

6 結論

これらの射影及びレトラクションの各性質をまとめると以下のようになる．

距離射影 サニー一般化非拡大レトラクション

〈J(x-Px),Px-z〉2:0 (VxEE, VzEC) 〈x-Rx,JRx-Jz〉2:0 (Vx EE, ¥;;/z EC) 

llx-Pxll = infzEC llx-zll I </>(x,Rx) = infzEc</>(x,z) 
Cは閉凸集合 JCは閉凸集合

JRは単調

〈JRx-JRy,x-y〉?:0

1/J(Rx,z) :S: 1/J(x,z) (¥/z EC) 

サニー

一般化射影 1 サニー非拡大レトラクション

〈Jx-JIIx,IIx-z〉?:O (¥/xEE, ¥/zEC) 〈x-Qx,J(Qx-z)〉?:O (¥/xEE, ¥/zEC) 

q,(IIx,x) = infzEC 1/J(z,x) 

Cは閉凸集合

nはd-accretive
〈Ilx-Ily,Jx-Jy〉2:0

1/J(z,Ilx)さ1/J(z,x) (Vz EC) 

Qはfirmly非拡大

〈J(Qx-Qy),x-y〉?:O

IIQx-zll ~ llx-zll (¥/z EC) 

サニー

筆者は，故高橋名誉教授との共同研究で，レトラクトにある種の仮定を加えると，表の右側が一致

すること示したが [8,9]，この様に眺めると，左右に違いがあるようにも見える．左側に関しても何

か共通点を見いだすことを考えていきたい．
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