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1 はじめに

H を実ヒルベルト空間とし， AcHxHを極大単調作用素とする．零点問題とは，

0 E Ax 

を満たす H の元Xを求める問題をいうまた，このような XをAの零点といい，零点全体の集合は A-10を

用いて表す．零点問題は，凸最小化問題，変分不等式問題，相補性問題等の多くの非線形問題を一般化した問題

であり，零点問題を解く代表的な手法に近接点法がある．近接点法は 1970年に Martinet[5]によって提案さ

れ， 1976年に Rockafellar[10]が弱収束定理を示した

定理 1.1(Rockafellar [10]). H を実ヒルベルト空間とし， AcHxHを極大単調作用素とする {rn}を有

界な正の実数列とする． mをH の元とし，任意の nENに対して

Xn+l = JrnXn 

とする．ここで， JTn= (I+ rnA)-1である．このとき， liminfn在＞ 0かつ A-10ヂ0とすると，点列 {xn}

はAの零点に弱収束する．

一方，不動点近似法に関する研究において裔橋ー竹内ー窪田 [12]は，非拡大写像の不動点を求める手法として

縮小射影法と呼ばれる近似法を提案し，ヒルベルト空間において不動点への強収束定理を得た．
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定理 1.2（高橋ー竹内ー窪田 [12]).Hを実ヒルベルト空間とし， CcHを空でない閉凸集合とする． T:C→C
をF(T):= {p E C : p = Tp}が空でない非拡大写像とする． O<a<lとし，｛Ctn}C [O, a[を実数列とする．

XoをHの元とし，点列 {xn}を次のように構成する． C1= C, x1 = Pc1xoとし，任意の nENに対して

｛ご：： ：□”C+(］／；：［:1,|z-Xn |｝ ncm 
Xn+l = Pcn+l Xo 

とする．このとき，｛％｝はPF(T)Xoに強収束する．ここで， PKはHから Hの空でない閉凸集合Kの上への

距離射影である．

なお，高橋竹匹窪田 [12]では，定理1.2よりも一般的な非拡大写像族の共通不動点への強収束定理を得てい

る．定理 1.2が示されてから，この手法は多くの研究者によってヒルベルト空間やバナッハ空間で研究が行わ

れ，さらに近接点法の研究においてもこの手法が活発に用いられてきた．しかし，縮小射影法では点列を構成す

る際に，距離射影の正確な値を求める必要があるが，このことは一般的に容易ではない．木村 [2]はこの問題を

解決するために，距離射影の値に誤差を認める縮小射影法を測地距離空間で提案し，不動点への近似定理を得

た([3,4]等も参照）．また，茨木［1]はこの誤差を認める手法と近接点法を融合させ，零点問題の解への近似定

理を得たさらに，竹内 [13]は木村 [2]とは追うアプローチでこの問類を解決する許容範囲を認める縮小射影

法をバナッハ空間で提案し，不動点への収束定理を得た．本論文では，許容範囲を認める手法と近接点法を融合

させた零点問題の解への収束定理（主結果）を示す．

2 準備

本論文では H を実ヒルベルト空間とし，内積を〈•,•〉で表し，この内積から導かれるノルムを II· IIで表す．
以降，本論文では常に Hは実ヒルベルト空間とし， CはHの空でない部分集合とすることとするまた， Nは

正の整数全体の集合を表すこととする． CcHを閉凸集合とする．このとき， Hの任意の元xに対して

llz -xii = inf. IIY -xii 
yEC 

を満たす Cの元zが一意に存在するが，この Hから Cの上への写像を Pcで表し， Hから Cの上への距離

射影と呼ぶ AcHxHが単調作用素であるとは，任意の (x1,Y1),(x公ぬ） €A に対して，常に

〈m ―四，Y1-y2〉〉 0

が成り立つときをいう．単調作用素AcHxHがすべての r>Oに対して

R(I +rA) = H 

が成り立つとき， Aは極大であるという． AcHxHを極大単調作用素とする．このとき， A-10は閉凸集合

である．さらに，（a,b)EH  x H とするとき，任意の (x,y)EAに対して

〈x-a,y-b〉2'.0 

が成り立つならば，（a,b)EAであるまた， r>OとHの元xに対して

Jrx := { z E H : x E z + r Az} 
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を考える．このとき， JTXは一価である．このようなみはAのリゾルベントと呼ばれ，

Jr= (I +rA)-1 

で表される（例えば，［11]等を参照）．ヒルベルト空間では，以下の二つの補助定理が成立する ([6,13]を参照）．

補助定理 2.1(Martinez-Yanesa and Xu [6]，竹内 [13]).Cc  Hを閉凸集合とする． XoをHの元とし，｛％｝

をHの点列とし，

(2.1) 

を満たすとする．このとき，

limsup llxo -xnll ~ llxo -Pcxoll 
n→OO 

(1)部分列 {xnJC{％｝が Cの元uに弱収束するならば， u=Pax。であり，｛xm}はPex。に強収束

する

(2)｛％}のすべての弱収積点がCの元であるならば，｛％｝は Pex。に強収束する．

補助定理 2.2（竹内 [13]).{Cn} C快をすべての nENに対して Cn+1c cnおよびC。:=nnCn =J 0を
満たす空でない閉凸集合列とする． XoをHの元とし，点列 {xn},{zn}を次のように構成する． x1= Pc,xo 

とし，任意の nENに対して

『;::［CnE+1cxno,： ||x。— z| <| Xo-Xn+1||｝， 
Zn E Kn 

とする．このとき，｛％｝，｛％｝は共に Pc。Xoに強収束する．

注意 2.3（竹内 [13]）．補助定理2.1の式 (2.1)は，以下のように置き換えても成立する．

Ix。—%||::; llxo -Xn+1 II ::; llxo -Pcxo II (Vn EN) 

また，補助定理2.2は竹内 [13]ではバナッハ空間の命題として示されているが，本論文ではヒルベルト空間に

限定した形で引用した．

3 縮小射影法

本節では，誤差付きの縮小射影法と許容範囲を持つ縮小射影を紹介し，主結果である零点問題の解への収束

定理を証明する．

3.1 誤差付きの縮小射影法

2012年に木村 [2]は縮小射影法に誤差を認める手法を提案し， 2014年にヒルベルト空間において非拡大写

像の不動点に関する近似定理を示した ([3]を参照）．

定理 3.1（木村 [3]).Cc  H を有界な閉凸集合とし， D = diam C = SUPx,yEC llx -vii < 00 とする．
T:C→ H を F(T) が空でない非拡大写像とし，｛€n} を Eo = limsup戸 nく 00を満たす非負の実数列とす



64

る． uをHの元， X1をllu-xiii< E1を満たすCの元， C1=Cとし，任意の nENに対して

｛叫＝｛Z E C : | z -T%||三||z-％ |｝ncm 
Xn+1 E {z E Cn+l : llu -zll2 <::: d(u, Cn+l戸＋ €い｝

とする．このとき，

limsup llxn -Txnll <::: 2Eo 
n→OO 

となるさらに Eo= 0ならば，点列｛％｝はPF(T)Uに強収束する．

なお，木村 [3]では，定理3.1よりも一般的な非拡大写像族の共通不動点への近似定理を得ている．これらの

結果を受けて，茨木［1]は縮小射影法に誤差を認める手法を，ヒルベルト空間における極大単調作用素の零点問

題へ適用して近似定理を示した．

定理 3.2（茨木 [1]).AC H x HをA-10が空でない極大単調作用素とする．｛6n}を8。=limsupn似く 00

を満たす非負の実数列とし，｛rn}をliminfn在＞ 0を満たす正の実数列とする． uをHの元， X1=XE H, 

C1=Hとし，任意のnENに対して

｛二：：：mE%E :〈Yn-Z,％ -Y叫20} n cれ 9
Xn+1 E {z EH: llu -zll2 :s; d(u, Cn+1)2 + 5~+1} n Cn+l 

とする．このとき，

lirnsup llxn -Ynll：：：： 6。
n→~ 

となる．さらに妬＝ 0ならば，点列 {xn}はPA-'ouに強収束する．

3.2 許容範囲を持つ縮小射影法

誤差付きの縮小射影法とは異なるアプローチで縮小射影法の問題を解決する手法として， 2019年に竹内 [13]

は許容範囲を持つ縮小射影法を提案したさらに，バナッハ空間において非拡大型非線形写像に対して，不動点

への強収束定理を得た．

定理 3.3（竹内 [13]).CC  Hを閉凸集合とする． T:C→HをF(T)が空でない堅非拡大写像とする． Xo
をHの元とし，点列 {xn},{un}を次のように構成する． C1= D1 = C, x1 = Pc,xo, u1 E D1とし，任意の

nENに対して
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とすると，以下のいずれかが成立する．

(1)すべての nENに対して Dnが空でないとき，｛％｝，｛叫｝は共に PF(T)の。に強収束する．

(2)ある kEN ¥{1}に対してDkが空のとき， Uk-1E F(T)となる．
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注意 3.4.本論文ではヒルベルト空間で近似理論を議論するため，竹内 [13]の結果を他の結果と比較しやすく

なるように，ヒルベルト空間に限定し，さらに点列の構成方法等の一部を簡略化した定理3.3の形で引用した．

もちろん，［13]の証明を確認すれば定理3.3が導けることが分かる．

許容範囲を持つ縮小射影法に関しては，不動点近似法における成果は知られていたが，零点問題に関する成

果は知られていない．本論文ではこれらの先行研究を受けて，許容範囲を持つ縮小射影法をヒルベルト空間に

おける極大単調作用素の零点問題に適用するまず，主結果の証明に必要な補助定理を示す．

補助定理 3.5.A cHxHをA-10が空でない極大単調作用素とする．｛rn}をliminfnrn > 0を満たす正の

実数列とする． Hの点列｛％｝と集合列 {Cn}を次のように構成する．妬 EH,C1 = H とし，任意の nEN  

に対して
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とする．ここで， C。：＝ nncnとする．このとき，以下を得る．

(1)すべての nE NU {0}に対して広は閉凸集合であり，かつ A-10C Cnが成立する．

(2)｛叫｝がC。の元u。に強収束するならば， UoE A-10となる．

証明まず，（1)を示す．すべての nE NU {O}に対して，広が閉凸集合となることは自明そこで，すべての

n EN  U {O}に対して A→Oc心となることを示す． A-10c H = C1である．次に，ある kENについて

A-10 c ckが成り立つとする．糾＝ JTk匹とリゾルベントの定義より，（Yk,¥)EAである． Aが単調作

用素であることより，任意のzE A-10に対して

0 <;〈如一 z, 狐一 ~-0〉=」伽― z,Uk -y砂
rk rk 

を得る．したがって，

0::;〈Yk-Z, Uk -Yk〉

となる．仮定より， A-10c ckなので Z € CK+1を得る．つまり， A-10c ck+iである．したがって，帰納法よ

り，すべての nENに対して A→Oc広が言える．これより， A→0C nい五＝ C。となり，（1)は示された．

次に，（2)を示す．｛Un}がC。のある元uoに強収束するとする．任意の nENに対して C。cCnより，

0::;〈Yn-Uo, Un -Yn〉=〈Yn-Un墨n-yn〉+〈Un-Uo,Un -yn〉

を得る．これより，

llun -Ynll2 :S〈Un-Uo,Un -yn〉:Sllun-uollllun-Ynll 

である．したがって，

llun-珈||::::;llun -uoll 

を得る．｛Un}はu。に強収束するため， llun-y叶I→ 0となる．これと liminfnrn > 0より，

Un -Yn II 1 
= --=--11un -Ynll→ O 

rn II rn 

となるまた，

伽―uoll::::; IIYn -unll + llun -uol→ O 
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となり， Yn→u。を得る．さらに， Aが単調作用素であることより，任意の (s,t)EAに対して

〇こ〈s-yn,t-~ 〉
である．したがって，

〇三〈s-uo, t-0〉

となる． Aの極大性より， UoE A-10を得る． ロ

次に，許容範囲を持つ縮小射影法を用いて，ヒルベルト空間における極大単調作用素の零点問題の解への強

収束定理（主結果）を証明する．

定理 3.6.Ac  HxHをA-10が空でない極大単調作用素とする．｛在｝を lirninfn在＞ 0を満たす正の実数

列とする． XoをHの元とし，点列 {xn},{un}を次のように構成する． C1= D1 = H, x1 = Pc, xo, u1 E D1 

とし，任意の nENに対して
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とすると，以下のいずれかが成立する．

(1)すべての nENに対して Dnが空でないとき，｛％｝，｛Un}は共に PA-lQXOに強収束する．

(2)ある kEN ¥{1}に対してDkが空のとき， uk-1E A-10となる．

証明まず，（1)を示す．｛Xn},{un}は共にPA-iox。に強収束することを示す．すべての nENに対して， Dn

が空でないとすると，空でない集合列 {Cn},{Dn}と点列 {xn},{un},｛珈｝を定義することができる．補助定

理3.5(1)より，｛Cn}はすべての nENでCn+1c cnおよびC。:=nnCn-=J 0を満たす閉凸集合列である．

ここで，任意の nENに対して， Knを補助定理2.2で定義された集合とする．すなわち，

Kn= {z E Cn: llxo -zll S llxo -Xn+1II} 

とする．このとき，すべての nENに対して， Un+lE Dn+l C Knである．したがって，補助定理 2.2より

{xn},{un}は共にPc0x。に強収束する．また，補助定理3.5(2)より Pc。XoEA-1occ。となる．すなわち，
Pc。x0= PA-iox。である．したがって，｛Xn},{un}は共に PA-lQX。に強収束する．
次に，（2)を示す． D1-=J 0より， U1E D1が存在し， Yl,C2, X2, D2が定義できる．このとき，らは空でな

い閉凸集合であるが， D2は空になる可能性があるもし， D2-=J 0ならば，匹 ED2が存在し， Y2,C3心3,D3

に同様のことが言える．この手順を進め，ある kE N ¥{1}に対して， Dk=0になったとする．このとき，

Dk-1, Uk-1, Yk-1, Ck心Kまで定義でき， ck,ck-1は空でない閉凸集合で， Uk-1E Dk-1である．ここで， Kn

の定義より， Xk心k-1E Kk-1であるから， Kk-1-=J 0となる．また， Kk-1¥{uk-1} =Dk= 0より， Kk-1は

一元集合となるため，咋＝Xk-1= Uk-1である． Uk-1= Xk E CkとCnの定義より，

〇さ〈Uk-1-Yk-1, Yk-1 -Uk-1〉=-Uk-1 -Yk-1112 
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となり， Yk-1= Uk-1を得る．ここで，リゾルベントの定義より，

Uk-1 = Yk-1 = J九—luk-1 ⇔ 0 E Auk-1 

となり， uk-1E A-10を得る．

4 応用

本節では，主結果（定理3.6)を用いて凸最小化問題，変分不等式問題，相補性問題の解への近似法を扱う．

4.1 凸最小化問題

f:H→]-OO,oo]を下半連続な真凸関数とする．このとき，凸最小化問題とは

f(xo) = mig f (z) 
zEH 

を満たすHの元Xoを求める問題をいう． fの劣微分afを， xEHに対して

af(x) := {z EH: f(x) +〈y-x,z〉:'.S'.f(y), Vy EH} 

ロ

と定義する．このとき， ofCH  x Hは極大単調作用素であり，（8/)-10= argmin{/(z): z EH}であること

が知られている ([7,8]を参照）．また， r>Oとし，みを afのリゾルベントとすると， xEHに対して

J心＝ arzgE~in{f(z) + ½llz -xll2} 

が成立する．この式と定理3.6の直接的な結果として，凸最小化問類の解への強収束定理を得る．

系 4.1.CC  Hを閉凸集合とし， f:H→]-00,00]を（町）一10が空でない下半連続な真凸関数とする．｛rn}
をliminf□n> 0を満たす正の実数列とする． XoをHの元とし，点列{%}，｛叫｝を次のように構成する．
C1 = D1 = H, x1 = Pc,xo,附 ED1とし，任意の nENに対して

Yn = arzg~悶in{f(z)+ 元 llz- 立｝，
Cn+l = {z EH:〈Un-yn如— z〉 2 O}nCn, 

Xn+l = Pcn+1Xo, 
Dn+l = {z EH: llxo -zll :S llxo -Xn+ill, z c/叫｝nCn,
叫＋1E Dn+l 

とすると，以下のいずれかが成立する．

(1)すべての nENに対して Dれが空でないとき，｛％｝，｛叫｝は共に P(8f)一lox。に強収束する．

(2)ある kEN ¥{1}に対して広が空のとき， Uk-1E (8/)-10となる．

4.2 変分不等式問題

CcHを閉凸集合とし， T:C→Hを写像とする変分不等式問題とは，すべてのyECに対して

<Txo,Y-Xo>~o
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を満たすCの元Xoを求める問題をいい，変分不等式問題の解全体の集合を VI(C,T)で表す． xECに対し

て， Cの正規錘Nc(x)を
Nc(x) := {z EH:〈y-x,z〉:S0,'ty EC} 

で定義する． ここで， Nc(x)は閉凸錘となる． T:C→H を単調でヘミ連続な写像とする． このとき，
AcHxHを

Az :＝｛ Tz+Ne(z) （Z E C) 
0 (z ¢ C) 

で定義すると， Aは極大単調作用素であり， VI(C,T)= A-10であることが知られている ([9]を参照）．また，

r>Oとし，みを Aのリゾルベントとする．任意の XECに対して

J心＝ （I +rA)一畑＝ VI(C,T,→
である．ただし，任意の zECに対して， Tr,xZ:= Tz＋乞王である．この式と定理3.6の匝接的な結果として，

変分不等式問題の解への強収束定理を得る．

系 4.2.Cc  Hを閉凸集合とし， T:C→HをVI(C,T)が空でないヘミ連続な一価の単調作用素とする．
｛在｝を liminfn心＞ 0を滴たす正の実数列とする． XoをHの元とし，点列｛％｝，｛％｝を次のように構成す

る． C1= D1 = H, x1 = Pc氾o,附 ED1とし，任意の nENに対して
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とすると，以下のいずれかが成立する．

(1)すべての nENに対して Dnが空でないとき，｛％｝，｛Un}は共に PvI(C,T)XOに強収束する．

(2)ある kEN ¥{1}に対して Dkが空のとき， Uk-1E VI(C, T)となる．

4.3 相補性問題

CcHを閉凸錘とする． Cのポーラー C*を

C* := {y EH: <u,y>~ 0, Vu EC} 

で定義する． T:C→Hを写像とする．相補性問題とは

Txo EC*, 〈xo,Txo〉=0 

を満たす Cの元 Xoを求める問題をいい，相補性間題の解全体の集合を CP(C,T)で表す． このとき，

CP(C,T) = VI(C,T)であることが知られている（例えば，［11]等を参照）．

また，変分不等式問題と同様にr> 0, x EHとし， Tr,x:= T十しユ）とおくことで
r ,J心＝ CP(C,Tr,x)と

なる．これらの事実と系4.2の直接的な結果として，相補性問題の解への強収束定理を得る．



69

系 4.3.Cc  H の閉凸錘とし， T:C→H をCP(C,T)が空でないヘミ連続な一価の単調作用素とする．
{rn}をliminfnTn > 0を満たす正の実数列とする． XoをHの元とし，点列｛凸｝，｛叫｝を次のように構成す

る． C1= D1 = H, x1 = Pc,xo, u1 E D1とし，任意の nENに対して
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とすると，以下のいずれかが成立する．

(1)すべての nENに対して Dnが空でないとき，｛％｝，｛叫｝は共に PcP(C,T)X。に強収束する．

(2)ある kEN ¥{1}に対して Dkが空のとき， Uk-1E CP(C,T)となる．
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