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概要

本稿は，代数的整数論とその周辺2024における筆者の講演内容をまとめたもので

ある．t-motivesと正標数における多重ゼータ値について，線型／代数的独立性に関

連する話題を紹介する．

1 正標数多重ゼータ値

講演と同様に，まずは多重ゼータ値について解説し，次に関連するt-motivesの話題を

紹介する．

1.1 標数0

I:= Ur>Oz図を正整数の有限列のなす集合とする． 1の元-S=(s1,...,sr)をイン

デックスといい， wt(,s)：＝冗：＝1Siを Sの重さ， dep(,s):= rをSの深さという． r=O

（このとき,s= 0と表す）または sl> 1のとき， 5は許容的という．7,a<lm で許容的なイン

デックス全体のなす集合を表す．,S= (s1,..., Sr) E 7,a<lmに対し，多重ゼータ値は

1 
〈（5)：＝ど的・..;JiE罠
n1>…>nr 

により定義される(〈(0)= 1と解釈する）． Eulerによる研究に端を発する多重ゼータ

値は，近年活発に研究されている．本稿の目的は，この関数体類似，および関連する
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t-motivesの解説である．同様の話題は，別の報告集［19]でも解説しているので，そちら

も参照されたい．

正標数について述べる前に，上述の実数に値をとる多重ゼータ値について，独立性の

観点から知られている性質をいくつか挙げる．まず，定義から明らかなように，任意の

,5 E Iadmに対して

((s)-/= 0 

が成り立つ．後で述べるように，自明ではないが正標数においても同様の主張が成り立

つ．また， Tの超越性がLindemannにより示されているので，任意の,5E Iadmに対して

く(,s)E (Qx • (21rJ二I)wt(s)ならばく(s)茫〇

が成り立つ．ここで， 0はCにおけるQの代数閉包を表す．例えば， Eulerによって s
が正の偶数ならばく(s)E ≪:Y ・ (21rJ二I)sであることが示されているので，このときく(s)

は超越数である．一方で，

く（3)茫Q

であることがAperyにより証明されている．「この（これらの）多重ゼータ値は無理数／超
越数（線型／代数的独立）である」という主張については，以上の結果くらいしか知られて

おらず，とても難しい問題であると考えられている．

1.2 正標数

以下では素数pを固定し，q:= Pe (£ E乙ョ）とおく． A:=IFq[0]を位数qの有限体IFq 

上の 1変数多項式環とし，£を動かして考えるときはAをAeとも表す． k:＝恥(0)をA

の商体， KOO：＝恥（（1/0))をKのoo進付値I-loo := qdeg（一）に関する完備化， COO:= KOO 
をKOOの代数閉包の oo進完備化，iを COOにおける Kの代数閉包とする． oo進付値

|―屋をCOO上に延長し，それを再びI-looで表す．
Thakurは[23]において，多重ゼータ値の関数体類似である正標数多重ゼータ値（また

はoo進多重ゼータ値）を定義した．それは，,5= (s1,..., Sr) E Iに対して

(A(.5) := L 
aiEA:モニック

1 
~ E koo 
a1・ ・・・a;. 

dega1>…>degar 

によって与えられる ((A(0)= 1と解釈する）．上記の級数は， Sが許容的ではなくても収

束することに注意する．正標数多重ゼータ値について知られている性質をいくつか紹介す
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る．まず，任意の 5€1 に対して

(A(,s)-/-0 

であることが， Thakurによって [24]で示されている． kooのモニックな元 (l/0に関す

るローラン級数で最高次の係数が 1)全体は和について閉じていないので，この事実は自

明ではないことに注意する．証明は，正標数多重ゼータ値を与える級数の各項の次数を詳

細に解析することでなされる．一方，定義から明らかに，任意の,S= (s1,..., Sr) E Iと

e E Z:::,oに対して

(A(P唸1,・ • ・,P冗） ＝くA(,s)忙

が成り立つ．深さ 1の正標数（多重）ゼータ値は Thakurより前から Garlitzによって調

べられており， Garlitzゼータ値と呼ばれる． Garlitzは， sE Z:2>:1がq-1= #AXで割

れる（偶数に相当）ならば

(A(s) E kx ・吋

であることを示している（［6]). ここで，元 E q-ijコi.kこは Garlitz周期と呼ばれる量

であり， 2八／コ¢)類似物である． Garlitzによる上記の結果は， Riemannゼータ関数の

正の偶数点における Eulerの結果の関数体類似とみなせる． Garlitzゼータ値に対しては，

Yuによる仕事 ([29],[30])を経て，最終的には Chang-Yuにより [12]において全ての代

数的な関係式が決定された．それによると，上記のp幕倍で成り立つ関係式と Garlitzに

よる関係式の他には， Garlitzゼータ値の間には K上の代数的な関係式は存在しない．こ

の結果は次のように拡張される：

定理1.1([18]). s1,..., sd E Z:2>:1が，「任意のiに対してq-1十名」かつ「任意のi# j 
に対して Si応がpの整数幕でない」という条件を満たしているとする．このとき，

tr.deg石元（元， (A(sii,-..,siJ Ir 2: 1, 1 :S釘＜む<...<ir'.S d) = 2d 

が成り立つ．

pを固定してq= p£の£を動かしたとき，正標数多重ゼータ値は全て 1つの COO

に含まれるので，それらを比較することができる．これについて， DenisとChang-

Papanikolas-Yuによる深さ 1の仕事［14],[10]を経て， Matsuzukiは以下の定理を示

した：

定理1.2([17]). J1,...,Jn CIを有限部分集合とする．このとき，

tr.de□（知④|1 ：：：：：：f ：：：：：：几 SE Jり＝苫tr.deg石［（伍(,s)I,s E h) 
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が成り立つ．

次に，正標数多重ゼータ値が生成する線型空間についての結果を紹介する． w2". 0に対

してIw:= {,s E II wt(,s) = w}とおき，

Zw :=〈<A(S)|s€ 1w〉kC koo, 玄w:=〈Q(5)|5 € 1wねCC00 

と定める．このとき， Changは以下の定理を示した：

定理1.3([8]).自然な全射

いk （切野） → 初亨
は同型写像である．

標数0における同様の結果も成り立つことが予想されているが，現時点では未解決であ

る．各Zwについては， Toddがその次元を予想した ([27]).さらに Thakurは， (A(s)

(s E'IJ）がZwのK上の基底をなすことを予想した ([26]). ここで，

迂：＝ ｛（S1,..., Sr) E五 |S1,...,Sr-1 ~ q, Sr < q} 

とおいた（勾＝ 1。=｛0}). これらは， Zagierの次元予想（［31])とHoffmanの埜底
予想 ([15])の関数体類似である．これらの予想については，まず NgoDaeが [20]にお

いて (A(s)(s E迂）が ZwをK上生成すること（および次元の上からの評価）を示し

た (Terasoma([22]), Deligne-Goncharov ([13]), Brown ([5])の結果の類似）．その後，

Chang-Chen-MishibaとIm-Kim-Le-NgoDae-Phamにより Thakurの基底予想（およ

びToddの次元予想）が正しいことが示された：

定理1.4([9], [16]).任意の w2 0に対し， (A(s)(s EIいはZwのK上の晶底をなす．

2 t-motives 

前節で紹介した各定理の証明で重要となるt-motivesについて解説する．代数体上の乗

法群Gmや楕円曲線， Abel多様体の関数体上の類似物として， Drinfeld加群やt加群が

ある． Andersonにより［1]で導入されたt-motivesは，これら幾何学的対象を捉える線

型代数的な対象であり，通常のモチーフのような役割を期待されている．なお，t-motives

と呼ばれる対象は文献により異なることがあるので注意する．本稿では， Papanikolasの

論文 [21]に沿った用語の使い方をする．また， Matsuzukiの論文［17]の表記も参考にし

ている．
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2.1 定義

以下では，素数pは固定するが，q=りにおける£ E Z2:1は動く．tを 0とは独立な変

数とする． Coo((t))の部分環IEc11'cILを

IE:= {f = L汀 ECoo[t] IfはCoo上の整関数，［koo(ao,a1,...) : koo] < oo }, 
i2:0 

11':= {f E Coo[t] Ifは ltl=:::: 1で収束する｝，
IL := Frac 11' 

で定義する．任意のf＝どiai『 EC00((t))と nEZに対し，fの n回捻りを

f(n)：＝ど研tiE C00((t)) 

で定める．成分ごとへの作用により，（一）（n）を Coo((t))を成分とする行列に拡張する．

刷， k(t),IE, 11', ILなどは（ー）（n)の作用で閉じていることに注意する．また，がを変数と

する k(t)上の非可換ローラン多項式環でがf= j(-£)が(fE k(t))により積を入れたも

のをk(t)［が，5―£]で表す．

定義 2.1.(1)左五（t)［が，ぴ―£]加群M であって恥）上有限次元なものを，レベル£の

pre-t-motiveという．レベル£のpre-t-motivesの間の射は， k(t)[CT£'(T―£]準同型写像と

する．

(2) M をレベル£のpre-t-motive,m E Matrx1(M)をM の臥t)上の基底とすると，

ある<I>E GLr(k(t))が存在してがm=如m となる．このとき，行列wE GLr(IL)で
あって

屯（一£)=①W

を満たすものが存在するとき， M はリジッド解析的に自明であるという． M がリジッド

解析的に自明であるかどうかは，基底m のとり方によらない．屯―1の各成分がt=0で

収束するとき，それらがi上生成する空間の元を M の周期という．

(3) リジッド解析的に自明なレベル£のpre-t-motives全体のなす圏を R£ で表す． R£

は， Betti実現M f----+(IL⑧元(t)M)が＝1(JElLとmEMに対しが(fRm):= J(-£)碗価）

をファイバー関手とする恥（t)上のニュートラル淡中圏となる． GMで， M が生成する

応の部分淡中圏の Betti実現に関する基本群を表す．

注意 2.2.(1) M がリジッド解析的に自明であることと，自然なIL線型写像

IL気（t)(ILR万(t)M)が＝1→IL R"f(t) M 
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が同型写像であることは同値である．

(2)石[t]上 (resp.k上）がで生成される五（t)［が， 0―£]の部分環をk[t；が］ （resp.石［oり）で

表す．左k[t;aり加群Mであって，

•M は k[t]上自由かつ有限生成，

•M は恥［が］上自由かつ有限生成，

•十分大きな n>O に対して(t -0)nMC がM

を満たすものを，レベル£の Andersont-motiveという． Andersont-motiveに対して

も，リジッド解析的に自明であることを定義できる．また， Andersont-motive M に対

し，五(t)⑭石[tlM はpre-t-motiveとなる． k(t)@石[tlM (Mはリジッド解析的に自明なレ

ベル£の Andersont-motive)と表されるpre-t-motives全体が生成する R£ の部分淡中

圏の対象を，レベル£のt-motiveという．

(3) ここまでに述べた対象は，文献によっては dualt-motiveと呼ばれる．その場合，

dualでないt-motiveは，がの代わりに 0―£を用いて定義される対象となる．なお，淡

中圏における双対とは異なるので注意する．

例 2.3.石（t)ベクトル空間としてり：＝k(t)とおき，がの作用を

がm:= (t -0)m(-£) (m E Cg) 

により与えると，Qはレベル£のpre-t-motiveとなる．口を Carlitzmotiveという．

-0のpf,-1乗根を固定し，

幻＝幻(t):=(-0)―p『:1TI (1 -~) E C00[t] 
i2'.1 

と定めると，

切―£)= (t -0)叫 n£ E IE nで，幻（0)=句―1

が成り立つ（最後の等号が成り立つように (-0)P£→をとれる）．よって，<l>=t-0かつ

W=幻とすれば，Qはリジッド解析的に自明であることが分かる．

例 2.4.Anderson-Thakurは[4]において，正標数多重ゼータ値を周期として捉えたこ

こではそれを紹介する．各sE Z2:1に対し， Hc,s-1E Ac[t]を Anderson-Thakurによっ

て(q＝りに対して） ［3]で与えられた多項式とする．,5= (s1,..,,sr)  E Iに対して

£心）：＝ど (Hc,s1-1閣）（di£)...(Hc,sr-1叩）（d』）

d1>…>dr2".0 
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は収束し，

詞 EIE, £e(.s)lt=e＝じ，S1• •:wr：畠伍 (S)
町

が成り立つ．ここで， n，st € A£ はCarlitzfactorialと呼ばれる対象である・<I>e(.s)= 

知）ij)i,jE GLr+l伍(t))と叱（.s)=（い）砂，jE GLr+l (IL)を

(t-0)的＋Sj+l+…+Sr (i=j) 

釘（恥：＝ ｛叩£冒(t-0)的＋s3+1+・ •+sr (i = j + 1) 
0 （その他）

および

妬(5)tJ= {可i+si+1十叫:;(ls+J9+sr1,．．st 1) [: : :} 
0 （その他）

で定義する． k(t)ベクトル空間として M心） ：＝元(t)r+1とおき，がの作用を中心）で与

えると， M心）はレベルtのpre-t-motiveとなる．また，

妬(S）（一£)=虹這心）， W心） EMatr+l (IE) n GLr+1 (11') 

が成り立つ．よって， M£(S）はリジッド解析的に自明である．

例 2.5.異なるレベルのpre-t-motivesの周期を同時に扱うために，［10]で考察されてい

るレベルを動かす手法を紹介する． M := k(ttをがの作用が<I>E GLr伍（t))で与えら

れているレベルtのpre-t-motiveとする． sE Z:2:1に対して

似：＝屈(s-l)£)・・・<[>(-£)<[>EGL心(t))

とおき， M(S)：＝五(ttに戸の作用を似で定めると， M(S)はレベル sfのpre-t-motive

となる．さらに， M がリジッド解析的に自明であり， wE GLr(IL)がw(-e)= <I>wを満

たしているとき，

w(-s£) = <I>沖

が成り立つ．よって M(S）もリジッド解析的に自明であり，しかも Wとして M と同じも

のをとることができる．
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2.2 独立性を導く定理

t-motiveの周期として現れる値の間には，i上の線型関係式が困t]上の線型関係式に持

ち上がるという， Anderson-Brownawell-Papanikolasによる強力な結果［2]が知られてい

る．これはABP-criterionと呼ばれており，周期の間の線型独立性を導く強力な道具とな

る．ここでは， Changによるその精密化を紹介する． A=(Aij(t))i,j E Matrnxn('TI')の

各成分がt=cE石で収束するとき， A(c):= (Aij(c))i,jとおく．

定理 2.6([2], [7]). <I> = <I>(t) E Matr(k[t]),心＝心(t)E Matrx1(lE), (E炉＼巧X'

p E Mat1xr([)が条件

• <let <I>(O) -/: 0かつ det<I>(((-i£))-/:O (i 2: 1), 

•心（一£) =的，

•加（() = 0 

を満たしているとする．このとき，ある P= P(t) E Matixr（k[t])が存在して， P(()= P 

かつ P心＝ 0が成り立つ．

次に，基本群 GMとM の周期を結びつける Papanikolasの理論（および Chang

による精密化）を紹介する． M をリジッド解析的に自明なレベル£のpre-t-motive,

m E Matrx1(M)をM の石(t)上の基底<I>EGL心（t))をがm = <I>m を満たす行列，

屯＝（虹）i,jE GLr（凪）を<1>(-£)=岬を満たす行列とする．また，

~:=（此 ®1)ば (1 R虹）i,jE GLr(lL R石(t)lL) 

とおき， Gi:i:,C GLr/IFq(t)を面 EGw(lL⑧瓦(t)lL)を満たす最小の部分スキームとする．

定理 2.7([21], [7]). M,屯中を上記のようにとる．

(1)応は GLr/IFq(t)の滑らかな部分代数群であり，自然な同型Gw二GMが存在する．

(2) dim GM= tr.degk(t) k(t)(り|1さi,jSr)が成り立つ．

(3) <I> E Matr(k[t]) n GLr(k(t))かつwE Matr(IE) n GLr(lL)とする．さらに，①と
C E炉＼阿X が定理2.6の1つ目の条件を満たしているとする．このとき，

tr.deg万(t)k(t)(鯰 |1S i,j Sr)= tr.deg万い（鯰（()I 1 S i, j S r) 

が成り立つ．

例 2.8.例2.3の状況を考える．このとき， Get'::::'G印 cGmとなる．また，印はk(t)
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上超越的であることが分かる． よって

dim Ge£ = tr.deg石(t)石（t)（幻） ＝tr.deg瓦i国） ＝ 1 

であり， Ge£ c::c Go£=昇が成り立つ．特に，行£ ¢［が成り立つ (Wadeの定理［28]の

別証明）．なお，元¢［についてはABP-criterionから直接導くこともできる．

例 2.9.例2.4の状況を考える． このとき GM£(s)'.:::::'.G,r,£(s) C GLr+l/『pl(t)であり，

dimGM心） ＝tr.deg万(t)k(t)（叫互Sj,Sj+I,..., Si_i) I 1 :,S j < i :,Sr+ 1) 

= tr.deg瓦石（元伍(sj,Sj+i,...,si-1)I 1 :S j < i :Sr+ 1) 

が成り立つ．この事実から，

独立性を示すことができる．

GM心）を解析することで正標数多重ゼータ値の間の代数的

3
 
証明の概略

について，

ここでは，1.2節で述べた正標数多重ゼータ値の間の線型／代数的独立性に関する各定理

その証明の概略を紹介する．以下，-5=(s1,...,sr) EIに対して

Sub(s) := {(sj, Sj+i,..., si-1) I 1 :S j < iさ r+ 1} 

とおく．

3.1 定理1.1の証明

定理に現れる正標数多重ゼータ値に対応するインデックスのなす集合を

J:={(sii,・・・,siJlr2:l, 1:S釘＜砂<...<ir :S d} 

る．

とおき，J={-51,...,,s坪ー1}の元の番号付けを dep句）が広義単調増加になるようにと

このとき，任意の 1'.Sj'.S 2d -1に対して

Sub（s,)) LJ{的｝Sub（氏） ＝ （U 
1さi<jj

 

u

[

_

 
ー

が成り立つ． そこで，

叩＝C”( 〶
1<:'.i<:'.j 

M心））， 鯰：＝⑪）① （④ 
1<:'.:i<:'.:j 
い））
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とおけば， M＜Jはリジッド解析的に自明なレベル£のpre-t-motiveで，定理 2.7より

GM<::j e:::::G匹3かつ

dimG応j= tr.deg丑（元仇（釘），．．．，仇(SJ・))

が得られる．一方，淡中基本群の性質から，代数群の間の自然な全射 GM三J → GM三J-1

が存在する．これらのことと，深さ 1における Chang-Yuの結果［12]から，帰納的に

dimGM:<:i = j + 1であることを示すことができる．より詳しい証明の解説は [19]でもし
ているので，そちらも参照されたい．

3.2 定理1.2の証明

簡単な議論により，

• J := J1 = • • • = Jn, 

• (p -1), (p2 -1),..., (pn - l) E Jかつ0r/-J, 

•任意の.s E Jに対して Sub(.s)c J 

と仮定してよいことが分かる．J=｛釘，．．．，5＃J}の元の番号付けを dep包）が広義単調

増加になるようにとる．£':=lcm(l, 2,..., n)とし， l:S:£:S:nと0:s: j :s: #Jに対して

M口＝ C}£'／£)〶（翌］M心）げ／t)），い＝ ⑪)〶（豆叱(s,))
と定める．ここで，レベルtのpre-t-motiveM に対し， M(s)で例2.5で解説したレベル

sfのpre-t-motiveを表している．よって， M£,<::jはリジッド解析的に自明なレベルf'の

pre-t-motiveで，定理2.7より GM店 3~ G凹，53かつ
dimGMe，:Sj = tr.deg凸（元知（釘），．．．，知（.Sj))

が得られる．また， 0:s: j1'...'j五'.S#Jに対して

叫，…，Jn:= 〶 M£，くれ' Wji,...,in:= 〶 叫<J£
1<£<n 1<£<n 

と定めると，再び定理2.7より GM =G屯 かつ
3 1,...,3n 3 1,...,3れ

dimG馬 ，，in= tr.deg瓦石（元幻(s』|1~ £さ n,1 ~ i ~れ）

が得られる．よって，任意の O~ j1,..,, jn~#Jに対して自然な埋め込み

GMJi,..,,jn → II GMe,<::1e 
l~£~n 
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が同型であることを示せば，定理1.2が得られる． この同型は，j1+・・・十Jりに関する帰

納法により証明される．なお，j1=... = j五＝ 0のときは，［14]における Denisの結果

（元，．．．，元は［上代数的独立）の帰結である．

3.3 定理1.3の証明

叫＞・・・＞叫2".0を異なる重さとする．各1:Si:Snごとに，JiC Iw;を有限集合で

(A(-5) (,s Eみ）はK上線型独立

となるものとする．このとき，

(A(-5) (,s E LJ戸：：：：nみ）は K上線型従属

と仮定して矛盾を導く．重さに関する帰納法により，｛くA(5)|5E Jl}と{(A(-5)I$ E 

u知：：：：nみ｝の間に非自明な K上の線型関係式が存在するとしてよい．
まず，Ji=｛恥1,·•·,-Sim;} （四：＝ ＃J』と番号付けをし，

d：＝どど (dep（和）＋1)
1：：：：i：：：：nl：：：：j：：：：m; 

とおく． ここで，

中：＝〶④（t -0)切1-W面（.Sij) E Mat贔[t])n GL厄(t))
1<iこn1Sj<m,i 

と定める．また，心ijE Mat(dep（和）＋l)x1(IE)を飢(.si])の第 1列とし，

心：＝④ ①停―Wi心ijE Matい(IE)
1:','.i:','.n 1:','.j:','.mi 

と定めると，心(-R)= <I>心が成り立つ．各i,jに対応する心(O)のブロックの最後の成分

は， (A(,sij）／吋『1 とCarlitzfactorialの積である．仮定より，それらの間には非自明な［

上の線型関係式が存在するので，それを実現するベクトルをpE Mat1xd([)とする．つ

まり，p心(0)= 0である．よってABP-criterionより，ある P= P(t) E Mat1xa(k[t])が

存在して， P(0)= pかつ P心＝ 0が成り立つ．このとき，十分大きな N> 0に対して

t＝討を Pゆ＝ 0に代入して砂乗根をとることで，

(A(,s) (,s E Jリの間の非自明な［上の線型関係式

が得られる．ここから (A(,s)(,s E Jリの間の非自明な K上の線型関係式が得られること

を示す．これにより矛盾が得られる．
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叫2:2かつdim叫A国） 1 1 < jさ m占＝加— 1 であると仮定してよい．ここで，

巧：＝dep(s砂 d1:= L (rj + 1) 
1:::;j:::;m1 

とおき，

<I>1 :=④虹凡） EMatd1 (k[t]) n GL山（k(t)),仇：＝ ④此 EMatい1(IE) 
1_<'.'.j_<'.'.m、1 1<:'.j<::m、1

と定めると，吋―£)= <I>1釘が成り立つ．各jに対応する叫(O)のブロックの最後の成分

は，Q(的）／吋『1 とCarlitzfactorialの積である．今，それらの間には非自明な石上の線

型関係式p印1(0) = 0 (p1 E Mati x d1([))が存在するので，再び ABP-criterionを適用

することで，その持ち上げとなる k[t]上の線型関係式 P1妬＝ 0(Pi E Mat1xd1伍［t]))が

得られる．ここで， Plのハ＋1番目の成分は0でないと仮定してよい．このとき，p1の

r1 + 1番目の成分で P1自身を割ったベクトルを

H=(h11,..,,h1，八十1,,,,,h'Tnl 1,..., h叫心け1)E Mat1xd1（k(t)) 

とおくと， hj,rJ+lE恥(t)(1さj'.Sm1)が成り立つ． このとき，t=0をH妬＝ 0に代

入することで， (A(s)(s E J1)の間の非自明な K上の線型関係式が得られる．

3.4 定理1.4の証明

d E Z::,.。に対し，如：＝ rrビj~d(0 -0q3) EAとおく．-5= (s1,..., Sr) E Iに対し，

Changは [8]において Garlitz多重ポリログを

qdl _0dr 

Li,.(z1,..., Zr）：＝ど zlS1: : ::]針
d1>…>dr2"0 ~d1 ~dr 

で定義した．この級数は Z1=・・・=Zr= lで収束するので，その値を Li5(l)E k00で表

す． NgoDaeは［20]において，線型独立性の部分的な結果も得ており，その過程で

1竺：＝ ｛（s1,..., Sr) Eな|qf s1,..., Sr} 

を導入したこのとき，心：＝＃IJ= #IE;Dであることが確認できる．また，

zJ:=〈Q(S)|5 €迂〉杞
zり：＝〈Lis(1)|s €五〉か
認i,T:=〈Lis(1)|s €互〉如

zti,ND :=〈Lis(1)|s € 1竺〉k
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とおく．これらの空間と，調べたい Zwとの関係は次のようになる：

Zw 磨；i

(1~□-zt•,7 ~~•,Nn 

上記の (1)-(4)は，実は全て等号となる：

(1) これが等号であることは， NgoDaeによる結果 [20]である．

(2) Thakurは [25]において，.5= (s1,..., Sr) E Iについて， s1,...,Sr :S qならば

(A(.s) = Li.s(l)であることを示している．特に，（2)は等号である．

(3) これが等号であることは，（1)の証明の ‘Li版’を示すことで得られる．

(4) 任意の SEI笠に対し，（3)より Li.s(l)= L a.s,.s'Li.s,(1) (a.s,.s'Ek)と表され
s!€Z>

る．この表示は具体的に書き下すことができ，（as,SI)s,5I € GL心 (k)を示すことができ

る．このことと (3)より，（4)が等号であることが従う．

以上より， Li.s(l)(.s EI訊りがK上線型独立であることを示せばよい．これは重さ W

に関する帰納法により示され，その過程でABP-criterionが用いられる．証明のアイデア

は，［11]と[20]から来ている．その際，巨大な Frobenius差分方程式を解き，線型関係式

の候補を限定していくことにより， Li.s(l)(.s EIほ門の K上の線型独立性を導く．なお，

最後のステップで，qー 1I wならば祠『 Ep ・ (A(w) C Zw = zti,NDであることを用い
る．そのため，上記の（4)の等号も示しておく必要がある．
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