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1 序文

量子系におけるダイナミック安定化

愛媛大学理学部飯塚剛

Takeshi Iizuka 

Faculty of Science, Ehime University 

ダイナミック安定化は、その代表例である逆さ振り子（カピッツアの振り子）［1]をはじ
め、様々な力学系で見受けられる普遍的な現象である。一方、鼠子系についてもカピッ

ツアの振り子[2]はもちろん、レーザー照射された強磁性体[3]、多体スピン系［4]、光学

系[5]といった多くの系で見出されている。一方で、量子ダイナミック安定化の基礎的

な研究はこれまでいくつか散見されるが[6,7]、そこではユニタリーゲージ変換を演算子

形式で議論している。これは難解なものであり、古典系のようなシンプルな理論がこれ

までなかった。本研究の目的は第1に量子系のダイナミック安定化において、古典系と

同様な摂動論[8]を見い出すことである。次に、数値計算によって理論の正当性を検証

することである。

ここでは 1次元 1粒子の量子系を考えるが、対応を明らかにするために次節では古典

系を取り上げる。続く第3節において、量子系におけるダイナミック安定化のシンプル

な摂動論を提唱する。数値計算による検証は第4節で行う。

2 古典系

まずは参考のため、ダイナミック安定化の古典論を振り返る。時間をt、質点の位置、

質量、運動量をそれぞれ x、 m、p、€を定数として次のハミルトニアン

H=  ~+ Vo(x)+}Vi(x,D, E≪l (2.1) 

を考える。€―1½ が高速振動に相当する。よっていの時間的周期性を仮定する。さらに

いの平均値が 0 であるものとする。従って局期を €T とし、高速時間を T=€―ltで定義

すると以下が成立する。

½ (x, T + T) = ½ (X'T)' <M>=~1T V1(x, T1)dT1 = 0. (2.2) 

〈•〉は 1 周期分の平均をとることである。運動方程式は

mdd2t: =—嘉（％（x)+ }v1（三））， (2.3) 
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で与えられる。€をパラメターとして摂動論を導入する。まず x(t)を

x(t) = xa(t) + EX1(t, T) + E2巧(t,T)+・・・,

〈m〉=0,〈巧〉＝ 0,・・・

(2.4) 

(2.5) 

のように展開する。 Tを含まない x。は運動の「ゆっくりと」変動する成分を表してお

り、 DC成分とも呼ばれる。一方第2項以降は、運動の高速振動が含まれ、平均が0と

なる成分で、 AC成分とも呼ばれる。 (2.4)を (2.3)に代入して cの各オーダーを比較す

る。以下の等式

d袖i -28知i,n_-10伝西
= € + 2€ + (i = 1, 2, • • •), 

dt2 街2 Ot缶[Jt2'
(2.6) 

叫（x) 叫 (x。+EX1+ • • ・) aVa(xo), N ¥ aVa(xo) 
= = + 0(€) = + 0(€), (2.7) 
枷釦釦枷。

叫（x,T)＝叫(Xo,T)+ €X10聞(Xo,T) +0（召） ＝叫(Xo,T）十 €X10聞(Xo,T) +0（召），
釦釦 8丑 釦。 8碕

に注意すると 0(€―1) からは

贔叫(xo,T)
m = -
和-2 ax。'

詈＝一よJT̀ 00,T')占＇， (2.8) 

を得る。最後の積分は平均が0になるように積分定数が選ばれるものとする。同様の仮

定を本稿では一貫して行う。 (2.8)はx。と X1の関係を与える。次に O(e0)では

（西。 0分1 8%2 叫 (Xo) 8聞 (Xo,T)
m dt2 + 2Ot缶＋街2)=- 0x。―X1~, (2.9) 

を得る。上式の平均をとろう。 X1立2がAC成分であることに注意すると、左辺括弧内
の第2、3項は消える。 Tに依存しない同第 1項と右辺第 1項は不変である。よって、

mdd2tX2゚ ＝一胃::o)-<X1~), (2.10) 

を得る。平均操作の定義と部分積分の公式より

〈x,2ご゜， T）〉=~ 1T X1(t,T)~dT 

= ~ [x1(t，T) JT f!._り；認＇ T＇)占＇］：—｝lT (8x1ぷ'T)JT 82V1ぷg'T')由＇）占

＝〈嘉JT8胃贔°0,T')由＇［ 82V1塁'T')由＇）＝枷。〈よ(J T8胃悶°0,T')出＇］），
が導出される。ただし 3番目の等式ではm，いのバこついての周期性および、 (2.8)第2
式を用いた。これより (2.10)は

mdd2tX2゚＝―釦。 (v,(xo)+〈よ(JT8M贔°0,T')出＇］）），（ 2.11)
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となる。右辺括弧内は有効ポテンシャルと呼ばれる。ダイナミック安定化はこの有効ポ

テンシャルの第2項によってもたらされる。有効方程式 (2.11)は(2.9)のDC成分であ

る。 AC成分はそのまま引き算をすればよいので

m ` 畠＋ 8゚2TX:)=-X1]:io,T)十 8x。信(JT OVl贔°0,T')出＇］）， (2.12) 
となる。これより X2を求めることが出来る。

3 量子系

次に量子系を考える。波動関数を¥JJ(x,t)、プランク定数を n、虚数単位をiとして、
高速振動(2.2)を含むハミルトニアン (2.1)を採用する。シュレディンガー方程式は

訊~=(—二ょ22 叫(x)+}Vi（→)）\J! (x,t), (3.1) 

で与えられる。古典系同様高速時間 T = €― ltを定義して、次のような摂動展開を導入

する。

W=叱(x,t,T)+E叱(x,t,T)+E2動(x,t,T)+・・・， (3.2) 

ここで第1項聞は高速時間 Tに依存することに注意しよう。これを (3.1)へ代入し摂動

論を適用する。 0(€―1) からは

in;ど゚ ＝ V1(x,T)叱， ．． 虹＝伽(x,t) exp(—;JT V1(x, T1)<lT'), (3.3) 

を得る。「積分定数」伽(x,t)は Tを含まないので、波動関数のDC成分とみることが出

来る。 O(c0)からは

in げ゜＋。~)=(—ff,+Vo(x))動十Vi(x,T)並， (3.4) 

がわかる。ここで (3.3)の第2式を参考に

叱＝釘(x,t, T) exp(—;JT V1(x, T1)<lT'), 〈釘〉＝0, (3.5) 

と仮定する。平均操作〈りりは古典系と同様である。 (3.3)、(3.4)、(3.5)より V1叱が消去
され

パ詈＋詈） exp(-¾JT ½(x,T')dT') 

= (—□ ::2 十 Vo(x)) 伽 exp(-¾JT ½(x, T1)dT') 
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＝ ｛［麟＋％（x))¢。—犀詈羞—犀¢。品｝ exp(-¾Jr ½(x, T1)dT') 

= {(—品晶＋ vo(x)）伽＋嘉詈JTOVl贔’T')店＋嘉(J訊虞’T') 由＇） 2

+ 1二°JTo2v~:x2,T') 由＇｝ exp(-¾Jr ½(x, T')dT'), 

in（ご゚＋ 8霊）＝ （—ff, +vo(x)) 伽＋鳥ご゜［］， T＇)出＇
＋嘉(JT~')出＇） 2＋ 1:：゚JT̀ x2,T')出',(3.6)

を得る。ここで釘， Mの平均が0であることを考慮すると、上式への平均操作より

心°=(—こ。8X22 + %(x) +〈よ(JTOVl贔’T')占')2))¢。, (3 7) 

を得る。右辺の伽の係数である括弧内が有効ハミルトニアンであり、その第2、3項の

和は有効ポテンシャルである。これは古典系の結果(2.11)と同じである。 (3.7)は(3.4)
のDC成分を示している。一方、 AC成分は古典系同様引き算により

刈t=~~JT~中'+ 1□° JT o82Xり占＇
＋靡｛（［し占＇） 2ー〈(F叫岱’T')占')2)}, (3 8) 

となる。これより¢。がわかれば釘も (T積分で）わかる。

次に特別な場合として、高速振動ポテンシャルいが時間、空間で分離してなおかつ

振動が単振動である場合を考える。つまり、

21r 
½(x, T) = U(x) sinwT, (w = ~) 

T 

とする。この場合U(x)の微分を U⑮)とすると

(3.9) 

［詈由'=U'(x)JT sinwT1dT1 = -U'(x)~□ (J誓dT')2=(U'(x))2~ 十：：S22wT'
となるので DC成分である (3.7)は

心° = {—冒2 十％（x) ＋竺ご｝¢。， (3.10) 

となり。 AC成分は(3.8)より

贔ih枷Q/ TT// __ ¥ CQS研i'fi1 1 TTII 1 __ ¥ COS WT¥, ¢。 (U'(x))2
in—= --(-U'(X) =-:..::::.:._) +―伽(-U"(X) =-:..::::.:._) +— cos2四，
街 mOX ¥ ~ ¥ -I W I'2m Tu¥ ~ ¥ -/ W I'2m 2研

1枷。¢。i¢。
・・．釘＝ー U'(x) sinwT -~U"(x) sin叩ー (U'(x))2 sin2wT, (3.11) 

m研枷 2m研 8nm企

となり、かが¢。から直接求まる式となった。
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4 数値シミュレーション

有効シュレディンガ一方程式の有効性を数値計算で確認しよう。そのためさらに単純

化して
1 

Vo(x) = 0, U(x) = ~ax2, (a> 0) (4.1) 
2 

とする。％はこれまでの解析において本質的な役割を果たしていないのでここでは取り

去ることとした。まず、元のシュレディンガ一方程式は(3.1)より、

訊~=(-口：：2 ＋言2Sご） w(x,t), (4.2) 

である。一方、 (3.3)の第2式は

動＝伽(x,t) exp(—i Jr ~ sin WT1 dT'）＝伽（x,t) exp (i~ COS WT)' (4.3) 

である。また、有効ポテンシャルは (U'(x))2＝ 必丑と調和振動子型になる。よって
4m足 4mw2

有効シュレディンガー方程式(3.10)は

枷。が a2'a2
in可＝｛―五戸十 4mwご｝¢。， (4.4) 

となる。さらに並については(3.11)より

叱＝ （— ma:2 加。 sinwT-~sinwT- ~；二門 sin2wT) exp（心“： COSWT), 
(4.5) 

となる。

基底状態

(4.4)の定常状態を仮定して¢。 =u(x)e―iEt/liとすると (Eはエネルギー）

(—]よ22 十二2x2) u(x) = Eu(x), (4.6) 

を得る。 u(x)はエルミート多項式を用いて求めることが出来るが、ここでは碁底状態を考

えることとする。碁底状態はガウシアンで与えられ、 u(x)= Ae―ax2として、定数a(>0) 

とEを求めよう。 Aは規格化によって決まる定数である。 u"(x)= {-2a + (-2ax戸｝Ae―a丑
より (4.6)は

が a2丑
--(-2a+4a2丑） ＋ ＝E, (4.7) 
2m 4m研

a2 がa
となる。これはxの恒等式なので丑の係数比較によりぷ＝ 、定数項より E=--

8が研 m 
なので、

a - na 
a= E=,  
2y'2加'2y'2mw

(4.8) 
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を得る。以上より波動関数のDC成分<Po= Ae-ax2-iEt爪が求まった。

次にこの基底状態を基にして、 (4.2)の数値シミュレーションを行おう。初期条件は

0(€) まで考慮に入れてt = 0,T = Qとすると、 (3.2)、(4.3)、(4.5)を参考に

w(x, 0) ~動（x,0,0) 十€叱(x,O,O)=Ae―ax2exp（心こ）， （4.9) 

とする。 T=Oで妬＝ 0となることに注意しよう。具体的な数値として m=w=n=

a=l とし微小量€は E = 0.1とした。このとき a=1/(2v'2)である。エネルギー Eの
値は初期条件には必要ない。 Aは規格化条件から決められるが、ここでは規格化を考慮

せずA=lとしてシミュレーションを行った。

／ 
絶対値 t= 0.000000 絶対値

ハ
t= 0_000000 

ハ
t= 0.400000 一t= 0.400000 

ノ／＼

t= 0.800000 t= 0.800000 

t= uooooo t= 1.200000 

t= 1.600000 t= 1.600000 

ハ
t= 2.000000 

図1加振がある場合 区2加振がない場合(a=0) 

シュレディンガー方程式に対してはクランクニコルソン法を採用して、周期境界条件を

課した。聞に対する結果が上の図1である。予想通り定常状態を保持している。比較と

して (4.2)でa=Oの場合、つまり高速加振力がない場合の数値計算も行った。結果は上

の図2である。これは明らかに自由空間の波動関数なので、分散が起こる。つまり波束

は安定化しない。この意味で高速加振力は波束の安定化を実現していることがわかる。

振動状態

次に初期条件として (4.9)の代わりに、

2 

w(x, 0) = Ae―a(x-3)2 exp（こ）， (4.10) 

を採用してみよう。これはいわば「ばねを（長さ 3で）伸ばした」状態からの時間発展と

なる。このときは次頁の図3のようになる。波束は明らかに振動をしており、これは有

効調和振動子（4.4)が予測する通りの結果である。この調和振動子の角振動数をQとす
a2 m炉研 a 

ると 丑＝ ，．．．Q = が成立するので、「有効調和振動」の周期は
4m研 2'・ • -- v'2mw 
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加 21r¥1'2mw
~ = ~ = 8.885760・・．となる。一方量子力学における、エーレンフェストの定
0 a 
理によると、

ヘ給対値 t= 0.000000 

ー／＼
t= l.600000 t= 9.600000 

t= 3.200000 t = 11. 200000 

／ 
t= 4.800000 t= 12. 800000 

／ 
t= 6.(00000 t= JUOOOOO 

t= 8.000000 
／ 

t= 16. 000000 

図3波束の振動

波動関数の中心（位置の期待値）は古典的な運動を行う。つまりこの「中心〈x〉」は周期

8.885760・・・で振動するはずある。〈x〉を計算したのが区4である。

av(x) (t) 

胸4〈x〉(t)

横軸は時間tで縦軸は〈x〉である。わかりにくいが実線が有効シュレディンガ一方程式

から計算したもので、薄い線が元の加振動シュレディンガ一方程式によるものである。

両者は1周期程度では、非常に良い一致をしているが、長時間によるずれも見受けられ

る。薄い線の方の振動周期は8.821であった。先程の値8.885760・・・とは誤差が0.7％で

ある。これは E= 0.1の摂動論としては良い結果といえよう。

5 結論と考察

本稿では量子系におけるダイナミック安定化において、摂動展開 (3.2)を提唱した。
従来の演算子形式による解析[6,7]に比べて、シンプルな摂動論であると考えられる。結



8

果として古典論と同様の有効ポテンシャル (3.7)を得ることが出来た。理論を検証する

ために、有効ポテンシャルが調和振動子となるようなトイモデル(4.2)を取り上げて数

値シミュレーションを行った。定常状態（基底状態）については予想通り波束の安定化が

観測された。振動状態についても予想通り見出すことが出来たが、周期に対する定鼠的

な一致も見ることが出来た。これらは、量子ダイナミック安定化理論の正当性をサポー

トする結果と考えられる。

今回は簡単なトイモデルを扱ったが将来的には、カピッツア振り子の振り子や2,3次

元系などより現実的なモデルによる検証が課題となる。
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