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再生核空間の精分変換の逆変換について

東京学芸大学 山田陽＊

Akira Yamada 

Tokyo Gakugei University 

概要

Fourier変換の積分核と逆変換の積分核は互いに複素共役である．齋藤氏はこの一般化とし

て，函数Hilbert空間における積分変換の理論においても，いくつかの仮定の下に同様な結果

が成り立つことを示したここでは函数Hilbert空間社の積分変換の逆変換が複素共役な積分

核で表されるための必要十分条件を示し，また一般の函数Hilbert空間の積分変換に対しても

RKHSへの等長作用素がある場合に逆変換公式が得られることを簡単な背景と共に解説する．

この公式の応用として Plancherelの定理の再生核を用いた別証明を与える．

1 導入：積分変換と逆変換

Fourier変換アとその逆変換F*はよく知られているように，fELパ良）の場合，

F(f)(x) = +.1 f(t)e→tx dt, 
冨恥

叩）（t)＝冨1f(x)eitx dx, 
で与えられる． Fourier変換の積分核 e→tx とFourier逆変換の積分核 eitxは互いに複素共役で

あることに注意する． LP空間における積分核による積分変換を， Hilbert空間の枠内で抽象化

したものが後述の Hilbert空間の積分変換であるが，この場合には積分変換の像空間は RKHS

(Reproducing Kernel Hilbert Space)になり，その再生核は内積で簡単に表現できることが知られ

ている（定理2.2).1982年に斎藤氏は［4]でHilbert空間の積分変換においても条件付きではある

が，上述の Fourier変換の場合と同様に，その逆変換の積分核は元の変換の積分核の複素共役にな

ることを示した（定理2.3の式 (2)).

ここでは函数Hilbert空間甘の積分変換の積分核とその逆変換の積分核が互いに共役となるた

めの条件が 1lが RKHSであること（定理 3.1)と，（2)の拡張として得られる逆変換公式（4)に

ついて解説する．定理 3.1より内積の形での逆変換公式は，変換される Hilbert空間社が本質的

にRKHSの場合に限られる．しかし， H に等長な任意の RKHSが与えられた場合，一般逆変換
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公式（4)を利用して， Plancherelの定理の再生核的別証を示す．このためにはび（屈りに等長な

RKHSで問題に適合したものを見つける必要がある． 1次元び空間ではこのような空間として，

よく知られた空間，i.e.,絶対連続函数であって端点で 0,微分が自乗可積になるような函数空間

(Sobolev型空間）が容易に見つかる． N ~ 2に関するび（脱りに等長な RKHSは1次元の場合

に等長となる RKHSのテンソル積として作ることができる．この解説では積分変換，逆変換定理，

Sobolev型空間，禎分変換とテンソル積の関係といった項目について説明する． Plancherelの定理

の別証については逆変換定理の応用の具体例を示す意味で証明を述べた．特に断りなければ，全て

の作用素は線形作用素である．

2 Hilbert空間の積分変換

集合E上の複素函数からなる Hilbert空間1iが，任意のfE 1iと点XEEに対して，作用素

f E 1i→f(x) EC  

が有界となるとき， HをE上の RKHSという．このとき， Rieszの表現定理よりf(x)=〈f,kx〉と

なる函数kxE 11,が存在するが，柘を点xにおける礼の再生核，また 2変数函数k(x,y) =〈ky,kx〉

を1iの再生核という． RKHSについては [1,2], Hilbert空間の積分変換の理論と応用については

[7,8]及びそこに挙げられた参考文献を参照してください．

定義 2.1.11,はHilbert空間， Cは線形空間とする．線形写像A:1i→ Cに対して， kerAが閉な

らば線形写像A:1i→ ranAが余等長 (coisometry)(i.e. Al (ker A)_j_が等長作用素）になるような

ranA上の Hilbert空間構造は一意的に定まる．この Hilbert空間を M(A)で表し，作用素Aの作

用素域 (operatorrange)というまたM(A)のノルム ll・IIM(A)をAの値域ノルム (rangenorm) 

という(cf.[9]). 

Eを集合， HをHilbert空間， ¢:E→ Hを任意の写像とする．fE 1iに対して， E上の函数句f

を

向）（x)=〈f,c/>(x)〉,xEE,

で定義すると¢:11,→ CEは連続作用素である．ただし CEの位相は直積位相である．忍による作

用素域属（1i）はE上のRKHSであり，作用素匂： H→匂（H）を写像¢による1iの積分変換という．

写像¢が文脈から明らかな場合，匂を省略して単にj＝釘f,il＝匂（1i)と表す． ker畜＝の（E)」は

Hの閉部分空間であることに注意する．

定理 2.2([7, pp. 20-23]).上記の設定の下，積分変換について次が成り立つ．

(i)任意のfE 1iに対して， 11111礼::::; II J IIH• 等母の必要十分条件はf E (ker砿叶＝Vc/>(E)で
ある．ただしVc/>(E)はc/>(E)の閉線形包を表す．特に，忍：甘→れが等長作用素になる必
要十分条件はc/>(E)が1iで完全，i.e.,c/>(E)の線形包が1iで桐密であることである．
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(ii)れはE上の RKHSで，点yEEにおける再生核は氣y),また社の再生核は

〈の（y)，¢(x)〉1l

で与えられる．

(1) 

次は Hilbert空間の積分変換に対する逆変換定理 [4,Theorem 3.2]の原点となる重要な定理で

ある．

定理 2.3([4, Theorem 3.1]). Eは集合，甘は集合T上の函数Hilbert空間として，写像¢:E→1i 

による1iの積分変換をれとする．次の条件(i)―(iv)

(i) cp(E)は1iで完全．

(ii) Vt ET に対して叫t,•) E礼．

(iii) ¥/ f E 1i, ¥ft E Tに対して〈J，の（t，・）〉ii,E甘

(iv) ¥ff E 1i, ¥/x,y EEに対して〈}(x),〈の（y)，や(x)〉1-l屈＝〈〈f（x),¢(t,x)〉礼'cp(t,y)〉1-l・ 

が満たされれば，¥/fE1iに対して積分変換畜の逆変換は

f(t) =〈J,-W,•)〉社，t ET  (2) 

で与えられる．

定理2.3は，仮定がかなり強いが，最初に述べたFourier変換の逆変換の一般化と考えることがで

きる．

3 Main Results 

次が我々の逆変換に関する主結果である．逆変換の積分核が元の変換の積分核の共役で与えられ

る為の条件は本質的に再生核空間であることを意味する．

定理 3.1(Main Theorem). Eは集合，礼は集合T上の函数Hilbert空間とする．写像¢>:E→ 1l 

による Hの積分変換を礼(t,x) ET  x Eに対してり(t,x) = cp(x)(t)とするとき，次は同値である：

(i) Vt E T に対して¢(t,•) €社であり， VJ E Vc/>(E)に対して逆変換公式 (2)が成り立つ．
(ii) 1lの閉部分空間Vc/>(E)はT上の RKHSである．

特に， 1lがT上の RKHSであってc/>(E)が1lで完全ならば，任意のfE 1lに対して逆変換公式

(2)が成り立つ．

定理3.1の応用のためには積分変換の像空間社のノルムが具体的に分かる必要がある．そのた

めに次の補題を用意する．再生核空間のノルムが別の空間のノルムで表されるための一つの十分条

件である．
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補題 3.2.Hは集合E上の RKHSで再生核kをもち， FはEの部分集合とする． ky= k(-,y)を

点yEEにおける再生核として，次の条件

(i) f EHに対して !IF=0⇒ f = 0, i.e. FはHの一意性集合．

(ii) Hilbert空間 Kへの写像T:｛比｝xEF→ Kが，'vx,yE Fに対して

k(x,y) =〈Tky,Tkx〉K (3) 

を仮定する．このとき，写像TはHから Kへの等長作用素Tに一意的に拡張され， HはKの閉
部分空間と等長同型である特に， Tが｛比｝xEFから Fへの制限でK=び（F,dμ)のとき，Tは
Fへの制限作用素と一致する．

RKHSの積分変換では逆変換公式 (2)が成り立つが，一般の Hilbert空間に対しても，それに等

長な RKHSがあれば次の形で類似の逆変換公式が得られる．

定義 3.3.Hilbert空間1-lに対して集合T上の RKHSWが存在して S:1-l→ W が等長作用素の

とき，合成写像 E~ 1-l心 w を (T 上の）変換列と言う．

定理 3.4（逆変換定理）． E名1-l忍wがT上の変換列であるとき，写像¢による1-lの積分変換
1-lにおいて次の等式が成り立つ： VJE Vc/J(E), Vt ET, 

(Sf)(t) =〈J,(S¢)(t, •)〉社・

逆変換定理の簡単な応用例を挙げる．

(4) 

例 1(cf. [8, pp. 116, 153]).集合E上の可分なHilbert空間1iのCONS{gn}~=1 に関するf E 1i 

の Fourier 係数を(jn)€ CNとする：
jn =〈f,g吐

写像ゅ： E→1lによる Hの積分変換礼を考える．このとき， Parsevalの等式より

S: f E 1l→(fn) E £2 

は等長であり，炉はN上の RKHSだから， N喜H忍在はN上の変換列である．逆変換定理の公

式（4)より， VJEV心（E),'in E Nに対して次の等式を得る：

jn =〈J，玩）n屈＝び(x),〈心(x),g心〉礼・

これを Fourier級数で表すと，逆変換公式はfEV心(E)に対して平均収束の意味で

00 

―̂--
f＝ど〈f沙（・）n屈gn
n=O 

となる．
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3.1 1次元び空間に等長な RKHS

逆変換定理を応用するためには，与えられた Hilbert空間に等長であって各問題に対して適切な

RKHSを用意する必汲がある．ここでは最も重要な Hilbert空間の一つである 1次元区間における

L2空間に等長な RKHSを示す．

定義 3.5.記号 (a,b)で拡大実数籠＝艮U｛士oo}の2元a,bの間の数の集合を表す，i.e.

(a,b) = {;: E艮： a ＜ X < b}, ［： ：悶：
{x E艮： b< x < a}, (b < a). 

半開区間［a,b),閉区間 [a,b]等の記号も同様に定義する．

この定義の下， c,x,yE臣のとき (c,x) n (c, y) = (c, med { x, y, c})が成り立つことに注意する．
ただし， med{x,y, z}はx,y,zE艮U｛土oo}の中央値 (median)を表す．

定義 3.6.I= (a,b), -oo :<::::a< b :<:::: oo,を臣の開区間として cE [a, b]とする．区間 Iで絶対連

続な複素函数fE AC(I)で，f(c)= 0かつf'E店（I）であるもの全体のなす空間に内積

b 

〈f,g〉=J『(t)g'{Jjp(t) dt 
a 

を入れた内積空間を I上の 1階Sobolev型空間 (Sobolev-typespace)と言い記号 Hc,p(I)で表す．

ただし，重み函数pはIでa.e．で正値可測であり，次の条件

を満たすと仮定する．

~ E L1((c, x)), 1::/x EI 
p 

(5) 

注意上の定義において cがIの端点，すなわち c=aまたは c=bの場合はf(c)の値について少

し注意が必要である．1::/x,y E I, x < y,に対して Schwarzの不等式より

lf(x) -J(y)l2 = 11v『(t)dtl2：：：：「げpdt「竺：：：： 111112「竺．
X P Jx P 

仮定 (5)より， x,y→ Cのとき右辺は任意に小さくなるので Cauchyの収束判定条件より VJE 

Hc,p(I)に対してlimf(x)が存在する．この極限値をf(c)と定義するまた (5)より，p三 1なら
X→C 

ばCE艮でなければならない．

次の定理は [5],[6, p. 75]で扱われている RKHSを少しだけ一般化したものである．空間Hc,p(I)

がL](I)のRKHS等長化であることを示そう．

定理 3.7.Hc,p(I)はJU{c}上の RKHSであり，次が成り立つ．
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(i) Hc,p(I)の再生核は

k(x, y) = jc,med{x,y,c}) -¾i = 11med{x,y,c} ~ 
で与えられる．ただし， med{x,y, z}はx,y,zE良U｛土oo}の中央値 (median)を表す．

(ii) XEを集合Eの特性函数とするとき， Hc,p(I)は写像

¢:XE I→ X(c,x) E L以I)
p 

による Hilbert空間店（I)の積分変換である，i.e.Hc,p(I) = ¢(L以I)).

(iii)積分変換ぶ： L~(I) → Hc,p (I) は等長．特に，函数族 ¢(I) は店(I) で完全である．

3.2 変換列とテンソル積

脱N のFourier変換を逆変換定理で扱うためには， N次元のび空間に対して扱いやすくて等

長な RKHSを見出す必要がある．ここでは前節で示した 1次元び空間に等長な RKHSのテン

ソル積によって，求める高次元のび空間に等長な RKHSを作ることにする． Hilbert空間払

(i=l,...,n)のテンソル積 Hilbe廿空間図i=l1iiは払の代数的テンソル積①i=l1iiを完備化し

たHilbert空間であり，内積は任意の ai,bi E礼(i=l,...,n)に対して

n 

閲＝1佑，R恥bi〉:1-l,= II〈ai,bi〉1-l,
i=l 

を満たす． また Hilbert空間の間の有界作用素ふ：1-ii→/Ci(i = 1,..., n)のテンソル積

勾＝1Si:0贔払→芦ふは， aiE払(i=l,...,n)に対して，

（冨しぶ）（⑧贔叫＝ R贔Sia,

を満たす唯一の有界作用素である (See,e.g., [2,3]). RKHSのテンソル積に関して次の結果はよく

知られている．

命題 3.8([2, p. 73]). E上のRKHSXとF上の RKHSYのテンソル積Hilbert空間X0Yは

ExF上の RKHSである．点xEEにおける Xの再生核を k』，点yE Fにおける Yの再生核を

吋とすると，点 (x,y) EE x Fにおける X0Yの再生核は KよR吋である．

次にテンソル積Hilbert空間と積分変換の関係について述べる．以下では，写像cp:E→ Hによ

る積分変換匂（初の点xEEにおける再生核を k[¢]xで表す．

命題 3.9.払はHilbert空間，且は集合，¢i:Ei→凡は写像とする(i=l,...,n).このとき，写

像図l＝心： TI~=l 且→ ®恥礼 s.t.（摩凸）（xi,•••, Xn) = Ri=l ¢凸）による積分変換は次を
満たす：
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(i)'vfi E払(i=l,...,n)に対して，Ri=lのi(R仁ふ） ＝図i=l<Pふ．

(ii) x = (xi) E TI~=l 且のとき， K[図：＝沙山＝鋼i=lk［叫 x,· 特に， n:=l 且上の RKHS として

--—•——· 

累し＝1の心砕＝1凡） ＝図し＝1ふ（払）．

(iii) <Pi(E』がHiで完全(i=l,...,n)ならば，（Ri=l<P』(TI:=l瓦）も累i=l払で完全である．

変換列はテンソル積に関して閉じている．

命題 3.10.E 勾凡 -¾wiが集合Tt上の変換列(i =l,...,N) ならば，

I1~1 Ei竺＇砥濯 2竺R似wi

は直積I1ふ［上の変換列である．

4 応用

4.1 Paley-Wiener空間

Fourier変換を再生核の理論で扱う準備としていわゆる Paley-Wiener空間を考えよう． a>Oの

とき， Ia=(-a,a)として写像¢:C→び（Ia)を

¢(t, x) = ¢(x)(t) =よeit円(t,x)E Ia X <C 
で定義する．の（C)はび（Ia)で完全である． したがって，定理 2.2より積分変換 ¢:L刈Ia)→

忍（び（Ia))は等長である．定義より¢による積分変換はび（民）の Fourier変換と次の関係がある：

f E L2(艮）に対して，

忍(f|I』＝亭laJ(t)e―it・ dt = F(fx1J. 

¢による積分変換の像空間 ¢(L町Ia))はC上の RKHSPW(a)であり，位数aのPaley-Wiener 
空間と呼ばれる． PW(a)の再生核は公式（1)より，（x,y)EC2に対して，

〈の(y),cf;(x)〉叫） ＝上J臼ett豆 dt=~
2T Ia 7r(x -'il) 

となる．積分核e-itxはXの整函数だから，微分と積分の順序交換より PW(a)の元は整函数であ

ることが分かる．一致の定理より整函数が良上で0ならばCで恒等的に 0になる．よって，実軸罠

はPW(a)の一意性集合である．次はPW(a)のノルムについて我々の必要とする等式 (3)である．

補題 4.1.Vx,y E脱に対して

J sin(a(t -X)) sin(a(t -y)) dt = Tsin(a(y -X)). 
JR (t -X) (t -Y) --.. y -X 
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証明部分分数に分解すると，

J sin(a(t-X)) sin(a(t -y))dt = 1 (XJ sin(a(t -x)) sin(a(t -y)) dt 
R (t -X)(t -y) y -X {J心t-y 

-J(XJ sin(a(t-a・)) sin(a(t -y)) dt} 

-(XJ t -X 

F(x, y) -F(y, x) 

y-x  
(6) 

ただし，右辺の 2つの積分は広義積分であり，最初の積分を F(x,y)とおいた． F(x,y)を計算す

ると，

F(x,y) = J(X) sin(a(t -X)) sin(a(t -y)) dt 
-(X)t-y  

= J(X) sin(a(t + y -x)) sin(at) dt 
-(X) t 

= nl四J-nncos(at)sin(a([―x)) sin(at) dt 

= sin(a(y -X)) !(X)~ dt = sin(a(y-x)) 1(X) sint dt 
2 }_(X)t。t

T 
= i sin(a(y -x)). 
2 

これを（6)に代入して求める結果を得る． 口

補題3.2において脱の Lebesgue測度を心として， TをPW(a)の艮への制限作用素， E=C,

F＝恥， k＝び（艮，dx)とおくと，補題4.1より PW(a)のノルムはび（恥）ノルムで与えられるこ

とが分かる (cf.[7, p. 62]): f E PW(a)に対して，

||f||2 = J |f(x)|2 dx. 
R 

(7) 

4.2 Plancherelの定理

この節では逆変換定理の応用として Plancherelの定理の積分変換を用いた別証を与える．前節

の記号を使う．t=（ti),X = (x』€ CNのとき，t・x=ど〉＝1ち瓦とする．

定理 4.2(Plancherelの定理）．fE L1（罠刈 (NEN)に対する Fourier変換Ff,共役Fourier変

換たfはtEかに対して

訂(t)= (27r)N/2 J瞑Nf(x)e―it・x dx, 

rf(t) = (27r)N/2 J股N f(x)eit・x dx, 

で定義されるが， F,F*のが（艮りnび（脱刈への制限はそれぞれび（恥N)からび（脱刈へのユ
ニタリ変換へ拡張できて，互いに他の逆変換である．
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証明積分変換忍： L刈Ia)→ PW(a)はFourier変換であり，忍の等長性よりび（Ia)のFourier変

換忍：び（Ia)→ L囁）は等長作用素である． L刈Ia)RN竺び(I》)だから，愈RN:L町Ia)RN→
PW(a)RNはL刈I忍）のFourier変換と同一視でき，命題3.10より等長作用素のテンソル積は等長

だから，砂RNは等長である． L刈恥N)のFourier変換は，直積I岱への制限のFourier変換のa→ 00 

としたときの平均収束極限で定義されるから，上の事実より Fourier変換F:L2（艮刈→び（艮刈

も等長作用素である．同様にして共役Fourier変換F*:L行脱り→び（艮刈も等長作用素である

ことが分かる．

次にこれらが互いに他の逆変換，i.e.,FF*= F*F = Iであることを示そう． W(Ia)= H。,1(Ia)

とおくと， W(Ia)は区間Ia上の RKHSであって，不定積分作用素S:f EL刈Ia)H J。.f(x)dx E 

W(Ia)は等長である． Ia上の変換列

Ia二 L2(Ia)~ W(Ia) 

のテンソル積をとると，命題3.10より次の If:上の変換列が得られる：

I岱三二び（Ia)RN~竺► W(Ia)RN • 

ここでテンソル積Hilbert空間び（Ia)RNはび（If:)と同型であり，t=（ち）， x=(xj)E良Nに対

して

終N(t, x) = ~eit·x 
(21r)N/2~. 

一方，写像のテンソル積の定義と Fubiniの定理より，J(t)= ITf=l (0，ち） （C If:)とおくと，
fi,...,fN EL刈Ia)に対して

N N ち

SRN( 山̀）（t)=リ紅（ち） ＝リ［兄）ds1= !(t) (R似f1)(s)ds 

単純テンソル ®:=lf］全体のスパンは L刈I~) の中で桐密だから，上の等式より，'vf E び（I~) に

対して，

(SRN f)(t) = !It) f(s) ds, 
I(t) 

すなわち作用素SRNはN次元の不定積分作用素である．同様にして,(CN上の RKHSPW(a)RN 

のノルムは（7)より，/E PW(a)RNに対して次を満たす：

11/lliw(a)RN = 1N lf(x)l2dx. 
良N

したがって，f€び（艮刈のときf|I召€び（I区）に逆変換公式（4) を適用すると，t=（ち） E Iぷ
x=(x1)E脱Nに対して等式

j(t) f(s) ds =~Imか叩XIり (x) j(t) eis-x dsdx (8) 
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を得る．定理3.1よりJI(t)eis・x ds E L刈屈刈であり， Fourier変換の等長性より F(JXIt:)→F(J)

in L国）だから，（8）で a→00として，結局VJEび（配）， VtE脱N に対して次の等式を得る：

l(t)f(x)dx= ~ Im艮N ア(f)(x)l(t) eis-xdsdx 
ここで F(J)EL刈脱刈であれば， leis-xI = 1だから Fubiniの定理より積分の順序交換ができて，

J(t) f(x)心＝ ［（t)百(f)(s) ds. 

更に Fubiniの定理より X=（エ1,x'), t = (t1, t') E ]RN とすると

「JIf') f (x1, x') dx'dx1 = 1ft J→(J)(x') dx'dx1・
0 J I(t') JO J I(t') 

両辺をれについてt1= X1で微分すると， a.e.x'E脱N-1に対して

l(l') J(x1, x') dx'= l(l')百(f)(x')dx'. 
この操作を N-1回繰り返すと結局，f(x)＝ア＊F(J)(x)a.e. on ]RN となり， F(J)Eが（罠りな

らばf＝F*F(J)が示されたしかし，fEC戸（艮りならば部分積分より容易に等式

かf N 

｀叶・• ・枷口＝ （一1)Nrr 叶•四f)
i=l 

が得られて，左辺は有界だから， F(J)E L1（恥N)である．よって F(J)ELパ恥N)であるようなf

はび（屈N)で桐密である．したがって，アと F*の有界性よりデ＊F=Iが示された． FF*=Iも

同様にして示すことができる．以上で Plancherelの定理が示された ロ
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