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概要

本稿では，代数的整数論の古典的な問題の 1つである Hasseノルム原理につい

て解説する．また，著者が得た Hasseノルム原理における結果について，有限素

体上の表現との関係を中心に紹介する．

1 Hasse原理と Hasseノルム原理 (HNP)

本稿では， Kを代数体，すなわち有理数体Qの有限次拡大体とする． X をK上の代

数多様体（ここでは，完備性は仮定しない）とする． XのK有理点からなる集合X(k)

について理解することは，整数論において古くから考えられてきた問題の 1つである．

その中でも，現在では Hasse原理の成否が重要な問題の 1つとされている．

定義 1.1.X をK上の代数多様体とする． X に対して Hasse原理（または局所大域

原理）が成り立つとは，任意の vに対し X(k』#0ならばX(k)-/= 0が成り立つこと

である．ここで， vはKの素点であり，似は Kのvによる完備化である．

k =Qのとき，似はp進数体Qpまたは実数体艮のいずれかである． Kが一般の場

合はこれらの有限次拡大となる．

Hasse原理に関する最も古典的な結果は次の通りである．ここで， pnはK上の n次

元射影空間を表す．

定理 1.2(Hasse-Minkowski). Xを滑らかな quadricとする．すなわち，

X = {(xo: ・ ・ ・: Xn) E野|a。叶＋ ・・・+a戸合＝O} (a。,．．．,an Ek) 
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で定義される非特異代数多様体とする．このとき， X に対する Hasse原理が成り立つ．

一方で， Hasse原理は必ずしも成り立つとは限らないことが知られている．

定理 1.3(Selmer). 

X := {(x: y: z) E JPl3 I 3岱＋4炉＋5抄＝ O}

とおくと， X に対する Hasse原理は成り立たない．

証明は［雪江 13,定理 5.5.1]を参照せよ．

次に， Hasseノルム原理について説明する．そのために，いくつかの対象を導入する．

•似が Qp の有限次拡大となるような素点を K の有限素点と呼ぶ． V が有限素点

のとき，似の整閉な局所閉部分環がただ 1つ存在する．これを Ov-で表す．

• kのイデール群とは，以下で定義される（位相）群のことである：

吋：＝｛に）VEII的有限個の素点を除いて xVEOVX ｝ 
定義 1.4.K/kを有限次拡大とする．

III(K/k) := (kx n NK/k（鱗））/NKjk(K勺

とお<.III(K/k)= {1}となるとき， K/kに対する Hasseノルム原理（以下， HNP)

が成り立つという．

III(K/k) = {1}であるためには，任意の aE kxに対し以下の同値が成り立つこと

が必要十分である：

a E NKjk(K勺←⇒任意の Vに対し aE N(KRふ）／kV(（K叡 h)汀．

すなわち， HNPとは，代数体の有限次拡大に付随する大域的なノルム写像と局所的な

ノルム写像との「ずれ」について扱う問題である．

最後に， HNPとHasse原理の関係について説明する． K/kを有限次拡大とする．

a E kxに対し，

X訊：＝ ｛x E Kx INぃ(x)= a} 

とおく．ここで， NK/kはK/kに付随するノルム写像である．この集合は，［K:k]次

元アフィン空間の部分代数多様体とみなすことができる．一方，

(1) 
TK/k :＝ XK/k 
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とおくと，これは K上の代数的トーラスである． TK/kをK/kに付随するノルム 1

トーラスと呼ぶこのとき，次が成り立つ．

•任意の a E kxに対し， X悶人はTK/k―torsorである．逆に，任意の TK/k-torsor
はX島の形で表される．

• a, a'E kx において， X訊 ~xt乳⇔ a―1a'E Nx;k(Kx)が成り立つ．
• a E kxに対し， X訊(k)=/: 0 ¢=-⇒aENぃ(KX)が成り立つ．

特に，以下の同型が成り立つ：

kXINK/k(K汀竺が(k,TK/k)．

同様の主張は KをKVに， KをKRk似に置き換えても成り立つ．従って，次が得ら

れる．

定理 1.5([Ono63, p. 70], [PR94, p. 307]). K/kを有限次拡大とする．このとき，同型

III(K/k)ミ皿(K,TK/k)

が存在する．ここで， III1(k,TK/k)はTK/kのTate-Shafarevich群であり，次で定義

される 1次Galoisコホモロジ一群H1(k,TK/k)の部分群である：

皿 (k,TKjk) :~ Ker(H1(k,Tぃ）三lJH1(kv, TKjk)) 
特に，以下は同値である．

(i) K/kに対する HNPが成り立つ．

に対する Hasse原理が成り止つ．(ii)任意の aE kxに対し， X（a) アK/k‘ 

2 HNPに関する先行研究と主定理

まず， HNPに関する先行研究について紹介する． HNPの最も古典的な結果は，

Hasseによる以下の結果である．

定理 2.1([Has31]). (i) K/kが巡回拡大のとき， III(K/k)= {1}が成り立つ．

(ii) III((Q（ご面，ご百））旦／2が成り立つ．

定理 2.1(i)は，代数的整数論における基本的な結果の 1つである大域類体論の証明

にも現れる．一方，定理 2.1(ii)より HNPは一般には成り立たないことが分かる．
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上記の結果は，後に Tateによって Galois拡大の場合に一般化された．

命題 2.2([Tat67, p. 198]). K/kを有限次 Galois拡大とする． Gの分解群からなる

集合を 1)とするとき，同型

III(K/k) ""Coker (ft-3(G, Z)→翌ft-3(D,Z)) 
が存在する．ここで， fjiはi次Tateコホモロジ一群である．

考える有限次拡大がGaloisでない場合にも，いくつかの結果が存在する．ここでは，

拡大次数を指定したときの結果について言及する．その他の結果については［金井 20]

などを参照せよ．

命題 2.3(Bartels, [Bar81, Lemma 4]). K/kを代数体の素数次拡大とすると，

III(K/k) = {1}が成り立つ．

[K:k]が小さい場合についても III(K/k)の構造が完全に決定されている．例えば，

[K:k] =4のときは以下の結果が知られている．

命題 2.4(Kunyavskii, [Kun84, Proposition 1]). K/kを代数体の 4次拡大とする．

K/kをK/kのGalois閉包とし， G:= Gal(K/k)とおく．このとき， III(K/k)= {1} 

ならばG~ (Z/2戸または G竺A4(4次交代群）が成り立つ．逆に， G~ (Z/2)また

はG竺山であるとき，以下の同型が存在する：

III(K/k)主｛｛ ｝ 1 （ある K/kの分解群が (Z/2戸を含む）；
Z/2 （その他）．

注意 2.5.定理 2.1(ii)の拡大Q(《□面，《二り／Qは同型
Gal(Q(《刀豆《司／Q)~ (Z/2)2 

を満たし，すべての分解群は巡回群となる．後者は平方剰余の相互法則より従う．

命題 2.4は， 4次拡大K/kに対する HNPの成否がK/kのGalois閉包の Galois群

と分解群によって特徴づけられることを意味する．同様の結果は，［K:k] = 6のとき

DrakokhrustおよびPlatonov([DP87]）によって， dさ16のとき星明考氏，金井和貴

氏および山崎愛ー氏 ([HKY22],[HKY23], [HKY24]）によって与えられている．

注意 2.6.[DP87], [HKY22], [HKY23], [HKY24]では， Galois群の分類を用いて個別

に計算を行う手法をとっている．さらに，［HKY22],[HKY23], [HKY24]ではそれらの
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計算の大半を計算機で行っている．したがって，次数が大きい場合に彼らの手法を適用

することは容易でない．

以下，有限アーベル群Aおよび素数pに対し，

A[p00] := { a E A Iある nEZ>。に対しpna= O} 

とおく．著者は， K/kの拡大次数が square-freeな素因子pをもち， Galois閉包の

Galois群のp-Sylow部分群が正規であるような場合に III(KI k) [p00]の構造について
群論的な記述を与えた．いま，有限群Gおよびその部分群Hに対し，以下の記号を用

いる：

• [H,G]: Hの元と Gの元の交換子で生成される部分群；

• Nc(H): HのGにおける正規化群；

•な(H): HのGにおける中心化群．

定理 2.7([Oki23]). K/kを代数体の有限次拡大とする． K/kをK/kのGalois閉包

とし， G:= Gal(K/k), H := Gal(K/K)とおく．以下2つを仮定する：

• [K: k] E pZ ¥ p吃；

• Gのp-Sylow部分群斗はGの正規部分群である．

このとき， III(K/k)[p00]=/: {1}ならば次が成り立つ：

(a) Sp~ (Z/p)生

(b) [Sp, G] = S炉

(c) N0(Sp n H)＝な(Spn H). 

逆に，（a),(b), (c)がすべて成り立つとき，以下の同型が存在する：

III(K/k)[p=]竺｛｛1｝ （ある K/kの分解群がふを含む）；
Z/p （その他）．

定理 2.7より， HNPが成り立たないような新たな例も得られる．

系 2.8([Oki23]). p, fを2<£lp2-1が成り立つような素数とする． dを平方因子

をもたないような pfの倍数とする．このとき，任意の代数体 Kに対し，次数dの拡大

K/kでHNPが成り立たないものが存在する．

注意 2.9.系 2.8に現れる K/kはGaloisでないすなわち， K/kがd次Galois拡大
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ならばIII(K/k)= {1}が成り立つ．この結果は Gurakによって証明されたものであ

る([Gur78]).

3 Poitou-Tate双対性

以下の記号を用いる．

• Gm := Spec k[t, C1]をK上の乗法群スキームとする．

• K/kを有限次拡大， TをK上のトーラスとするとき， ResK/kTをTのK上へ

のWeil制限とする．すなわち， K-代数Rに対し

(ResK/k T)(R) := T(R羞 K)

で定義される K上のトーラスである．

例 3.1.K/kを有限次拡大とするとき，

TK/k = Ker(NK/k: ResK/k芦，K→釘）

である．ここで， ResK/kはK/kに関する Weil制限である．特に，以下の完全列を

得る：
NK/k 

1 →TK/k→ ResKI心 m,Kー→年→ 1. (1) 

定義 3.2.TをK上のトーラスとするとき，

X*(T) := Hom厄group(T翫亙己，訂

とする．これは（離散位相に関して）連続な Gal（局／k）ー作用をもつ有限生成自由アーベ

ル群である． X*(T)をTの指標群とよぶ

K/kを有限次拡大， TをK上のトーラスとする． Kを含む K上の Galois拡大体K

をとり， G:= Gal(K/k), H := Gal(K/K)とおく．このとき， G-加群としての同型

X*(ResK/k T)竺 IndりX*(T):= Z[G] Rz[H] X*(T) 

が存在する．特に， X*(ResK/k<Gm)竺 Z[G/H]が成り立つ．また，次の補題も得ら

れる．

補題 3.3.K/kを代数体の有限次拡大とする． K/kを K/kの Galois閉包とし，

G := Gal(K/k), H := Gal(K/K)とおく．このとき，（1)は完全列

0→Z→Z[G/H]→X*(TK/k)→0 



161

を誘導する．

定義 3.4.A を Gal(k/k)—加群とするとき，

皿 (K,A)：＝ Ker （庁（k,A)→且げ(k",A)) 
をAのi次Tate-Shafarevich群とよぶここで， VはKの素点である．

定理 1.5の同型の右辺は，より扱いやすい対象に書き換えることができる．

命題 3.5(Poitou-Tate双対性； ［PR94, Theorem 6.10]). TをK上のトーラスとする

とき，同型

III1(k, T)~ III2(k,X*(T)t 

が存在する．ここで，（一VはPontryagin双対である．

定理 1.5と命題3.5をまとめると，以下の主張が従う．

系 3.6.K/kを有限次拡大とするとき，同型

III(K/k)竺皿(k,X*(TKjk))v

が存在する．

さらに，系 3.6内の同型の右辺は，有限群のコホモロジーによって記述することがで

きる．

命題 3.7.K/kを代数体の有限次拡大とし， K/kを K/kの Galois閉包とする．

G := Gal(K/k)とおくと， Gal(k/k)のX*(TKjk)への作用はGを経由する．さらに，

Gに対応する有限次Galois拡大の分解群からなる集合を Dとおくと，自然な同型

皿 (k,X*(TK/k))□IIIら(G,X*(TKjk))

が存在する．ただし，右辺は準同型

(Resc;D)DEゎ：が(G,X*(TK/k))→dう炉(D,X*(TKjk)) 
DE'D 

の核で定義される．
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4 定理 2.7の証明の概略

補題 4.1.pを素数， K/kを代数体の有限次拡大体とし， K/kをK/kのGalois閉包

とする．以下を仮定する：

(1) [K: k] E pZ ¥ p位

(2) G := Gal(K /k)のp-Sylow部分群ふはGの正規部分群である．

このとき，均はZ/pの有限個の直積と同型である．さらにある Gの部分群G'が存

在して，次の 2つの条件を満たす．

(i) G = Sp ><1 G'; 

(ii) H を K に対応する Gの部分群とするとき， G'の部分群 H'が存在して

H=  (SpnH) ><1 H'が成り立つ．

Proof. Spに関する主張は，仮定（1)より (Sp: Sp n H) = pが成り立つことおよび

NG(Sp nH) = {1}から従う．また，（i)については仮定 (2)およびSchur-Zassenhaus

の定理から従う．

以下，（i)の同型を取り替えて，（ii)が成り立つようにできることを示す．自然な同型

G'~ G/Spにより HS砂ふに対応する G'の部分群を H'とおく．このとき， Gの部分

群Hの積構造は 1ーコサイクルH’→S以(SpnH)を定める．一方， H'とSp/(SpnH)
は位数が互いに素であることから， H1(H',S計(Spn H)) = 0が従う．ゆえに，ある

s ESが存在して sHs―1= (Sp n H) ><1 H'となる．主張はこの事実から直ちに従う．p ． 
補題 4.1により，定理 2.7における Gから位数がpと互いに素な有限群G'の島上

の有限次元表現が自然に定まる．

まず，定理 2.7のうち dimlFpSpナ2の場合は次より従う．

定理 4.2.有限次拡大 K/kは素数pに関して条件 (a),(b)を満たすとする．同型

Ga揺／k)~ Sp ><1 G'を補題 4.1の通りとする． dimJFp Sp =/ 2ならば，等式

血 (k,X*(TK/k))厨 ]=0

が成り立つ．

Proof. Gal⑯/k)の唯一の戸ylow部分群Sp><1 {1}に対応する K/kの中間体を K。
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で表す．また， ResKo/kとCorKo/kをそれぞれGaloisコホモロジーにおける K。/kに

付随する制限写像と corestriction写像とする．このとき，

CorKo/k o ResKo/k = [K。:k]
である ([NSWOO,(1.5.7) Corollary]). K,。の定義より [K。:K]はpと互いに素である

から， ResKo/kは単射

皿 (k,X*(TK/k))[p=]→血(K。,X*(TKjk))
を誘導する．一方， K とK。の定義から， d個の K。のp次Galois拡大kぃ．．．，Kdお

よびK。ー代数としての同型K釦 K。竺rrに氏が存在する．特に，

TK/k幻 K。竺 Ker((N氏／k）t t且Res氏／Ko<Gm,K,→IGm,K。)
が成り立つ．また， K の定義より K1,...，Kdの合成体は K に一致する．いま，仮定

より
[K1 ・ ・ ・ Kd : Ko] = [K : Ko] = pdimFp (Sp) # p2 

であるから，主張は以下の命題 4.3より従う．

命題 4.3([BLP19, Theorem 8.5]). Ki,...，応を Kのp次Galois拡大とし，

T :~ Ker ((N氏／k）t iuRes氏／kGm,K;→ Gm) 
とおく．［K1・ ・ ・ Kd: k] # p2ならば

III惰，X*(T))= 0 

が成り立つ．

．
 

注意 4.4.命題 4.3で現れるトーラスは多重ノルム 1トーラスと呼ばれるものである．

命題 4.3において，仮定 [K1・ ・ ・ Kd : k] = p2を外すことは不可能である．実際，

d=3 のときは III2(k,X*(T) ） ~Z/p が成り立つ．そのため， dimlFp ふ＝ 2のときは

より繊細な議論が必要である．

定理 2.7のうち dimlFpふ＝ 2の場合は次より従う．

定理 4.5.pを素数， K/kを代数体の有限次拡大体， K/kをK/kのGalois閉包とす

る． G:= Gal(K/k), H := Gal(K/K)とおく．以下を仮定する：
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(a) [K: k] E pZ ¥ p位

(b) G := Gal(K/k)のp-Sylow部分群出は位数p2の正規部分群である．

補題 4.1 より Sp~ (Z/p戸であり， Gの部分群の列H'<G'が存在して G= Sp ><1 G' 

およびH= (Sp nH) ><1 H' が成り立つ．いま，ふを G' の 2 次元恥—表現とみなし，

L := SpnHを斗の 1次元部分空間とみなす．このとき， III2(k,X*(TKjk))[p00]=/: 0 

ならば次が成り立つ：

(B) LのG'における固定部分群Staba,(L)はLのpointwisestabilizer Fixa, (L) 

に一致する（一般にはFixa,(L) c Staba, (L)である）；

(C) sf= {O}が成り立つ．

逆に，（B),(C)がともに成り立つとき，次の同型が存在する：

血 (k,X'(TK/k))[p=]竺{° （ある K/kの分解群がふを含む）；
Z/p （その他）．

Proof. VをK/kの分解群からなる集合とする．命題 3.7より， III2(k,X*(TK/k)）を

III紐(G,X*(TK/k))に置き換えた主張を示せばよい． Pのある元がふを含むときは，

制限写像

Resa;sp: H2(G,X*(TK/k)）厨l→炉(Sp,X*(TKjk)) 

が単射であることから， IIIら(G,X*(TKjk))[p00]= 0が従う．以降， Pに含まれるすべ
ての Gの部分群はふを含まないとする．いま， Gの部分群Hふに対応する K/kの

中間体を K。とおくと，これは K/kの中間体である．よって， KIK。に関するノルム

写像は K上のトーラスの完全列

1 →ResKo/k TK/K。→TK/k竺心→恥／k→ 1 

を誘導する．この完全列の指標群の G係数群コホモロジーを取ることで，完全列

H1(G,X*(TK/k))→が(G,X*(ResKo/kTK/K。))→炉(G,X*(T応／k))

正印(G,X*(TK/k))→炉(G,X*(ResKo/kTK/K。)）
を得る．ここで， IIIら(G,X*(TK/k))のNK/K。による逆像を M とおくと，次の完全
列が従う：

が (G,X*(TKjk))[p00]→H1(G, X*(ResKo/k TK/K。)）［poo]~ M[poo] 
応 /K。
---IIIら(G,X* (TKjk)) [p00]→叫(G,X*(ResKo/kTK/K。)）[poo].
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以降 G' の部分群 G” および G”—安定な Sp の部分空間 S' に対し，

fc,,(S') := {gs -s ES'I g E G", s ES'} 

とおく．簡単な計算から，

が (G,X*(TK/k)）厨l=O, 
H1(G, X*(ResKo/k TK/K。)）[poo]全 (Sp/(L+ IH'(Sp))t 

が分かる．よって， 6は単射である．一方，［K:Ko] =pは素数であるから，命題 2.3と

命題 3.7より

IIIらHSp(HSp, X*(TK/K。)）＝ 0 

となる．ここで， VHsp:= {DnHSp IDE V}である．従って， Shapiroの補題より

IIIる(G,X*(ResKo/kTK/K。)） ＝ 0 

が成り立つ．以上より，完全列

0→(Sp/(L + IH'(Sp))t→M[poo]→叫(G,X*(TK/k)）厨l→O 

を得る．このとき，次の同型を示せばよい．

M[p°°]竺
(Sp/(Iが (Sp)+ Istaba, (L) (L))) v 
(S以恥(Sp))V . 

実際上の同型が正しいとすると，同型

叫 (G,X'(TK/k))竺 {Z/p (（B)，（C)がともに成立する）；
0 （それ以外）

(2) 

が得られ，主張の証明が完了する．ここで， Stabc,(L)= Fixc,(L)かつ品がHに表現

として自明でない場合に， H'のIFp―表現ふに対して Maschkeの定理を用いる．

最後に，同型 (2)の証明について説明する．［K。： k]= C (/: pZであることから，補題
3.3のコホモロジーより誘導される連結準同型

炉 (G,X*(TK/k))→が(G,Z)

の核はH2(G,X*(TKjk))[p00]を含む．よって， H'[poo]は補題 3.3およびShapiroの

補題から得られる準同型

炉 (H,Z)竺 H2(G,Z[G/H]）→炉(G,X*(TKjk))
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の像に含まれる．この事実と IndりSpX*(TK/K。)およびX*(TKo/k)に対する Mackey
分解を組み合わせて，すべての DEDに対して可換図式

H1 (G, X* (ResKo/k TK/ K。)）[pool二二炉(G,X*(T応／k））厨l

↓ResGID ↓ResGID 
が（D,X*(ResKo/k TK/K。)）［P00]__!_→印(D,X*(TKo/k))[p00] 

を詳細に調べることで (2)を証明することができる．詳しくは [Oki23,Section 4.2]を

参照せよ． ■ 

5 系 2.8の証明の概略

補題 5.1.pを3でない素数， iを奇素数かつp2-1の約数とする． G':=Z/£ とする

とき，以下を満たす G' の 2 次元恥—表現ふが存在する：

(i) Sf= {O}; 

(ii) G'の作用で安定でない Spの1次元部分空間が存在する．

Proof.準同型

G'→GL叩）； 1 modi → { （°一1)
diag((£心―1) (p三 1mod£), 

1 Q+＜f 
(p三ー1mod£) 

に対応する 2 次元恥—表現を品とすればよい．

．
 

補題 5.2.pを素数， G'を有限可解群， SpをG'の有限次元 lFP―表現とする． G:=

Sp ><1 G'とおくとき， Galois群が Gと同型であるような有限次 Galois拡大 K/kで

あって，すべての K/kの分解群が巡回群であるようなものが存在する．

Proof. Spはアーベル群であるから，定義より Gは可解群である．よって，主張は

Shafarevichによる可解群に対する Galois逆問題の証明から従う ([NSWOO,Chapter 

IX, §6]を参照）． ■ 

系 2.8の証明 d'=d/p E Z>oとし， G':=Z/d'とおく．全射 1r:G'→ Z/£ を固定

し，補題 5.1 の条件 (i)'(ii) を満たすような Z/£ の 2 次元恥—表現ふをとる．ここ

で， Z/£ の作用で安定でない Spの 1次元部分空間 Lを 1つとる．また，斗を T に
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より G'の恥表現とみなし， G:= Sp ><1 G'とおく．このとき，補題 5.2より， Galois

群がGと同型 Galois拡大K/kで，すべての K/kの分解群が巡回群であるようなも

のが存在する．いま， H := L ><1 {O}とおき， K をH に対応する K/kの中間体とす

る．このとき，定義から [K:k] = dである．また， Sf={O}より [Sp,G]= Spで

あり， K/kのGalois閉包は K に一致する．さらに， Spn H = H = L ><1 {1}より，

Na(SpnH)＝な(SpnH)が成り立つ．一方， K/kの分解群は巡回群であるから，定

理 2.7より， III(K/k)[p°°l竺 Z/pを得る．特に， III(K/k)=J {1}であるから，主張が
示された

．
 

注意 5.3.系 2.8の証明で構成した拡大K/kについて， III(K/k)= III(K/k)[p°°]と

なることが証明できる．特に， III(K/k)~ Z/pが成り立つ．また，以下に示す通り， d

が小さい数の場合は先行研究の一部を復元している．

(i) d = 6のとき， p=2および£=3とすると，系 2.8の条件が成り立つ．このと

き， Gは4次交代群と同型である．この場合に III(K/k)竺 Z/2が成り立つこと

は[DP87,§10]で証明されている．

(ii) d = 15のとき， p=5および£=3とすると，系 2.8の条件が成り立つ．このと

き， Gはtransitivegroupと呼ばれる対象のうち 15T9と同型である．この場合

にIII(K/k)竺 Z/5が成り立つことは [HKY22,Theorem 1.18]で証明されて

いる．
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