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Abstract

In this paper, we explain the results of the author’s article “Fitting invariants in equivariant

Iwasawa theory.” We develop an algebraic theory to compute “Fitting invariants” (a general-

ization of Fitting ideals), and apply it to equivariant Iwasawa theory. This generalizes a result

of Greither and Kurihara.

§ 1. はじめに

本稿では筆者の論文 [11]の主な内容を解説する．
岩澤理論における主予想は，岩澤加群という代数的な対象と p進 L関数という解析的

な対象が密接に結びついているという哲学である．古典的な (同変ではない)岩澤理論で
は，Wiles [20]の結果に代表されるように，有限群の作用に関する指標分解をした上で考
察を行う．この指標分解により主予想の定式化が容易になる一方で，作用している有限群
の位数が pと素ではない場合には，この指標分解はある種の情報を失ってしまう．それに
対し，より精密な情報を得るために指標分解をせずに有限群の作用を含めて考察するのが
同変岩澤理論である．
同変岩澤理論においてこれまで提唱されている主予想は，たいてい，岩澤加群を適切に

修正した対象の “Fitting不変量”を用いて定式化されている．しかるにそういった主予想
の主張から，修正前の岩澤加群自体の “Fitting不変量”を決定することは困難であった．
論文 [11]の目的はこの問題への一つの回答を与えることである．
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論文 [11]はGreither-Kurihara [6]の結果を拡張したものであるから，まずは [6]の結果
を概観する．pを奇素数とし，L/Kを総実代数体の有限次アーベル拡大とする．K∞, L∞

をそれぞれK,Lの円分 Zp 拡大とし，K∞ と LはK 上で線形無関連であると仮定する．
Galois 群を ∆ = Gal(L/K),Γ = Gal(K∞/K), G = Gal(L∞/K) とおくと，制限写像
による自然な同型 G ≃ Γ × ∆がある．従って同変的な岩澤代数 R = Zp[[G]]は自然に
Zp[[Γ]][∆]と同型である．よく知られているように，Γの位相的生成元を用いて，Zp[[Γ]]
と一変数形式的冪級数環 Zp[[T ]]との同型が構成できる．これらの同型により，以下では
Rを Zp[[T ]][∆]と同一視する．

Σを K の素点の有限集合であって，pの上の素点と L/K で分岐する素点を全て含む
ものとする．このとき Σ分岐岩澤加群XΣ = XΣ(L∞)が，L∞の Σの外で不分岐な最大
アーベル pro-p 拡大のGalois群として定義される．XΣは自然にR加群の構造を持ち，さ
らに有限生成ねじれ加群であることが知られている1．簡単のために (成立すると予想さ
れている通り)，XΣの µ不変量は 0であると仮定する．これらの設定の下で，[6]の目的
の一つは，XΣ の Fittingイデアル FittR(XΣ)を計算することである．
ここで Fittingイデアルの定義と基本的な性質を説明するとともに，いくつか記号を導

入する ([4, Section 20.2]や [16, Section 3.1]を参照)．なお以下の定義は一般のネーター
可換環 Rに対して通用する．有限生成 R加群M に対し，有限表示 Rb

h→ Ra →M → 0

を取り，hを a× b行列とみなす．このときM の Fittingイデアルを

FittR(M) = (det(H) | H は hの a× a部分行列)R

によって定義する．なお a > bのときは FittR(M) = 0と約束する．この定義は表示 hの
取り方に依らないことが知られている．
Mを有限生成ねじれ R加群全体のなす圏とし，本節ではM ∈ Mに対して F(M) =

FittR(M)とおく．Mの部分圏Pを，R上の射影次元が 1以下の加群たちのなすものとし
て定める．このとき各加群P ∈ Pに対し，F(P )は単項かつ可逆なイデアルである．なぜな
ら，P の射影次元が 1以下であることから，P の有限表示として 0→ Ra

h→ Ra → P → 0

なるものが取れて，F(P ) = (det(h))Rとなるからである．また，0→M ′ →M → P → 0

をMにおける短完全列であって P ∈ P なるものとすると，F(M) = F(P )F(M ′)が成
立する [3, Lemma 3]．
さて [6]の内容の説明に戻る．岩澤理論における主予想の哲学によると，XΣ の構造は

p進 L関数ΘΣと結びついている．ここでΘΣの詳しい定義は述べないが，Rの全商環の
元であって，K の Hecke L関数の特殊値を p進補間するものである．実際に我々の状況
では，(µ = 0の仮定の下で)次の結果が知られている ([14, Conjecture 2.1]も参照．本稿
の ΘΣ は [14]の ΦS に相当する)．

定理 1.1 (Ritter-Weiss [18, Theorem 11]). M内の完全列

(1.1) 0→ XΣ → P1 → P2 → Zp → 0

1ねじれは Zp[[Γ]] 加群としてねじれという意味と解釈する．
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であって Pi ∈ P(i = 1, 2)なるものが存在する．そして Rの分数イデアルとして

F(P1)F(P2)
−1 = (ΘΣ)R

が成立する．

後に例 2.8でも紹介する既知の代数的な命題を適用することで，定理 1.1から

F(α(XΣ)) = ΘΣF(Zp)

が従う．ここで αは岩澤随伴を表し，µ = 0の仮定の下では α(XΣ) ≃ HomZp
(XΣ,Zp)と

なっている．しかしながら Fittingイデアルは岩澤随伴に対して良い振る舞いをしないた
め，F(α(XΣ))から目下の目的である F(XΣ)を決定することはできない．
このような困難を背景として，Greither-Kuriharaは以下の結果を得た．まず有限アー

ベル群∆の巡回群の直和への分解

∆ =

s⊕
i=1

∆(i)

を取り，∆(i) の生成元 δi を取る．各 iに対して次数 0で終わる複体

C
(i)
· : · · · → Zp[∆(i)]

δi−1→ Zp[∆(i)]
N

∆(i)→ Zp[∆(i)]
δi−1→ Zp[∆(i)]→ 0

を考える (N はノルム元を表す)と，これは次数 0以外では完全であってH0(C
(i)
· ) ≃ Zp

となっている．ゆえにテンソル積 C· = C
(1)
· ⊗ · · · ⊗C(s)

· は次数 0以外では完全な複体で
あってH0(C·) ≃ Zp が成り立つ．明示的には

C· : · · · → Zp[∆]
s(s+1)(s+2)

6
d3→ Zp[∆]

s(s+1)
2

d2→ Zp[∆]s
d1→ Zp[∆]→ 0

という形である．B∆ を d2 の像として定義する．
以上の準備の下で次が成り立つ (既に述べたように R = Zp[[T ]][∆]と見なしている)．

定理 1.2 ([6, Theorem 3.3(a)], [7, Theorem 4.1]). Rのイデアルとして

F(XΣ) = ΘΣT
1−sF(B∆)

が成立する．

ここでB∆は d3を Zp[∆]上の有限表示に持ち，それからR上の有限表示を構成できる
から，F(B∆)は計算できるものである．sが大きいと d3の行列表示が大きくなるためそ
の計算は複雑だが，[6]の後続の論文 [8]において，一般に F(B∆)の生成系が書き下され
ている．
B∆ の定義により，完全列

(1.2) 0→ B∆ → Zp[∆]s
d1→ Zp[∆]→ Zp → 0
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がある．[6]での定理 1.2の証明は，基本的には列 (1.1)と列 (1.2)を比べることでなされ
るものの，かなり技巧的である (命題 2.6の直後の注意も参照)．なお本稿では先にRitter-

Weissの定理 1.1を紹介したが，定理 1.2の証明はそれとは独立していることにも注意し
ておく．
さて [11]の結果の一つは，定理 1.2が定理 1.1と次の代数的な命題から得られるという

ものである．

定理 1.3 ([11, Theorem 1.2]). 加群M ∈Mに対し，Mにおける二つの完全列 0→
N → P1 → P2 →M → 0と 0→ N ′ → P ′

1 → P ′
2 →M → 0であって Pi, P

′
i ∈ P(i = 1, 2)

なるものを取る．このとき

F(P1)
−1F(P2)F(N) = F(P ′

1)
−1F(P ′

2)F(N ′)

が成り立つ．

定理 1.3を列 (1.1)と列 (1.2)に適用し，定理 1.1を利用することで，定理 1.2が直ちに
得られる．

注意. 定理 1.2は定理 1.1の代わりにGreither-Popescuによる同変主予想 [9, Theorem

5.6]を利用しても示すことができる．なおこれらの同変主予想は同値であることが知られ
ている [14, Theorem 3.3, Remark 3.5]．

論文 [11]では，代数的な理論として定理 1.3のさらなる拡張をして (本稿第 2節)，そ
れを岩澤理論に応用することで定理 1.2の拡張をしている (本稿第 3節)．
拡張の一つの方向は，L/Kが非可換なGalois拡大である場合への一般化である．Fitting

イデアルは可換環上でしか定義されないが，今我々が考察している R = Zp[[T ]][∆]のよ
うな形の環上では，Nickel [13]により非可換 Fitting不変量が定義されている．この不変
量についても定理 1.3の類似が成り立つことを示し，さらに主予想を用いて定理 1.2の類
似を与える．また拡張の別の方向としては，虚二次体上の二変数拡大の場合がある．この
場合にも定理 1.3及び定理 1.2の類似を与える．

§ 2. 代数的な理論

一般に∆を (可換とは限らない)有限群とし，Γをある非負整数 dについて Zdp と同型
な位相群とする．G = Γ×∆とおき，R = Zp[[G]]とおく．

注意. Gが直積分解されていることは本質的ではなく，より一般に Gがコンパクト
群であって Zdpと同型な群 Γを中心的正規開部分群にもつならば，本節の内容は軽微な修
正の下で成立する．さらに論文 [11]では ([2]への応用を視野に入れて)，環Rをコンパク
ト p進 Lie群Gの岩澤代数 Zp[[G]]とした場合にも適用できるような，より一般的な代数
的な理論を構築している．
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圏M⊃ P を第 1節と同様に定義する．すなわち，Mは有限生成ねじれR加群全体の
なす圏であり，P は R上の射影次元が 1以下のものたちのなす部分圏である．
次の公理的な不変量を導入する (単に Fitting不変量と呼ぶことにする)．これは，第 1

節の終わりに記述したような，非可換拡大や二変数拡大を同時に扱えるようにするためで
ある．さらに後の定理 2.3の証明においても，この公理的な扱いが巧みに機能する．

定義 2.1. Ωを可換モノイドとし，その可逆元全体のなす可換群を Ω×とおく．各加
群M ∈ Mに元 F(M) ∈ Ωを対応させる F :M→ Ωが次を満たすとき，F を Fitting

不変量と呼ぶ．

• 各 P ∈ P に対して F(P ) ∈ Ω×．

• 0 → M ′ → M → P → 0がMにおける完全列であって P ∈ P ならば，F(M) =

F(P )F(M ′)．

例 2.2. (1) ∆が可換であるとする．ΩをRの分数イデアル全体のなす可換モノイド
とし，F(M) = FittR(M)と定める．このとき第 1節で説明したように，F :M→ Ωは
Fitting不変量となる．

(2) ∆が非可換であるときは Nickel [13]によって非可換 Fitting不変量が定義されてい
る ([10], [15]も参照)．その定義を用いて (いくつかの僅かに異なる定式化が提唱されてい
るが適切に)F を定めることで，我々の意味での Fitting不変量となることが確かめられ
る [11, Section 2.3]．

注意. F :M→ Ωを Fitting不変量とする．公理により，F の P への制限 F|P は完
全列に対して加法的なΩ×への対応になっている．ゆえにF|Pは完全圏PのGrothendieck

群K0(P)を経由する．この観察は第 3節において同変岩澤理論に応用する際に重要となる．

次の定理は定理 1.3の一般化である．

定理 2.3 ([11, Theorem 2.6]). F を Fitting不変量とする．加群M ∈Mと非負整数
nに対し，M内での完全列

0→ N → P1 → P2 → · · · → Pn →M → 0

であって Pi ∈ P(i = 1, . . . , n)なるものを取り，

F [n](M) =

(
n∏
i=1

F(Pi)(−1)i

)
F(N)

とおくと，F [n](M)は well-definedである．さらに F [n] :M→ Ωは再び Fitting不変量
となる．
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証明. n = 0の場合には自明である．
n = 1とする．M内での二つの完全列 0 → N → P → M → 0と 0 → N ′ → P ′ →

M → 0であって P, P ′ ∈ P なるものを取る．次のような行と列がそれぞれ完全列である
ような可換図式を構成できる．

0 // N // P // M // 0

0 // N // L

OOOO

// P ′ //

OOOO

0

N ′?
�

OO

N ′?
�

OO

ここで Lは P と P ′ のM 上の引き戻しである (例えば [12, §VIII.4, Proposition 2]参照)．
すると Fitting不変量の公理から

F(P )−1F(N) = F(P )−1F(P ′)−1F(L) = F(P ′)−1F(N ′)

と計算できるので，F [1](M)は well-definedである．また F [1]が Fitting不変量の公理を
満たすことも確かめられる (証明は略す)．
n ≥ 2とする．nに関する帰納法により F [n−1]は Fitting不変量と仮定してよい．する

と n = 1の場合から
(
F [n−1]

)[1]
は well-definedであり，かつ Fitting不変量となる．この(

F [n−1]
)[1]
が F [n] に他ならない．

例 2.4. 第 3節で見るように，岩澤理論への応用では F [2](Zp)が重要である (系 3.1，
系 3.4)．ここでは，有限アーベル群∆に対し，R = Zp[[T1, T2]][∆]，F = FittRとした場
合の F [2](Zp)の計算例を紹介する．この計算は，定理 1.2の前で行ったように，Zpの分
解を具体的に構成することでなされる [11, Subsection 4.3]．

(1) ∆が位数mの巡回群だとして，δをその生成元とする．このとき

F [2](Zp) = (T1, T2, δ − 1,m)

となる．F(Zp) = (T1, T2, δ − 1)なので，F [2](Zp)は F(Zp)より真に大きいイデアルで
ある．

(2) ∆が位数m1,m2 の巡回群の直積だとして，δ1, δ2 をそれぞれの生成元とする．こ
のとき

F [2](Zp) = (T1, T2, δ1 − 1, δ2 − 1)(T1, T2, δ1 − 1, δ2 − 1,m1,m2)
2 + (m1,m2)N∆

となる．

次に nが負整数の場合にも同様の新たな不変量を定義する．
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そのための準備として，Mの部分圏 Cを，Zp[[Γ]]上の射影次元が 1以下であるもの全
体のなすものとして定義する．Rは Zp[[Γ]]上の自由加群であるから，P は Cに含まれて
いる．Cの上には次のような双対性がある．各加群M ∈ Cに対し，M∗ = Ext1R(M,R)と
おくと，これは自然に R加群の構造をもつ2．このとき (−)∗ は C 上で反変な圏同値を与
えており，自然な同型M∗∗ ≃M がある [11, Proposition 3.11]．

例 2.5. (1) d = 0，すなわちR = Zp[∆]とする．このときM = C，すなわち Cは位
数有限な R加群全体からなる．M∗ はM の Pontryagin双対に他ならない．

(2) d = 1とする．このとき C は，加群M ∈Mであって非自明な有限部分加群を持た
ないもの全体からなる．M∗ はM の岩澤随伴に他ならない．

この C における双対性を用いて次の命題が示される．

命題 2.6 ([11, Proposition 3.17]). F を Fitting不変量とする．C における短完全列
0→ P →M →M ′ → 0であって P ∈ P なるものがあるとき，F(M) = F(P )F(M ′)が
成立する．

証明. M を零化する Zp[[Γ]]の非零元 f を取る．双対性を用いることで，P 内での短
完全列 0 → P → P ′ → P ′′ → 0であって，P ′ が R/fRのいくつかの直和であるような
ものを構成できる．次のような行と列がそれぞれ完全列であるような C 内の可換図式を
構成する．

0 // P //� _

��

M //� _

��

M ′ // 0

0 // P ′ //

����

N //

����

M ′ // 0

P ′′ P ′′

ここでN はM と P ′の P 上の押し出しである ([12, §VIII.4, Proposition 2]の双対)．この
図式に現れる加群は全てR/fR加群であり，P ′はR/fR上の自由加群である．ゆえに双
対性を用いることで真ん中の横の行は分裂することがわかり，特に Fitting不変量の公理
から加法性が成り立つ．縦の二列についても Fitting不変量の公理から加法性が成り立つ
ので，上の横の行についても加法性が成り立つ．

注意. 命題 2.6は，[6]による定理 1.2の証明に重要な役割を果たす，[6, Proposition

2.3]の一般化である．ただしこれまで見てきた通り，[11]による定理 1.2の証明には命題
2.6は不要である．

負整数 nに対する定理 2.3の類似は次のものである．
2より詳しくは，M が左 (右)加群ならばM∗ は右 (左)加群であるが，右と左の区別は本質的ではないから
本稿では無視することにする．
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定理 2.7 ([11, Theorem 3.19]). F を Fitting不変量とする．加群M ∈ Cと負整数 n

に対し，C 内での完全列

0→M → P−n → · · · → P2 → P1 → N → 0

であって Pi ∈ P(i = 1, . . . ,−n)なるものを取り，

F ⟨n⟩(M) =

(−n∏
i=1

F(Pi)(−1)i

)
F(N)

とおくと，F ⟨n⟩(M)は well-definedである．

証明. 命題 2.6を利用して定理 2.3の証明の双対を辿ることで示される．より詳しく
は，命題 2.6により F|C は [11, Definition 3.16]の意味での quasi-Fitting不変量となって
おり，F ⟨n⟩ : C → Ωが再び quasi-Fitting不変量であるという主張も込めて帰納法が進
む．

例 2.8. Fitting不変量 F を，例 2.2のように可換の場合の Fittingイデアルあるい
は非可換の場合の Nickelの意味での非可換 Fitting不変量とする．このとき各M ∈ C に
対して

F ⟨−2⟩(M) = F(M∗)

が成立する [11, Proposition 4.7 and Proposition 4.12]．すなわち，C 内の完全列 0 →
M → P2 → P1 → N → 0であって Pi ∈ P(i = 1, 2)なるものがあるとき，

F(P1)
−1F(P2)F(N) = F(M∗)

が成立する．この事実は d = 0, 1の場合は (例 2.5の解釈の下で)既知のものである (可換
の場合は [1, Lemma 5]や [9, Proposition 7.3]，非可換の場合は [13, Proposition 5.3.2 and

Proposition 6.3.2]を参照)．そのため，d = 0, 1かつ例 2.2の F の場合に限れば F ⟨−2⟩の
well-defined性は先行研究により既知であり，本論文での F ⟨n⟩ はその一般化である，と
捉えることもできる．

注意. 定理 2.7では F ⟨n⟩(M)をM ∈ Cと負整数 nに対して定義したが，より一般に
M ∈Mと整数 nに対しても自然な拡張を定義することができる [11, Theorem 3.20]．そ
してM ∈ C と非負整数 nに対しては F ⟨n⟩(M) = F [n](M)が成立する．しかしながら一
般のM ∈Mと非負整数 nに対しては，F ⟨n⟩(M)と F [n](M)は必ずしも一致しない [11,

Remark 3.25]．そのため論文 [11]では F ⟨n⟩ と F [n] と記号を使い分けており，本稿でも
それを踏襲する．
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§ 3. 岩澤理論への応用

§ 3.1. 非可換類似

本小節では定理 1.2の非可換類似を導く．第 1節で L/K がアーベル拡大であるという
仮定のみを外した状況を考える．正確には以下の通りである．pを奇素数，L/K を総実
代数体の (アーベルとは限らない)有限次Galois拡大とする．円分 Zp拡大K∞と LはK

上で線形無関連であると仮定し，G ≃ Γ×∆を同様に定め，R = Zp[[G]]とおく．ΣをK

の素点の有限集合であって，pの上の素点と L/K で分岐する素点を全て含むものとする．
Σ分岐岩澤加群XΣ = XΣ(L∞)について µ = 0を仮定する．
定理 1.1の非可換類似は次のようになっている．完全列 (1.1)と同様にM内 (詳しくは

C 内)の完全列
0→ XΣ → P1 → P2 → Zp → 0

であって Pi ∈ P(i = 1, 2)なるものが存在する．Grothendieck群の元 ΦΣを ΦΣ = [P1]−
[P2] ∈ K0(P)と定める．このとき Ritter-Weiss [19]によって (µ = 0の仮定の下で)示さ
れた主予想により，ΦΣ は同変 p進 L関数とみなせる．
既に注意したように，一般に Fitting不変量 F の制限 F|P はK0(P)を経由するので，

それによる ΦΣの像を単に F(ΦΣ)と書くことにする．このとき定理 2.3により，定理 1.2

の非可換類似である以下が成り立つ．

系 3.1. F を Fitting不変量とすると，

F(XΣ) = F(ΦΣ)F [2](Zp)

が成り立つ．

§ 3.2. Σp 分岐岩澤加群

第 1節と同じ状況を考える (L/Kはアーベル拡大である)．第 3.1節と同様にΦΣ ∈ K0(P)
が定義される．Σpを pの上にあるK の素点全体の集合とし，本小節では Σp分岐岩澤加
群XΣp

= XΣp
(L∞)を考察する．

v ∈ Σ \Σpに対し，Uv = lim←−F Uv(F )と定める．ここで F は L∞/K の中間にある代数
体を動き，Uv(F )は F の v 上の局所単数群の p部分とする．すると類体論により，C 内
の短完全列

(3.1) 0→
⊕

v∈Σ\Σp

Uv → XΣ → XΣp → 0

がある．ここで
⊕

v∈Σ\Σp
Uv での完全性は，弱 Leopoldt予想が成立することによる．

可換群∆を，p群∆pと位数が pと素な群∆p′ の直積∆ = ∆p ×∆p′ に分解する．∆p′

のQp値の指標 ψに対し，Oψ を Zpに ψの像を添加した環とし，一般に Zp[∆p′ ]加群M

の ψ部分を
Mψ =M ⊗Zp[∆p′ ]

Oψ
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と定める．この関手 (−)ψ は完全関手であり，M は ψ部分たちの直和に分解される．こ
の分解に応じて，自然な意味で圏 P の ψ 部分 Pψ，及び ΦΣ の ψ 部分 (ΦΣ)ψ ∈ K0(Pψ)
も定義できる．
さて一般には列 (3.1)の三つの加群はどれも P に入っておらず，そのとき第 2節で得た

結果はいずれも適用できない．そこで∆p′ の非自明な指標 ψを取り，ψ部分のみを見るこ
とにする．ψが非自明であることから (Zp)ψ = 0となり，完全列 (1.1)より (XΣ)ψ ∈ Pψ，
及び Fitting不変量 F に対して F((XΣ)ψ) = F((ΦΣ)ψ)を得る．そこで完全列 (3.1)の ψ

部分を見ることにより，定理 2.7から次を得る．

系 3.2. ψを∆p′ の非自明な指標とする．F を Fitting不変量とすると，

F
(
(XΣp

)ψ
)
= F ((ΦΣ)ψ)F ⟨−1⟩

 ⊕
v∈Σ\Σp

(Uv)ψ


が成り立つ．

注意. Uv のR加群としての構造は (記号が煩雑になるので本稿では省略するが)記述
できて，特に F が Fittingイデアルである場合には，F ⟨−1⟩(

⊕
v∈Σ\Σp

(Uv)ψ)は計算でき
る．その結果得られる公式自体は既知のようである (Greither [5, Theorem 3])が，本論
文の方法は従来の方法よりも体系的であり機械的に計算できるという利点がある．

§ 3.3. 二変数類似

本小節では定理 1.2の二変数類似を導く．
pを奇素数，K を虚二次体とし，L/K を有限次アーベル拡大とする．K∞ を K の唯

一の Z2
p 拡大とし，L∞ = K∞Lとおく．LとK∞ はK 上で線形無関連であると仮定し，

∆ = Gal(L/K),Γ = Gal(K∞/K), G = Gal(L∞/K)とおくと，制限写像による自然な同
型 G ≃ Γ×∆がある．岩澤代数を R = Zp[[G]] ≃ Zp[[Γ]][∆]とおく．ΣをK の素点の有
限集合であって，pの上の素点と L/K で分岐する素点を全て含むものとする．
このとき Σ分岐岩澤加群 XΣ = XΣ(L∞)を考察するのが自然であるが，これは R加

群として (有限生成だが)ねじれ加群ではないことが知られており，このままでは第 2節
の結果を用いることができない．そこで pがK で二つの素点 p, pに分解すると仮定して
Σ0 = Σ \ {p}とおき，Σ0 分岐岩澤加群XΣ0

= XΣ0
(L∞)を考察することにする．

L∞/K の中間にある代数体 F に対して Up(F )を F の p上の局所単数群の p部分とし，
Up = lim←−F Up(F )と定める．すると類体論により，有限生成 R加群の短完全列

(3.2) 0→ Up → XΣ → XΣ0 → 0

がある．ここで Upでの完全性は，p進 Leopoldt予想が成立することによる．UpとXΣの
Zp[[Γ]]階数が等しいこと及び完全列 (3.2)により，XΣ0

は有限生成ねじれ R加群である．
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命題 3.3. XΣ0
∈ C である．さらにM内の完全列

(3.3) 0→ XΣ0
→ P1 → P2 → Zp → 0

であって Pi ∈ P(i = 1, 2)なるものが存在する．(なお Zp の Zp[[Γ]]上の射影次元は 2な
ので Zp は C に入らないことに注意する．)

証明. 既に記したように XΣ0
∈ M は知られている．XΣ0

∈ C であることは，[17,

Theorem 23]の結果を用いて示される．
列 (1.1)と同様の方法により，有限生成 R加群の完全列

0→ XΣ → P ′
1 → P2 → Zp → 0

であって，P ′
1 は射影次元が 1以下 (だがねじれ加群ではない)かつ P2 ∈ P であるような

ものが構成できる．列 (3.2)を用いて合成写像 Up ↪→ XΣ ↪→ P ′
1 の余核を P1 と定めるこ

とで，完全列 (3.3)が得られる．
あとは P1 ∈ P を示せばよい．Upの R上の射影次元は有限であることが，pの L∞/K

における分解群に位数が pの元が存在しないことから示される．ゆえに P1の射影次元も
有限である．一方で完全列 (3.3)及びXΣ0

∈ C により P1 ∈ C がわかる．一般に射影次元
が有限な C 内の加群は P に入るので，以上により P1 ∈ P が得られる．

命題 3.3の P1, P2 を用いて，ΦΣ0
= [P1]− [P2] ∈ K0(P)とおく．主予想の哲学による

と ΦΣ0
は p進 L関数とみなせると期待される．このとき定理 2.3により以下が成り立つ．

系 3.4. F を Fitting不変量とすると，

F(XΣ0
) = F(ΦΣ0

)F [2](Zp)

が成り立つ．
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