
「塑性という名の動的機構j

高密度粉体のレオロジー

東京大学地震研究所 波多野恭弘 1

ここでは離散要素法シミュレーションによって得られた、単相高密度粉体のレオロジーと摩擦

係数の振る舞いに関する新しい現象論を提示する。

1 はじめに

高密度粉体のレオロジーは地球科学[1]や粉体工学など応用上の重要性がきわめて高いのみな

らず、その変形機構は分子ガラスの塑性変形機構とも多くを共有しているため [2ト非平衡物理の

理論的観点からも興味深い問題である。希薄なガス的状況では気体分子運動論によりそのレオロ

ジーについてある程度のことは分かつてきているが、粒子どうしが常に接触してじわじわ流れる

ような高密度領域についてはこれまでのところ基礎的なところはほとんど分かつてないと言って

よい。もっとも、様々な工学的状況では素過程である粒子間相互作用ですら腫魅魁舶の世界なの

だから2、巨視的現象論の不備も仕方のないことかもしれない。しかしだからこそ、簡単でよいか

らある定まった相互作用のもとで成り立つ現象論を徹底的に整備しておき、(来るべき)統計力学

的理論が依拠すべきデータとして、またより複雑な粒子間相互作用がある場合のリファレンスス

テートとして蓄積しておくことは大切であろう。

本稿では上記目的に基づき、離散要素法シミュレーションで設定される相互作用に従う球状粒

子系のレオロジーについて、とくにこれまで知られていなかった高密度かつ低せん断率での振舞

いを中心に紹介する。まず、比較的よく知られている低密度領域でのレオロジー(パグノルド則)

について簡単にレビューしたあと、それが高密度側でどのようなレオロジーに遷移していくのか

という視点から系統的に紹介する。

2 バグノルドのスケーリング

本題である高密度レオロジーに入る前に、まず低密度レオロジーについて以下で簡単に現在の

知見を概観する。まずBagnoldが1954年に斜面流の実験で見出した [3トせん断応力σと垂直応

力Pがシアーレートの二乗に比例するという法則から始める。
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1 E-mail: hatano@eri.u-tokyo.aιjp 
2粒子の形状効果はもちろんのこと、静電気や表面の水分による凝着力や、真接触部位の塑性変形によってもたらさ

れる回復現象など、粉体相互作用の複雑化は枚挙に暇がない。

p
h
u
 

可
d
円
台
U



特集

P B(D); 12 (2) 

ここで、 m，dはそれぞれ粒子の平均質量と平均直径であり、。は斜面の角度、すは局所的なシアー

レートである。ただし、 A(D)とB(D)の関数形についてこの段階では確かなことは何も言えず、こ

れらはまた別の論理で定まるべきものである。したがってバグノルド則それ自体は完全な構成方

程式というよりはむしろ、スケーリング則と位置づけられるべきものである。

2.1 直観的導出

粒子直径d、質量mの粒子からなる系(数密度p)が定常せん断流(局所せん断率引にあると

しよう。よく知られているように平均自由行程lは散乱断面積αを用いて l= (αp)一l_dと表され

る3。いま速度勾配方向に l十dだけの幅の層を考える。(つまり層流という描像を粒子スケールま

で拡張している)。各層の平均流速には (l+ d)'yだけの速度差があるので、隣り合う層にいる粒子
が衝突するときは大雑把に言って一回あたりの衝突で m(Z+ d)'yの運動量を交換すると考えてよ

いだろう。衝突頻度は粒子のランダム運動から決まるが、原子分子からなる流体とは異なり、粉

体では平均流と熱運動の間でスケールの分離があるわけではない4 (熱速度が平均流速より大き

くても非弾性衝突によりあっという問に減表してしまう)。したがってランダム運動による衝突の

相対速度も平均流速の差 (l+ d)ヴと同じオーダーであると考えて、粒子間の衝突頻度はおおよそ

'y(l + d) /l程度と見積もられるによって速度勾配方向の運動量の流れ(すなわち応力)は、(衝突
頻度)x (衝突あたりの運動量交換)を衝突断面積αで割ってm(l+ d)2Z-1a-112、すなわち

-2 ~ー 1
σ2wzαρ ん 2

1-αρd I 
(3) 

となる。これはパグノルドスケーリングである。全く同様の考察により、圧力についても同様の

スケーリングが成り立つことが分かる。

以上の議論における本質的な仮定は、「粒子間の相互作用が衝突的である(二体相互作用時間が平

均自由時間に比べて充分短い)6Jこと、および、「粒子の衝突頻度がすに比例するjの二点である。

具体的にバネ定数k換算質量mの弾性球ならば二体相互作用時間はゾ日/kと書けるので、上記二

つの仮定を合わせると、平均自由時間はl/(l+ d)守一1二 (1-αρd)守一Iだから、 (1-αρd)>>守ゾ石/k
がパグノルドの成立条件として与えられることになる。平均自由行程が充分大きいとき (l>>dす

なわち αpd<< 1)、この条件はす<<vf7おとなる。すなわち粒子間相互作用の周波数がシアー

レートに比べて充分大きければパグノルドスケーリングが成り立つ。非常に荒っぽい議論ではあ

るが以上がパグノルドスケーリングのキモである。 7

3低密度では (αp)-l>> dなので第二項は無視される。
4したがって粉体では平均流の揺らぎと粒子レベルでのランダム運動に密接な関係があることが予想される。しかし
その関係については筆者にはまだよく分かっていない。

5原子分子では♂7みであり、もちろん今とは独立である。
6二体が相互作用しながら層間を移動したりしない。

7運動論的係数を用いたより詳細な議論としては文献 [4Jがある。ことでは、「熱流J(ランダム運動のエネルギー流)
のdivergenceが無視できるのならば、温度はせん断率だけで決まり、パグノルドスケーリングが得られる…という構
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2.2 高密度領域におけるバグノルドスケーリングの破綻

式(3)における分母1ー αρdは重要である。これは低密度から徐々に密度を上げていった際、あ

る密度(αd)-lに近づくにつれて8せん断応力がベキ的に発散することを意味している。実際、文献

[5]での二次元剛体円盤シミュレーションではそのような発散が見えており、せん断応力だけでは

なく圧力や温度などの様々な物理量が発散するようである [5]0それら発散が本当にベキなのかは

まだ確定していないが、ベキであるとしたら各種の発散の指数間の関係がどうなるのかは臨界現

象との関わりからも興味深い問題である。この問題は Jenkinsによって論じられているが [6ト理

論的にはほとんど手のついていない問題である。 9

さらに、因子1ーαpdはパグノルドの成立条件(1-αρd)>>1../お/kにも現れていることに注意
するべきである。たとえ充分硬い粒子であってもそれが有限の硬さである限り、 1-αpd→0とな

るような高密度ではこの条件は満たされなくなり、パグノルドスケーリングは破れるだろう100

では、パグノルドスケーリングが破れるような状況でのレオロジーはどうなるのか?というの

が次の自然な疑問である。そのような領域での粉体レオロジーの研究はまだ端緒についたばかり

で、まだほとんど何も分かっていない状態である11 とくに高密度領域においてバグノルドが破

れる状況を明示し、いかなる法則がそのような状況で成り立つのか、という問いを動機としたシ

ミュレーションの結果を次のセクションで紹介する。

造になっている。ただし熱流の divが無視できる具体的な状況は必ずしも明らかでない。たとえば壁から充分離れたと
ころでは熱流が存在しないことが期待されるが、その場合は暗に大きい系を考えていることになる。しかし単純せん断
的状況では一様状態の不安定化が起こる(ゆえに熱流の divが結局無視できなくなる)ことがよく知られており、しか
もその不安定性はサイズが大きいほど顕著である [12]0従って壁の影響を排するために系を大きくすれば熱流が無視で
きるというものでもない。また、シミュレーションでは Lees-Ed wards型境界条件などを使用して壁の影響を排除する
ことができるが、その場合も系の初期条件によっては一様状態が実現できないことが知られており、パグノルドが実現
されるパラメータ領域の広さについては議論の余地がある。

8この表式はラフな見積もりであって、とくに高密度においては定量的には正しくない。ランダムな粒子配置の系に
おいて平均自由行程がゼロになる密度を理論的に正しく求めることはまだ誰も成功していないが、シミュレーションで

は体積分率にして三次元で 64%、二次元では 85%程度の値であることが知られている。

9そもそも数値実験でも発散点近傍では inelasticcollapseを起こしてシアーが不安定になるので、高密度剛体球系で
の一様シア一実現は極めて困難である。結局文献 [5]でなされているように SLLOD方程式を導入するなど何らかの人

工的工夫をしなければならない。また、平均自由時間がゼロになるような極限では剛体球極限という近似(接触時間が

平均自由時間より充分小さい)に意味がなくなってしまうことにも注意されたい。実験系では高密度にしていけばすぐ

に接触時間と平均自由時間とが同程度になり、発散の傾向を見せる前にパグノルドスケーリングが破れてしまうだろう。

刊ちろん低密度でも粒子が充分柔ければ (1-apd)/ゅ Jm/kは満たされないのでパグノルドスケーリングは破
れる [7]0
11いくつかの断片的な先行研究は存在している。 2次元系では daCruz et al.が比較的硬めの円盤を用い、一定圧力
条件でのレオロジーについて系統的なシミュレーションを行い、ある式を提唱している [8]。ただし一定圧力条件ゆえ
体積分率もせん断率に依存して変わり、せん断率とせん断応力の関係で見ると希薄な場合でもバグノルドスケーリング

の形にはならず、バグノルド則がどのように破れていくかという視点では見ることが出来ない。もちろん 2次元という

特殊性も考慮しなくてはいけない。他方、 3次元ではごく最近 Jopet al.[9]が経験的な摩擦法則を提唱したが、これは
ほとんどパグノルド領域のものである。
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3 大域的レオロジー

3.1 モデル

本節で扱うモデルは離散要素法 [10]の一種であるが、簡単のため接線方向の力(摩擦や弾性力)

は働かないモデルとしている。つまり中心力のみのモデルである12

粒子iとjの聞に働く力は具体的に次のように書ける。

[j(匂)十(nij. rij] nij (4) 

ここでnij= rij/lrijlは単位法線ベクトルであり、 Eij= 1ー Irijl/(凡十時)は接触によるひずみ

である。 f(ε)は接触ひずみによって生じる弾性力を表す。ここでは主に線形力モデルf(E)=たに

よる結果を用いるが、 Hertz力f(ε)= kE3/2などを用いてもここで紹介する結果に関しては変わら

ない。

系はz方向に同種粒子を固めて作った壁ではさまれており、この二つの壁がy方向に動くこと

でシアーを実現する o X， Y方向には周期境界条件を課している。つまり一定体積のもとでの単純

せん断を考えている。系はおよそ 1万個の粒子からなり、粒子直径は dから 0.7dまで一様分布し

ている。層厚はおよそ 25d，xとy方向のサイズは 15d程度である。

粉体系はシアーバンディング(せん断の局在化)などを起こして均一なシアーがかからないこ

とがよくある。とくに低密度での定積シアーでは密度均一な状態が不安定化することがよく知ら

れている [11，12]0これは壁付近が疎になってしまい、シアーがほとんどかからなくなってしまう

現象である。(逆にバルクではクラスタリングを起こして密度が上がる)。今の系においてもある

程度密度が低くなるとそのような現象が発生するが、ここではそのような領域は考えない。以下

で論じるのはすべて、均一なシアーがかかっている場合の話である。

3.2 レオロジー

コントロールパラメータはシアーレート守と体積分率 νである。粒子の硬さ k は -/k1汚~ 30に

固定してある。体積分率の範囲は 0.55<ν< 0.66で、その値に応じてさまざまなレオロジー曲線

が得られることになるが、その様子を示したものが図 1である。このデータからパグノルドスケー

リングが破れ始めるシアーレートを見積もると、 ν=0.585から 0.621まではおおよそすと 0.02程

度であり、前節で論じたパグノルドの成立条件ヴゾ京/k/(l-αpd)<< 1とは調和的13であることが

分かる。(破れ始めるところで (̂Vm/k/(lー αpd)~ 0.05。体積分率60%前後の密度では、せん断
率と二体相互作用の周波数とで二桁程度の分離が必要である)。低密度領域でも高せん断率でパグ

ノルドスケーリングが破れる理由は、せん断率の増加とともに粒子のランダム速度が大きくなり

(自由飛行時間が小さくなり)、接触時間J石/kの占める割合が増えることによる。
12接線力を取り入れたシミュレーションでは、とくに高密度においてシアーバンディングを起こしやすく、一様シ
アーが実現困難である。しかも高密度でのシアーバンディングは一定体積条件の場合のみ発生し、一定圧力の条件下で

は高密度でも一様シアーが実現される。境界条件によるシアーバンディングの違いは極めて興味深い事実を示唆してい

るが、本稿の守備範囲外である。
13(1 _αρd)は (1-1I /0.64)として計算している。
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図 1:一定体積条件せん断流における応力の振る舞い。横軸はせん断率。左のグラフはせん断応

力、右のグラフは法線方向の圧力で、どちらも下から上に行くほど高密度のデータである。直線

はす2に比例するパグノルドスケーリングを表す。マ (63.3%)と十 (63.9%)を境にして、せん断率

ゼロ極限で非ゼロの応力成分が残ることが見て取れる。パグノルドスケーリングが成り立つ低密

度側でも、せん断率が大きくなるとパグノルドから外れることに注意。たとえばム (62.1%)では

す~ 0.02程度で傾きが 2よりも小さくなる。

もう一つ面白い事実は、高せん断率においては異なる密度でのデータが同じ傾きの直線に漸近

していくように見えることである。図 1に示された領域だけではやや分かりにくいが、更なる高

せん断領域を計算してみるとその傾向はほぼ間違いないようである。具体的な指数などの詳細は

文献 [13]に論じられている。

3.3 多体衝突について

接触時間の占める割合についてもう少し明示的に見てみる。接触の度合いを表すオーダーパラ

メータ Cを(自由飛行時間)/(全時間)で定義する。あるいはスナップρショット的な量として、(どの

粒子とも接していない粒子数)/(全粒子数)として定義しでもよい。(図3はこちらで計ったもの)。

c=lなら剛体球的、 c=oならば完全に接触的な状況である。驚くのは、図 1でパグノルドが成

り立っているように見える領域(ν 壬0.621かつ守三 0.02)は、図2ではc>0.1程度の領域に対応

しており、むしろかなり接触的な状況も含んでいるということである(接触時間が自由飛行時間

の数倍にもおよぶ)。ただしここで言う[接触時間Jとは二体相互作用時間J汚/kとは別物であ
り、多体効果を含むものであることに注意されたい。たとえばある相互作用ペアに注目したとき、

それらはJm/kの時間で離れていこうとするが、周囲に詰まった別の粒子から押し返されて離れ

られないということが高密度領域では起こり得る。その効果により、接触時間は二体相互作用時

間ゾ涜/kよりはるかに長くなるのである。

実際、配位数の分布(図2右)を取ってみると、守=0.004，ν= 0.585 (実線)では配位数ゼロ

にピークがあるものの、配位数4程度までテールを引いており、かなり接触状態にあることが分

かる。同じせん断率でもう少し高密度だが、まだパグノルドスケーリングの成り立つ領域である

ν= 0.611 (破線)では配位数3から 4にピークがシフトし、局所的に cageのような構造が出来始

めていることが分かる。さらに高密度ν=0.621に行ってバグノルドが破れている状態での配位
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図2:左:せん断率7と無次元平均自由時間 Cの関係。各シンボルは密度に対応しており(図1に
おけるものと同一)、上から下に行くほど高密度のデータである。図 lでパグノルドスケーリング

が成立している領域はこの図ではおよそc>0.1に対応している。右:平均配位数の分布。 3つの

データともせん断率は守=0.004。実線は ν=0.585 (左の図においては口)、破線は ν=0.611 

(ダイヤモンド型)、点線はν=0.621 (ム)に対応している。

数分布(点線)はその傾向がより顕著で、接触粒子の方にピークがよりシフトして粒子は大部分

の時間接触状態にあることが分かる o

謎として残るのは、図3右の破線のように接触状態がかなり長い場合でもパグノルドスケーリ

ングが成り立つように見えることである。一つの可能性としては、「接触時間の異方性jが考えら

れる。つまり速度勾配方向の接触の持続時間は充分短いが、速度勾配ベクトルに垂直な平面内で

の接触がきわめて長くなっている可能性である。レオロジーに効くのは速度勾配方向の粒子接触

であり、その時間が短ければパグノルドスケーリングの導出で置いた仮定は妥当である。この辺

りに関するより詳細な解析は現在研究が進行中である。

3.4 ジャミング転移とレオロジー

他方、高密度のせん断率ゼロ極限で応力が残る現象も重要である。その現象が観測され始める

密度にはある関値があり、数値的にはおよそ 64%前後である。これは(静的な)粒子多体系で知

られているジャミング転移[14]における転移点とほぼ同じである o ジャミング転移とは静止して

いる系が(ゼロでない)せん断剛性率を持ち始める点であり、いわば粉体系が流体的に振舞うか

国体的に振舞うかを決める関密度である。ここで観察されたようなレオロジーにおける閲密度も、

静止状態における転移現象と密接に関連している。もちろん動的状態からせん断率ゼロリミット

で定義される閲密度と、静止状態での閲密度とが厳密に同ーのものである保証はない。レオロジー

における(動的)ジャミング転移と静的ジャミング転移のつながりに関しても、粒子的観点から

の精密な研究が必要であろう。
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図3:左:図1のデータを inertialnumber 1 = '1/ JPとσ/'12の関係としてプロットし直したも
の。直線は 1-1.8。右:同じく図1のデータを Iと摩擦係数σ/Pの関係としてプロットし直したも
の。直線は 10.20

3.5 変数変換とレオロジーマスターカーブ

大局的なレオロジーに戻る。図1のレオロジー曲線は、低密度低せん断率におけるパグノルド

や高密度低せん断率における降伏応力の出現、さらには高せん断率での妙な振舞いなど、いろい

ろゴチャゴチャ出てきていて非常に分かりにくいものである。しかし実は、これらレオロジーを

統一的に記述するマスターカーブが存在する。そのためにレオロジーを記述する変数の変換を行

うことにする。すなわち、速度勾配方向 Zの圧力Pzを用いて、 1= '1/、/方、 II=凡/kを導入す

る14 レオロジーを('1，ν)でなく (1，II)で見てみると、きれいな関係式が浮かび上がる。図2の右

のグラフはσ/'12を1=す/、IPでプロットし直したものであるが、図 lではバラバラだ、ったデー
タが一本のマスターカーブ(1-1.8に比例)に乗ることが分かる。もとのデータがかなり幅広い密度

領域にわたっており、シアーの物理的ピクチャーが(気体的な流れからクリープ的塑性変形まで)

密度によって全く異なるにも関わらず、それらが全て一本のマスターカーブに乗るということは

驚きである。このマスターカーブがどのような物理過程に対応しているのかという点についても、

現時点では確固としたことは分かっていない 15 今後の更なる研究が必要である。

4 摩擦法則について

ここまで一定体積条件下でのせん断応力や圧力などの振る舞いについて見てきたが、それらの

比で定義される摩擦係数の振る舞いも非常に重要である。(とくに実験は定圧条件で行われること

が多く、その場合せん断応力の振る舞いは摩擦係数のそれと同じである)。

摩擦係数の振る舞いは、レオロジーマスターカーブσ/ヂ=sl-1.8より直ちにσ/P= sJU.2と

得られる。これは摩擦係数がすべり速度の 0.2乗で増加し続ける摩擦法則を意味する。指数が 0.2

141は(筆者の知る限りでは)Anceyによって最初に導入され、 Inertialnumberと呼ばれている [15]0
15一つの現象論的解釈としては文献 [13]がある。
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乗と小さいため、摩擦係数の変化はすべり速度が桁で変わらないと観測されないが16、ここでも

バグノルド的な気体領域からぎちぎちに詰まった固体的領域まで、粉体摩擦係数の振る舞いが統

一的に記述されることに注意されたい17。この摩擦法則の意味するところについてはまだよく分

かっていない。摩擦の実験は数多くあるが、とくにゆっくりした摩擦では真接触面における化学

的効果が強く効き18、別の摩擦法則が成立することが知られている [1]0しかしすべり速度が高速

になるとこの法則は破れ、別のベキ的な増大にとって代わることがいくつかの実験で知られてい

る[17，18， 19]。ただしこれらの実験でも指数はさまざまなものが得られており、高速すべりに対

する普遍的な法則は未だ知られていない。よりコントロールされた精密な実験が待たれるところ

である。 19
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