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場の理論と量子カオスの接点
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場の理論の立場からカオス現象を議論した研究はこれまでいくつかあるものの､大きな

流れにはなっていない｡しかし､非線形問題の中の ｢非可積分系｣を ｢完全可積分系｣に

対比させて見た時､それらを区別しているものは何か､と言う疑問は場の理論といえども

興味あるテーマである｡

古典力学における ｢完全可積分系｣はArnoldのトーラス上の運動として明確に記述さ

れる｡そしてその軌道が安定に存在し続けるか､それともカオスに崩壊するかはKAMの

定理によって判定できる｡KAMの定理は ｢完全可積分系｣と ｢非可積分系｣の境界を規

定している｡量子系についても､同時対角化可能な演算子が自由度の数だけ在れば､系の

状態を完全に決定することが出来る｡しかし量子論的なKAMの定理はあるのだろうか?

それをGallavotti等の仕事を参照しながら考察して見たい｡

1 可積分系と非可積分系の接点 :KAM の定理

完全可積分なd自由度の力学系の運動は､作用変数 J-(Jl,J2,･･･,Jd)､角変数 0-

(01,02,-･,Od)を適当に選べば J-LJ-COnSt.,0-Lot+const.となり､与えられた初
期値ごとに半径 1巧言,k-1,2,･･･,dのトーラスTd上に一つの軌道を描く｡

もしこの系に摂動が加わりHamiltonianが

H(0,J)-去J･J･EV(0,J)-土J･J･E∑vq(J)eiq･0
2 q

となったとしよう｡和はq∈Zdである｡母関数

F(J',0):- J′･0+iE∑Cq(J′)etq･O
q

による正準変換を考えると､新しい変数 (0′,J′)で書いたハミル トニアンは

H'(J′,0′)- HS(J′)+e∑ 〈(Vq(J′ト (J′･q)Cq(J')〉etql0+o(E2)
q

となり､母関数の係数を
VTq VTq

cq=jTT6 ㌃石
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と選べば摂動による亡の項が消去される｡このような正準変換を続けることが出来れば

トーラスは多少変形されながら存在し続ける｡しかし

Iw･ql<eVTq

となるqにおいて軌道間に非線形共鳴が生じるため一般にトーラスは崩壊する｡これが

Poincar6の主張である｡

しかし､共鳴が生じるLJの測度はゼロ! 実際､｢ある定数 K及び α≧2に対して､

Diophantine条件

Iw･ql≧肯 qiO･ (2)

が満たされる限り､トーラスは崩壊から救われる｣というのがKAMの定理の内容である.

2 量子場の理論と量子カオスの接点

KAMの定理を証明するには､如何に効率的に摂動展開を収束させるかが重要である｡

EliaSSOn[1]は異なる次数の摂動項をうまく組み合わせて和を取ることにより絶対収束す

る級数を見出した｡続いて Gallavotti[2]はその級数の列は場の理論におけるくりこみ群

の計算に等しいことを示した｡ここではその手法を主に文献 同 に沿って､ただし後の議

論に繋がり易い形に直して紹介しよう｡

2.1 トーラス上の場の古典論

Hamiltoniall(1)から導かれる運動方程式

dO ,.aV(0,J)J+e
dt vlー ∂J '

dJ
rl=-E
dt
aV(0,J)
∂∂ '

は､非摂動 トーラスTd上の点をx=ut+const.∈Tdで表し

㊥(a):-0(x)-x,x(a):-J-LJ-(,

(く:--E/Tddx∂J
により､ トーラス上の場p(x):-(㊨(x),x(x))を定義すると､ベクトル場の方程式

G0-19(x)-E
∂V(x,p)
∂や(x)' Goll‥- (_〕0.∂xu'l∂x)

となる｡特にlilneーOP(x)-0, ITdP(x)dx-0となるように場pを定義した.
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2.2 場の量子化

この系を量子化する為に､場の方程式 (3)を導く作用と特性関数を導入する｡

S :- -/Tddx(去pG.-1p-ev(x,p(x)))
Z(q):- /Dp(x)expliS/A+iLd- (x)n(x)]
eXp

eXp
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expliVx]exp 閉伽･co叶た-封
に

]/Dp(x,expli/T｡dx(-去pGo-p+m )]
]expluT｡dxnGon]

ただし～は各場のFourier変換を表し､vertexoperatorおよびpropagatorはそれぞれ

vx:-三豊 ∑ vm(q｡)6(q｡+ql+･･･+qm)(2wir-Am-Oq.,ql,･･･,qm

6m

6*(ql)･･･66(qm)

･拍 折 -写"q,(Ii'(Ww'･qqも--21 i'WI.q'll)"q,

である｡Vm(o),m-0,1,･･･は無限個の'結合定数'を与えるOこれらから特に1点関数は

〈@(q''‥- 義 認 l巧=立 志 ewxexp[h(* ,eo叫 eo(W･q'柚

を計算して求められるQ

Feynman則を

-吾eo(W･q,, qqql?*･･-言O-(qo)6(qo･ql+･-+q-,(2ni,-- (4)
のように定めると､例えばpropagatorに対する摂動5次の Feynman図形の1つは次の

ようになる｡
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2･3 くりこみ群 (resummation)

p<1を勝手に一つ決め､恒･qfを領域 pk+1≦lLLJ･ql≦pk,k-0,1,2,･･･,n-1に分

けて､各領域毎にpropagatorを

ek･1 :- ek-kk, 〈Gikk'iWb?)宕k0.,15.鵠 SSP:i,

Gk+1 Kk

GA ‖｢ ‖

pk+1

により､また vertexoperatorウ.(k)xを

eiVxexp[h(*,eo*)/2i]- eiウxexp[h(*,(ko+61)*)/2i]

≡ 三三二･?,:xepxEhl'hq(,£16*k'./121],/:i]== e崇 Ehx',宗(I～;k,GTnGi;;;'i?)/2i]

により帰納的に定義する｡

この換作の各段階で､propagatorのうちの或る値より大きなエネルギーの寄与は

eiO 'k' 1'x - exp [芸 eiO '"x (摘 4 ,e-iO'k'x ] e iO'"x

と云う規則で結合定数にくりこまれて新しい結合定数に置き換わる‥襟 )(o)-襟+1)(o),
m -0,1,- ,∞.従って新しいくりこみ定数には摂動の異なる次数の寄与が含まれる｡

同様に場もくりこみを受けるが､大きな n について Gnからの寄与はゼロになること

を示すことが出来る[2,31｡従って充分大きな γ‖こついて

n-1

(i(q))n ‥- 誌 ei沖 'x∑軌 ･- )k=O
n-1
-ie∑kk(LJ･q)Vl(n)(0)k=0
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3 古典極限と量子効果

Planck定数 hに注目すると､与えられたFeynman 図形に対して､

各vertexoperatorは因子言A
各propagatorは因子后 評 ,a=1,2
ずつ寄与するo従ってloopがあると､その数だけhの次数は上がる｡

1･古典極限 : 古典極限h-0において (5)-の寄与はtree図形だけになるO==Ej===Ej⊇=rj==rj==Eコ
｢KAMの定理に対するEliassonの絶対収束級数は (5)のtree極限に等しい｣

ことをGallavottiは示したc

2･WKB近似 : 各古典 tree図形に対してone-loop図形が加わり､因子 品 増え
るQFeynman図形としては例えば

が寄与する｡各 loopの寄与を計算すると

q｡Q-晶 V4(qo,∑(W),
q｡_∠ゝ

ただし

V32(q｡)
he2_～_∩, 2

(27Ti)6rいーリノ(W･q.)2

∑(W)-∑q≠0
1
(LJ･q)2●

∑(LL?)

である｡

3.量子論: multi-loopが寄与する｡不確定性関係 △lLJ･ql△t≧h/2が一般に成り立っ

ので､Diophalltine条件 (2)が満たされないのは大きなtに限られるC下図でe-0

の面では全ての 恒･qlで完全可積分､e- ecより下の面ではDiophantine条件が満

たされるときに可積分となる｡ 亡｡は解析接続可能な摂動パラメーターの値を表す｡
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4.超弦理論との接点

摂動ポテンシャル Vは0-㊨+xとJとの関数であったOこのことからβを定数
ベクトルとして変換 x-x+β,㊨-㊨-βの下で場の方程式 (3)は不変であるo
この対称性により成り立つ Ward-Takahashi恒等式を用いて､Poincar6の共鳴に相

殺が起こることを示すことが出来る【3]｡

これをコンパクト化した時空における超弦理論のボソン場座標と比べてみよう｡

x(T,- Xo･wT･据 m!1(α-e-i-T+α--ei-,),

ここで 丁は弦の固有時間を意味する｡

x-xo+LL)T, ㊥(I)-X(T)-a

と置けば xは不変 トーラスの座標､㊨(x)はその摂動による変形である｡摂動の大

きさEは弦の張力 1/(27Tα′)に関係していることになる｡

弦理論を､可積分な点粒子の不変 トーラス上の運動に対してα′を摂動パラメーター

として解析的に変形したものと考えようO即ち､変形ポテンシャル Vは X の解析

関数とする｡するとこれまでの議論から弦の運動は可積分性を保ち､KAM トーラス

上の運動と見なせる｡
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