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Spin1/2系 純粋状態ファミリーの漸近推定理論

林 正人 1 京都大学 理学研究科 数学教室

Abstract

量子力学では,様々な意味で不確定性や不確定性関係が議論される.しかし,測
定による不確定性を厳密に評価した研究は数少ない.量子推定理論は,推定誤差の視

点から量子力学の持つ不確定性を厳密に捉えるための枠組みと言ってもよい.本稿で

はSpin1/2系の純粋状態に的を絞って,このような視点から議論する･

1 序章

近年,光通信に関する関心の高まりと関連して,量子力学によって記述される通信シ

ステムの受信過程の最適化に関する研究の必要性が増しつつある【2上本研究テーマであ
る量子状態の推定問題は,この受信過程の最適化の研究として,1960年代後半から70年

代にかけて,Holevoら旧ソ連の数学者,および Helstrom,Yuenらアメリカの応用物理学

者によって定式化された【4,5ト量子推定理論の目的は,未知の状態を推定するにはどのよ
うな観測が適切か調べることにある.初期の特筆すべき成果としては,Yuenらによる背

景熱ノイズ中のコヒーレント光の複素振幅の推定【6】,及びそれを一般化したHolevoによ

る量子ガウス状態の期待値パラメータの推定があげられる【5ト初期の量子推定理論は光
通信の受信過程の最適化との関連で発展したことから,未知の状態の1つのサンプルに対

する測定の誤差評価に重点が置かれていた.この結果,漸近的推定理論としての考察を欠

くことになった.1980年代に入ると,量子推定理論に関する研究は停滞し,この分野の研

究者すらいない状況がしばらく続いたが,近年になって欧米で状態推定(stateestimation)

に関する話題に関心が集まりつつある.

基本的に,未知の量子状態の1つのサンプルから未知の量子状態を推定することは不

可能である【17ト 従って,未知の量子状態の精度の高い推定には,サンプルを複数準備す

ることはもはや避けられない.特に,量子状態から何らかの情報を引き出す行為は (単な

るオブザーバブルの測定や連続測定を含む.)いわゆる一般化測定により記述されること

が知られている§2.1【4,5,16ト これらの基本的事実に基づいて,状態推定に関する様々な
問題設定が提唱されつつある.

このような問題設定の下,欧米で注目を集めているものに,次のような研究が挙げら

れる.それは,主にTomographyと呼ばれ,パラメトライズされたファミリーを仮定せ

ず,未知の量子状態に対応する,密度演算子を推定する問題を扱う【18,19j･この定式化の

下では量子系の表現空間が有限次元であるときはパラメータ推定に帰着できるが,無限次

元であるときにはパラメータ推定に帰着できない.量子光学と関連して,量子化された幅

射場でのこの種の研究が盛んに行われ,ホモダイン測定や光子数測定を用いる手法が提案

されている.これらの研究では,主に個々のサンプルに対して適当な測定を行い,その後
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に適切なデータ処理を行って,状態を推定する方法が提案されている.ただ,数学的に厳

密な誤差評価がなされていない.

一方,日本では1980年代末から現代にかけて,長岡,藤原,松本らにより1970年代の

一連の量子推定理論の研究が再評価され,統計学の視点から,より深く掘り下げた研究が

なされた.これらの研究の動機の1つに,量子力学の持つ不確定性を統計学の視点から厳

密に定式化しようとの試みが挙げられる.これらの研究は古典統計学でのパラメータ推定

に対応する研究であるとも言える【8,9,10,11ト欧米で盛んに研究されているTbmography

に比べると,数学的に厳密で数理統計学(統計力学ではない)の用語を用いた定式化となっ

ているため,物理学者にはなじみにくい定式化となっている.1970年代の研究と異なり,

サンプルを複数準備した場合の漸近的な誤差評価を試みた研究もなされている【1,12ト こ

のような視点で書かれた量子推定理論の入門書に藤原による参考文献【21】がある･その

也,広田によって書かれた参考文献【22】もこの分野に関する数少ない日本語文献である･

このように,量子推定理論の流れを概説したが,散発的に研究が進むこともこの分野の性

質である.従って,先の流れに含まれない優れた研究も少なくなく,この分野全体を余す

こと無く簡単に紹介することは容易ではない.

本稿では,これらの統計学の視点から掘り下げられてきた量子推定理論の流れを受け

て,Spin1/2系の未知の純粋状態の推定問題を扱う.特に本稿では,未知の量子状態は

Spill1/2系の純粋状態であることが既知であるとの仮定の下で,どの純粋状態であるか

推定するために最適な測定方法とその最適測定の誤差について考察する.表現空間の次

元が有限であるときには本稿と同様の結果が得られるが,具体性を持たせるために,Spin

1/2系に限定して話を進める･本稿の目的は参考文献川で得られた結果を解説すること

にある･ただ,参考文献【1]で用いられている記号と本稿で用いられている記号が若干異
なるので参照の際には注意を要する.なお,本稿で紹介する結果の特別な場合について

は,部分的に文献l23]により既に得られている.
本稿では未知状態の独立かつ同一なサンプルが複数準備されたと仮定し,それらのサ

ンプルに対して,量子測定を行って未知状態を推定する問題を扱う,最初に,各サンプル

間の量子相関を用いる量子測定を考え,その範囲で推定量(推定方法)に関する最適化を

行う･そのために,§2で問題の数学的定式化について議論する.さらに§3でこの数学的
問題を解決するために有効なHolevoにより定式化された量子版 Hunt-Steinの定理を紹

介する【5凋 ･そして§4で §3の理論を§2に適用することによって,最適測定(最適推

定)を構成し,その最適測定に関する漸近誤差について議論する.次に,§5では量子測定
について各サンプル間の量子相関を許さない範囲で考え,前者の最適測定とどの程度誤差

の開きがあるか考察する.

2 問題の数学的定式化

2.1 量子測定

最初に一般のヒルベル ト空間71上の量子測定の数学的定式化について述べる.従っ

て,測定について議論することになるが,本稿では,測定器のダイナミックスや物理的構
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造よりも,測定値の確率分布に注目する.その理由は,我々は未知の状態を"知る"ため

に測定を行うからである.基本的に測定後の量子状態については本稿では議論しない.そ

れゆえ,量子測定を測定値を得るための行為として捕えると,測定器はBlackBoxとみ

なすことができ,次のように表すことが出来る.

Input BlackBox Output

p L-, M rl 0
状態 測定器 測定値

従って,Inputである量子状態βとBlackBoxである測定器〟 のみに依存してOutput

である測定値 βの確率分布 PLが決まる.
例えば,いわゆる物理量X-∑iαilei)(eiJ(縮退は無いと仮定する.)の測定Exを
状態βに行うと,次のような確率分布が得られる.

PEx((αi))-trPJei)(eiJ･

一般に物理量Xのスペクトル分解をEkで表すと物理量 Xの測定Exを状態 /=こ対し
て行ったときに得られる確率分布は次のように表すことが出来る.

pEx(dO)-trpEk(dB)I

確率分布 PExのみに注目するのであれば,測定Exに関しては スペクトル分解 Ekが
分っていれば十分であるので,両者は同一視できExで表わすことにする.一般にスペ

クトル分解 Exは次のような性質を満たす.

(1)佳意の(Borel)集合 B⊂Rに対して,Ex(B)は射影(Projection)であり,

(2)Ex(0)-0,Ex(R)-Idとなる.

(3)さらに,互いに粗な加算個のRの(Borel)部分集合(Bi)tSX'=1に対して,∑tr=.Ex(Bi)-
Ex(∪?=lBi)となる.

各Ex(B)が射影(projection)となることから,上記の条件を満たすExを測定値集合を

R に持つ射影値測度(projectionvaluedmeasure)と呼ぶ.単純測定(simplemeasurement)
と呼ばれることもある2.

上の条件の中のR を一般の測定値集合 n(例えば,Spin1/2系の純粋状態全体など)
に紅さ換えると,測定値集合をnに持つ射影値測度の定義になる.
1970年頃までは,一般に量子測定は上記の射影値測度で書き表されるものとの考えが

一般的であったが,1970年になって DavisandLewisにより,量子測定を射影値測度よ

り一般的な一般化測定3で考えるべきではとの提案がなされた【3j･一般化測定の定義は先

の条件 (1)の射影という条件を非負定値なHermite演算子に条件を緩めることにより得

られる.

2単純測定という名称は次に導入する一般化測定に対する名称である.

3英語ではgelleralizedmeasuremnetまたはpositiveoperatorvaluedmeasureと書かれ,POMやPOVM
と省略される.
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一般化測定であって,単純測定でないものの例は単純測定の凸結合を考えると構成で

きる.単純測定の凸結合で表される一般化測定はランダム測定と呼ばれ,異なる単純測定

をある確率で行えば実現できる.

その他,量子光学で重要な役割を果たす-テロダイン検波器は,単純測定に含まれな

い重要な例の1つである.-テロダイン検波器は熱ノイズ中のコヒーレント光の複素振幅

の推定に関しては最適測定になることが知られている【5,6ト
その後,Holevoにより,一般化測定に対する次のような物理的意味付けがなされた.

Neumark拡張と呼ばれるもので,任意の一般化測定は射影値測度で表すことが可能であ

るとの主張であるt5,7,14,161.

定理 1測定値集合をn に持つ量子系71上の任意の一般化測定 M に対して適当な量子

系 71′と71′上の状態 Jと測定値集合を 0 に持つ71⑳71'上の射影値測度 Eが存在して
次の条件を満たす.

tr7tPM(血)-tr7佃 7t,(p㊨0-)E(dJ). (1)

この定理は式(1)の条件を満たす(Tt/,J,E)の3つ組が存在することを主張しているが,具
体的に (71',J,E)の3つ組を構成する一般的手法は見つかっていない.わずかな具体例で

しか上記のNeulllark拡張は構成されていない.例えば,先に述べた-テロダイン検波器

はその Neumark拡張が構成されている数少ない例の1つである【5].また坂口によりQ

とPllの同時測定のNeumark拡張が構成されている【20ト

ただ,Neumark拡張 (71',J,E)の構成がすぐにその一般化測定の物理的実現につなが
らないことに注意を要する.測定器の物理的実現にはそのダイナミックスを考える必要が

ある.逆に,実際に実現できる測定による測定値の確率分布は,一般化測定で表されるこ

とが知られている【5].従って,今後,量子状態の推定を考える際には最初に,一般化測定
の範囲で最適化を行い (§4),その次に,最適な一般化測定の物理的実現について若干の

考察を加える (§5).今後,本稿では測定値集合を 0 に持つ量子系 71上の一般化測定の

集合をル1(∩,71)で表すことにする.なお,この小節の内容に関するより詳しい解説とし

て,参考文献【21】の§1,§2がある.

2.2 量子 i.i.d.条件

§1でも述べたように,本稿では,未知の量子状態はSpin1/2系の純粋状態であるこ

とが仮定されているので,測定値集合がSpin1/2系の純粋状態全体(7)(C2)で表す)にな
る一般化測定を考え,その中で最適化を行うことにする.ただし,本稿では純粋状態につ

いても密度演算子(1次元射影)で考えることにする.
まず最初にn個のサンプルがどのように表されるか考えることにする.未知の量子状

態 pのサンプルがn個独立に準備されると,量子系は次のように記述される【12].

71(n):=C2⑳-⑳･C2.
n
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さらに量子状態は次のように記述される.

p(n):- p⑳-･⑳pon7イ(n)･
n

従って,量子状態のファミリー fp(n)Jp∈7)(C2))のパラメータpを推定する問題となる･
ちなみに,この条件は古典統計学の独立同一分布条件(i.i.d.条件)の量子力学的対応にな

り,量子 i.i.d.条件と呼ばれる.

ここで,我々はn個のサンプルに対してあらゆる測定手段を考慮にいれるため,測定

値集合がP(C2)になるテンソル空間 71(n)上の一般化測定を考える･この中には,各サン
プルに対して逐次測定を行い全測定終了後に測定値のデータに統計的処理を加えて推定

するという操作も含まれる.また,逐次に各サンプルを測定し,その際これまでの測定結

果を考慮にいれて新たな測定を行う場合も含まれている.さらに,各サンプル間の量子相

関を用いた測定も考慮に入れられている.

一方で,各 p(a)はテンソル空間 71(n)上の状態であるが,対称テンソル空間 璃n)上

の状態と考えることもできる.従って,以下のように測定値集合が7)(C2)になるテンソ

ル空間 71(n)上の任意の一般化測定 M と以下に定義する測定値集合がア(C2)になる対称

テンソル空間 71!n)上の一般化測定 Msは量子状態がファミリー (p(n)rp∈P(C2))に含
まれるときは,同じ確率分布を実現する･そのMsはMs(B):-PsM(B)Ps(B⊂7)(C2))

で与えられる.ただし,テンソル空間 71(n)から対称テンソル空間 71in)-の射影を Ps

で表した.

従って,測定値集合が7)(C2)になる対称テンソル空間71皇n)上の任意の一般化測定の
中で最適化を行うとよい.

2.3 ミニマックス法とベイズ法

次に最適化のための誤差評価の方法を議論する･まず最跡 こ7)(C2)に次のように距
離を定義する.

定義 1 Fubini-Sludyの距離 d/sを次のように定義する･･

cosd/a(p,β)- t･叩β,0-<d/a(p･PL< 芸 ･
さらにBurleの距離dbを次のように定義する:

db(p,jO:-

(2)

(3)

ここで,未知状態 pに対して測定値 βを得たときの誤差をW(p,β)で表わし,誤差関数

と呼ぶ.よく用いられる誤差関数としては先に定義した距離の2乗が挙げられる.

補題 1誤差関数 Ⅳ(〟,β)に関して以下は同値である.

o w(p,β)-W(gPg',9由')Vg∈SU(2),Vp,VP∈P(C2).

o W(p,β)-IもOd/a(p,β)となる【0,1】上の関数 hが存在する･
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さらに,誤差関数 W(p,β)が Fhbini-Studyの距離 d/sに関して単調増加との自然な要請
を課すことにする.未知の量子状態が pであるとき測定 rI∈Ju(f2,71(n))を行って推定

したときの誤差関数 Ⅳ(〟,β)の下での平均誤差は次で与えられる･

DpWl̀n'(n):-/p(｡2,W(p,紳 (∩(dP)p'n')･ (4)

本稿ではミニマックス法とベイズ法を取り上げる.まずミニマックス法では,次に定義す

る最大誤差DW･(n)(n)を最小化する.

DW7'n'(H):-pemPacx2,DpW(n)･

さらに,ベイズ法ではア(C2)の事前分布(prior)I/(dp)の下で次の値を最小化する･

DvW･'n'(∩)･･-LET(C2,DpW(n)〟(dp)･
これらの問題について解を得るため,次節で量子版 Hunt-Steinの定理を概説する.

(5)

3 量子版 HuI止-Steinの定理

この節では,Holevoにより定式化された量子版 Hunt-Steinの定理を紹介する【5,13ト

群作用に関してある種の共変性を満たす場合,先に述べたベイズ法及び享ニマックス法の

解がどのような形で得られるか概説する.まずGを コンパクトなパラメトリック空間0

に推移的に作用するコンパクトLie群とし,(V9)を有限次元Hilbert空間71:-Ck上の
Gの連続既約ユニタリ表現とする.さらに,ILを全測度が1になるG上の不変測度とす

る･今後,S(Tt)で量子系 71上の混合状態全体の集合を7)(71)で純粋状態全体の集合を

表わすことにする･この節で証明を省略した所については参考文献【5,13】を参照のこと･

定義 2 一般化測定 rI∈JVt(0,71)が次の条件を満たすとき表現に関して (Vg)共変的で
あるという.任意の9∈Gと任意の BoreE集合 B⊂0に対して,

V;n(B)V9-m(B911)

ただし,

B9:-(90rOEB)I

今後 JM(0,V)で表現 (Vg)に関して共変的な測定の集合を表す･

定理 2 任意の 0∈0に対して,次に定義する写像VO:S(71)-Ju(0,V)は全射になる.
ここで,任意の P∈S(71)に対して,VO(p)は次のように与えられる.

vo(p)(B):-k/gCeB,VgPV;p(dg)
ただし, βは任意の β07℃J集合 .

- 85 3 -



研究会報告

さらに パラメ トリック空間 0でパラメトライズされたファミリー(SolO∈0)を考える･

定義 3 ファミリー (SoJO∈0)が次の条件を満たすとき0に作用する群 Gの表現 (Vg)
に関して共変的であると言う.

S90-VgSeV;,Vg∈G,∀0∈0･

以下では,未知状態がファミリー (So)に含まれていることが既知であるとして出来るだ
け正確に真のパラメータを推定する問題を考える.この問題を数学的に厳密に扱うため

に,若干の数学的準備をする.

最初に,兵のパラメータβのときに,測定値 ∂を得たときの推定誤差をⅣ(♂,♂)で表

わし,誤差関数と呼ぶ.

そして,その誤差関数 Ⅳ(♂,♂)に以下の自然な不変性を要請する.

W(0,a)- W(90,g∂)Vg∈G,∀0,∀∂∈0. (6)

真の状態がSoであるとき,測定 rI∈Ju(0,71)を行ったときの誤差関数 W(0,♂)に関す
る平均誤差は以下で与えられる.

DoW7S(n):-/ow(0,a)tr(n(db)so)･
ここで,§2.3で取り上げたミニマックス法とベイズ法をより一般的な枠組みで考える.ベ

イズ法では,0ゐ事前分布(prior)L,(dO)を仮定し,以下に定義する量を最小化する測定
nを捜す.

DvW･S(∩):-/eDoW･S(H)u(dO)･
さらに,事前分布 L,(dO)に群 Gの作用に不変との自然な仮定を課す.以後 t/(dO)は群 G
の作用に関して不変とする.

一方,ミニマックス法では,次に定義する誤差関数 Ⅳ(♂,♂)に関する最大誤差を最小
化する測定 Hを捜す.

DWIS(Il):-欝 DoW･S(｡)I

ここで,事前分布に群の作用に関する不変性を課したときのベイズ法とミニマックス法で

は同一の共変測定により最適値が実現されることを示す.このために,任意の測定 rI∈

Ju(0,71)に対して,測定 ng∈ル1(0,7t)を次のように定義する.任意の Borel集合
B∈0に対して,

ng(B):-Vgrl(Bg)V9'･

続いて,平均測定 白を次のように与える.

白(B):-/Gnp-1(B)p(dg)･
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すると,

DvW,S(a)-/aDvW･S(H9-i)p(dg)-DuW･S(n).
従って,

DW･S(∩)≧DvW･S(∩)-DvW･S(a).
ミニマックス法及び群作用不変な仮定の下でのベイズ法の解は共変測定で得られることが

分る.しかも次の量子版 Hunt-Steiilの定理より,両者の解が一致する.

定理 3任意の共変測定 n∈Ju(0,V)に対して,次の等式を得る･

DoWIS(rI)-DvW･S(rI)-D WTS(∩).
従って,次の量を最小化すればよい.

DoW･Sovo(p)-klGW(0,90)trS"gPV;p(dg)-trW(o)p,

ただし,

k'o':-k/GW'0,号o'V;soAv9P'dg)
-k/ew(0･0)SG"(dO)･

結局ベイズ法及びミニマックス法は以下の量の最小化問題に帰着する.

mintr面(a)p- min trか(o)p
P∈β(〟) P∈ア(〟)

4 最適測定

この節では§3の理論を§2の問題に次のようにして適用する.

o:-7'(C2),71:-71in),G:-SU(2),Sp:-p(n).
さらに,tVg)を群G-SU(2)の対称テンソル空間71!n)-の自然な表現とする･この場
合715n)の次元はn+1となる.

定理 4 誤差関数 W(p,β)が Fubini-SLudyの距離に関して単調増加であるとき,

min tr面(p)p.-tr酔(p)p(n)
p.∈T,(71in))

となる.
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証明は【1j考参照のこと･誤差関数 W(p,P)が定理 4の仮定を満たすとき,VP(p(n))は
事前分布がSU(2)不変なベイズ法及びミニマックス法に関して最適測定になる(VPの定
義については定理 2を参照.).VFb(pin))-vp(p(n))であるから,この最適測定はpや

W に依存しない.この最適測定を nn.で表し,以下のように表すことが出来る.

rIn(dji):-(n+1)P(n)I/(dP).

最適測定は次のように表すことができる.

rln(dp)-(n+1)rb(0)(n))(¢(0)(n)fL,(dO)

ただし,

･O,:- (ewc20sSiOnlol),

(7)

(8)

0-(01,02),0≦01_<27T,0_<02_<7T/2 (9)

とする･不変測度 L,(dO)は (9)の座標系では以下のように与えられる.

V(dO)=LsinOICOSOldOldO2.汀

さらに,W(p,β)-hod/a(p,β)とすると,

DW･'n'(nn)-2(n･1)L昔h(0)cos2- 0sinOdO
が得られる･証明は[1]を参照のこと.誤差関数 W(p,β)が Bureの距離 db(p,β)の2乗
のときについて考えると最適測定について次の式を得る.

/p(｡2,4(p･p)tr(nn(dP)p'n')-謹 丁 (10)

証明に付いては【1】を参照のこと･
さらに,平均2乗誤差の漸近的評価について考える.この場合,距離については,Bure

の拒離 db(p,β)Fbbini-Studyの距離 dls(p,A)両方について考察する･式 (10)を用いる
と,最適測定に関して次の式を得る･導出に関する細かい議論は【1】を参照のこと･また,

式 (5)(4)及び,定義 1を参照のこと.

nlin:::≡ ?(':: nデ==nlni:芸 p芸 窓 ,蛋 ::≡:蕊 ::;::嵩 . ::;;

同様に,最適測定に関して次の大偏差型の式を得る.

limユlogPr?n'nn'(β∈7,(C2)ld/a(p,i)≧C)- 2logcoscn1'00n
と短nli-N去 logPPn'nn'(β∈P(C2)ld/a(相 ≧弓 - -1,

ただし,Pr品で状態 ∫に対して測定 〃 を行ったときに得られる確率分布を表すことに

する･証明はlljを参照のこと･
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5 量子相関を許さない測定

これまでは,複数のサンプルに1つの測定を行ったときの最適測定に付いて考えてい

たが,次に,各サンプルに同一の測定を行って,その後統計的処理を行う場合について考

える.これは各サンプル問の量子相関を全く使わない測定に限ることになり,前者の場合

と比べると,誤差は大きくなる.この節では,量子相関を許さない測定に限ったとき,式

(12)(14)と同様の誤差評価を行うと,§4の最適測定と比べてどの程度の誤差が実現でき
るか考察する.

5.1 数学的構成

多変数のパラメータを持つ確率分布のファミリーについて考えると,一次の漸近論に

関する次の補題が成立する.

補題 2fpofe∈0)確率分布のファミリーとする･(T(n))T=1が一致推定量であるとする
とき,次の不等式が成立.

nl忠n//･-/d?,(T'n'(xl･x2,･-,Xn)･0)po(dxl)po(dx2)-･Po(dxn)≧ di-0(15)tyI
n

!短nli-N去logpo(dJ(T'n'･0)≧e)≧ 一芸(16)
ただし,Jは fpoZC∈0)の Fisher計量を表し,d9 は Riemann計量 9の測地的距離を
表す.また (T(n))nn=1が次の条件を満たすとき一致推定量であるという･,

po(dJ(T(n),0)≧e)-0αβn- ∞,∀0∈0,∀(>0.

T(～)が最尤推定量のとき,上の2つの不等式で同時に等号が成立する.

次に,確率分布のファミリー(trnl(dP)plp∈7)(C2))に話題を移す･Jnlを確率分布の

ファミリー(trn1(djS)pep∈P(C2))のFisher計量とすると

dJnl-Jidfs (17)

が得られる･この式の証明は【11を参照のこと･
ここで,測定 rll⑳nl⑳- ⑳rIlから得られるn個のデータに対して最尤推定を行

I1

うという量子系71(a)上の測定を考え,このような測定を71(n)で表わすことにする･T(n)

の定義に注意して,補題 2と式(17)を用いると,測定 T(a)に対して次の等式を得る･

nli-y CI･･'n'(T(n,)-nli-woe-pFcx2,n/p(｡｡,d2fs(p,紳 (T(n,(dP)p'n')- 1 (18)
!i邪 li-n去 logPPT'(7;',(p∈p(C2)ld/a(p･PL,e) - -1･ (19)

式(12)(14)と上記の結果を比較すると,平均2乗誤差,大偏差型評価双方の意味で,測定

T(n)は最適測定 rln と漸近的に同程度の性能を有することがわかる･
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5.2 物理的構成

最後にT(n)の物理的実現について考える･そのためにはrIlを物理的に実現すること

を考えればよい.nlは実はランダム測定(§2.1を参照)であることがわかる･まず測定値
集合を7)(C2)に持つ単純測定Eo(0- (01,02)lO≦01≦2汀,0≦02≦7T/2)を次のように
構成する.

Eo((fQ(0))(¢(0)I))- IQ(0))(4(0)I
Eo((ZQ(0⊥))(b(0⊥)I)) - lb(0⊥))(¢(Ol)I･

ただし,0⊥はく4･(0)J4,(OIL))-oとなるように定義する.今定義したEoは角度 0方向の
Stern-Gerlach型の測定を行うと得られる.さらに,nlは次の式でランダム測定として与
えられることが容易にわかる.

nl-/p(C2,EolsinOIC.SO2dotdO2.7｢

すなわち,測定nlは角度 0方向のStern-Gerlach型の測定を重み まsinOICOSO2dOld02
で行えばよい.このような ランダム測定の物理的実現は容易であると思われる.この小

節で議論された測定EoとStern-Gerlach型の測定との対応に付いては【21]の§3において
より詳しく議論されている.

6 結論

Spin1/2系の純粋状態全体からなるファミリーに対する状態推定について,量子相関
を許す場合と許さない場合とについて比較した.前者範囲でのの最適測定は式(7)(8)で

与えられる, nnであることが分った･一方,後者の範囲では,測定 T(n)が存在し,刺

定 T(n)は式(19)(19)に見られるように,漸近的に平均2乗誤差,大偏差型双方の意味で,
前者の最適測定 r㌦ と同じ精度を実現することが分った.しかも,§5.2でも議論したよう

に,測定 T(n)の物理的構成は容易であることから,漸近的に最適値を実現する測定の構
成は容易である.

一方,サンプル数n(>1)が有限のときについては事情が異なる.サンプル数n(>1)

が有限ときは,確実に,前者の最適測定 nnの方が,測定 T(a)よりも小さい誤差を実現

する.しかしながら,最適測定1㌦ の物理的構成については,難しいと思われる.基本
的にサンプル数n(>1)が十分大きくないときについては,漸近的理論は使えない･従っ
て,そのような場合のことを考えると,最適測定 nnを物理的に実現することは,重要な

研究課題になると思われる.

さらに,この種の比較を混合状態からなるファミリーに対して行う必要がある.おそ

らく,混合状態では漸近的にも両者は一致しないと思われる.

なお,量子系の表現空間が有限の場合,本稿と同様の結果が得られる.参考文献【ljを
参照のこと.
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