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概要

臨界指数が系の詳細によらず一定の値をもつことを,臨界現象の普遍性(universality)と

いう.普遍性には例外があり,たとえば,最近接相互作用 Jと次近接相互作用 J′をもつ

正方格子イジングモデル(J-J/モデル)は相互作用の大きさの比により臨界指数が変化す

る.また,次近接相互作用J/と(最近接の)4体相互作用J4をもつモデル(J/-J.モデル)

も臨界指数に相互作用依存性があり普遍性が破れている.本論文の目的は,この二つのモ

デルを含むJIJ′-J4モデルの臨界指数を数値計算し,相互作用とスピンの大きさに対する

臨界指数の依存性をしらべることである.

数値計算で臨界指数を求めるために,有限系のデータを有限サイズスケーリングにより解

析した.有限系の物理量を計算するには,角転送行列くりこみ群(cornerTransferMatrix

ReI10rmalizatiollGroup,CTMRG)の方法をもちいた.CTMRC は,角転送行列 (CTM)

を密度行列くりこみ群に導入した方法で,サイズの大きな系の物理量を精度良く計算でき,

有限サイズスケーリングによる解析に有効である.

結果として,J-J/-J4モデルでは,基底スピン配列が4重に縮退している領域で普遍性が

破れており,基底状態が強磁性または反強磁性の配置のどちらかに限定される場合は普遍

性が保たれることが確認された.このモデルにおいて普遍性が破れ得るのは,性質が異な

る基底状態が縮退していて秩序パラメータが二つの成分をもつ場合であることが検証され

た.また,臨界指数に相互作用依存性がある領域で,スピン圭とスピン1のときの臨界指

数 〝を比較すると,両者は計算誤差の範囲内で一致した.このモデルでは,相互作用の比

により普遍性が破れている場合でも,臨界指数がスピンの大きさには依存しないと結論さ

れる.
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入江 崇

第 1章

はじめに

相転移は,さまざまな物質に普遍的な物理現象の一つである.たとえば磁性体は,臨界

温度Tcより高い温度では各原子のスピンの向きは不ぞろいで系全体の磁化はゼロだが,温

度が芯より低くなるとスピンは平均としてある方向にそろい自発磁化が現われる.このよ

うに,相転移とは物質が無秩序な状態から,秩序をもった状態に変化することである.系

の秩序状態を特徴づける磁化などの量は,秩序パラメータとよばれる【1ト

臨界点で秩序パラメータが連続な場合は2次相転移とよばれ,秩序パラメータが臨界点

で不連続である1次相転移と区別される.2次相転移では,秩序パラメータAは臨界点付

近でJ4 -lT-Tcl･Bの特異性をもち,βをAの臨界指数とよぶ【2].同様に,エネルギー

や自由エネルギーなども臨界点で特異であり,ぞれぞれに対応した臨界指数を定義できる.

これまでに数多くの系について,理論･実験の両面から臨界指数の値がしらべられてきた.

その結果,等しい臨界指数をもつ一群の系が存在することが明らかになった【3,4].このよう

に,系の詳細 こよらずに臨界指数が一定の値をもつことを臨界現象の普遍性(universality)囲

とよぶ.

臨界現象の普遍性は,一連のスケーリング理論の発展により説明された.その起源は,

ウイドム(Widom,1965)【6]によるスケーリングの概念である.彼は臨界点付近で温度Tな

どの外部変数の単位を定数倍したとき- これを温度Tのスケーリングとよぶ - の自由

エネルギーの変化について考察し,異なる臨界指数の間に簡単な関係式が成立することを

説明した.スケーリングの物理的根拠は,カダノフ(Kadal10ff,1966)【71によって与えられ

た.彼はイジングモデルを例にとり,｢空間的に近接した複数個のスピンの集まりを一つの

スピンとみなす｣というブロックスピンの概念を導入し,スケーリングが微視的に説明で

きることを示した.ウイルソン(Wilsoll,1971)岡 はカダノフの考えを押し進め,くりこみ

群の方法に到達した.そして,臨界指数が物理系の詳細に依存しない側面を持つことが明

らかにされた.これは,普遍性仮説(ulliversalityhypothesis)【5】とよばれ次のようにまとめ

ることができる:｢臨界指数の値は,系の次元数,相互作用の対称性と到達距離のみに依存

する｣.

普遍性仮説はこれまでに多くの系で実証されており【9】,広く成立すると信じられてきた･
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しかし,例外が存在することが明らかになっている【10-17ト たとえば,最近接相互作用

Jと次近接相互作用J′をもつスピン圭の正方格子イジングモデル(以下S-圭,JIJ′モデ

ルとよぶ)は,J′/IJl< -0.5の領域では,臨界指数がJ//JJl依存性をもち,普遍性仮説に

反している【10-15].また,次近接相互作用 J/と(最近接の)4体相互作用 J4があるスピ

ン圭のモデル(以下S-圭,J′-J4モデルとよぶ)も相互作用の大きさの比により臨界指数
が変化する【16,17ト

それでは,どのような場合に普遍性が破れるのだろうか.J-J′モデルとJ′-J4モデル

は,臨界指数が変化する領域では基底スピン配列に著しい縮退があるという共通点をもつ

[18,19].本論文では,J-JJモデルとJ′-J4モデルを融合したJJ'-J4モデルについて考察

する.このモデルもまた普遍性を破ることが,限られたパラメ⊥夕領域での数値計算によ

り確認されている【20ト しかし,まだ広いパラメタ一領域で,臨界指数が未知のままであ

る.本論文のまず一つ目の目的は,J-J′-J4モデルの臨界指数を決定し,普遍性が破れてい

るパラメタ一領域を確認することである.

以上では,臨界指数が相互作用に依存するという意味で普遍性が破れていた.もう一つ

の問題として,スピンの大きさSの変化に対して,臨界指数が変化するかどうかという点

があげられる【21,22].最近接相互作用のみの正方格子イジングモデルでは,S-1の場

合の臨界指数がS-圭の場合と等しいことが確認されている【21]･本田ら【221はS-1の
JIJ'モデルに対して,臨界指数 L/を計算し,S-壬J-J/モデルのL,′【12]と比較し,I/<L,/

という結論を得た.ただし,計算誤差が大きく,両者の差異が有意であるかどうかは,読

論の余地がある.本論文の三つ目の目的は,本田らの結果をより精密に検証しなおし,相

互作用に競合があるイジングモデル(J-J′-J4モデル)の臨界指数がSに依存するかどうか

をしらべることである.

本論文では,臨界指数を得るために角転送行列くりこみ群(Corl､erTransferMatrixReI10r-

1nalizationGroup,CTMRG)をもちいる.西野と奥西【26-28]により導入されたこの方法

は,バクスター(Baxter)の角転送行列 (CornerTransferMatrix,CTM)(17,29,30】を密度

行列くりこみ群[31,32】に導入したもので,2次元古典系の分配関数を高い精度で算出す

るという簡徴をもつ. また,従来よりもちいられてきたモンテカルロくりこみ群【12,23】,

コヒーレント異常法 【24,25】などに比べ,計算量が少なく,相互作用に競合のある系に対

しても安定していることが知られている.CTMRGにより得られた結果を有限サイズスケ

ーリング理論【33,341で解析することにより,臨界指数を評価する【27ト

本論文では,CTMRG法をもちいて,J-J'-J4モデルについて,臨界指数の相互作用と

スピンの大きさに対する依存性をしらべていく.次章では,普遍性仮説の理論的な基礎づ
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けであるスケーリング理論の概要を説明する.第3章でJJ′モデルおよびJ′-J4モデルを

取り上げる･また,この二つのモデルを包含するJ-J′-J4モデルを導入する.第4章では

CTMRG法による臨界指数の計算方法を説明する.第5章で計算結果を示し,第6章でま

とめと考察をおこなう.

第 2章

スケーリング理

2.1 臨界指数

臨界現象の特徴として,臨界点では種々の物理量が特異性を示す.たとえば温度Tに関

する特異性は,臨界温度TcからのずれT-Tcのベキ乗で記述されることが知られてお

り,その指数を臨界指数【2】とよぶ.磁性体を例にあげると,臨界温度 ㌫ 近傍での自発磁

化〟の特異性は,臨界指数βをもちいて,

〟 ～(㌔-r)β (2.1)

と書ける.記号 ～は,r→芯の極限で両辺の比がゼロでない-定借に収束するという意

味である.

他にもいくつか磁性体で定義される臨界指数をまとめておこう.温度 T,磁場 Hのか

わりに規格化された量i-(T-Tc)/Tc,h-H/kBTをもちいると,比熱C,磁化J,I,帯

磁率,Y,相関長 Eの特異性は次のように表わせる:

C(i,0)～ lt｢a

M(i,0)～ (-i)β

x(i,0)～ ltrT

M(0,h)～ h去

e(i,0)～ rv

また,相関関数r(r,i)(-くsos,))は臨界点上で,

r(r,o)～r-(d~2十｡)
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と書ける.dは系の次元数,rは格子定数を単位とするスピン間の距離である.

これまでにさまざまな物質や理論的モデルで臨界指数の値がしらべられてきた.その結

莱,まったく異なる系が共通の臨界指数をもつ場合があることが明らかになった【3,4,9ト

また,それぞれの系の種々の物理量に対する臨界指数を分析すると,同一の系の臨界指数

の間にいくつかの関係式があることが知られている【3,35,36ト臨界指数のこれらの特徴

は,スケーリング理論により説明できる.

2.2 スケーリング理論

ウィドムのスケーリング

ウイドム(Widom)【6]は,臨界指数に成立する関係式を導くために,臨界点付近では自由

エネルギーの特異部f(i,h)が任意の吊 こ対して次の等式をみたすと仮定した:

f(入Pt,lqh)-人f(t,h). (2.8)

すなわち,二つのパラメータpとqがあり,温度 tを入P倍,磁場 hを入q倍に変換して

も,自由エネルギーの特異部は定数因子 入倍しか変わらないと∵仮定した.これはスケーリ

ング仮説とよばれる.(2.8)をtやhに関して微分し物理量の表式を求めれば,多くの臨

界指数は,二つのパラメータpとqのみで表わせることがわかる.たとえば,(2.8)をh

で微分すれば,磁化の関係式

AqM(入Pl,入qh)-AM(i,h)

が得られる.ここで入-(-i)寸h-0とすると,

M(i,0)-(-i)誓M(-1,0)

～ (-i)守

となる.この(2.10)と(2.3)を比べれば

β=iu
P

(2.9)

(2.10)

(2.ll)

が成立し,臨界指数が二つのパラメータpとqで表わせる.他の臨界指数 α,7,6につい

ても同様にpとqで表わせることが示せるので,臨界指数は互いに独立ではないことがわ

かる.
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カダノフのスケーリング

カダノフ(Kadanofr)【7】は,イジングモデルを例にとりスケーリング仮説に直感的な解釈

を与えた.最近接相互作用をするd次元のイジングモデルを考え,この系を図2.1のよう

にブロックに分割する.ブロックの大きさLaは,スピン間距離 aより大きく,相関長 E

より小さい任意の大きさとする.すなわち,a≪La≪Eである.この条件がみたされて

いれば,ブロック内のLd個のスピンはほとんど同じ方向をむくだろう.そこでカダノフ

は,各ブロック内のスピンをまとめて新しい一つのイジングスピンにおきかえられると仮

定した.ブロック化後の系の格子構造はもとの系とおなじであり,ブロック化した系の自

由エネルギーはもとの系の自由エネルギーf(t,h)をもちいて表わすことができるだろう.

ただし,系の実効的な温度と磁場が,(i,h)から(tL,hL)に変化したことに注意が必要であ

る.一つのブロックt=はLd個のスピンがはいっそいるので,変換後の系のブロックあた

りの自由エネルギーf(tL,hL)と,もとの系のスピンあたりの自由エネルギーf(i,h)には

次の関係が成立する:

f(tl.,h,(,)=Ldf(i,h.).

また,ブロック化された系での実効的な温度tL,と磁場hLはLに依存するので,

tL - Lyt

h,L - Lll'h

(2.12)

になるとする.ここでalとyは適当な指数である.(2.13)と(2.14)を(2.12)に代入するこ

とにより,

f(Lot,Lxh･)-Ldf(i,h) (2.15)

となる.これはウイドムのスケーリング仮説(2.8)そのものであり,(2.8)で入-Ld とす

れば,･L/-dp,I-dqを得る.

また,カダノフはこのブロック化の方法にしたがい,スピン相関関数r(r,i)に対しても,

r(L~lr,L-yt)-L2(d~x)r(r,i) (2.16)

とスケーリングできることを示し,臨界指数 L/,･Tlをパラメータx,yで表わした.以下に結
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●●l●●●●l●●●●l●●l l lt A l++JJ+++I++++I++-----1トI----一一-ll------~一一l一一一一-
+ +I++++l444414+l l I･･:････:････:･l I l●●l●●●●t●●●●l●:eal I l●●l●●●●I●●●●l●●_-___し________J_________し____
･ ･:････:････:･･l l 14+I++++l++++IOJl l 1+4I●●●●l++●●t●●l I ll l l●●t●●●●t●●●●l●●--ll--r~~---~~~｢l~~-------p---一一●●I●●●●l●●●●l●●I I I++I++++[++++t++l l 1

図2.1:一辺Laのブロックへの分割.図ではL=4になっている.

果のみ示す :

d-2+77
ユニ

1
〟 =
L/

カダノフの結果は,平均場近似とは異なる臨界指数が存在し得ることを微視的に示した

点で重要である.

くりこみ群の方法

カダノフの考え方を発展させて,ウイルソン(Wilson)[8]は臨界指数を具体的に計算する

方法を導いた.これはくりこみ群の方法とよばれる.ウイルソンの方法は,臨界点付近で

のハミルトニアンの系統的なスケール変換をとり扱う.

スピン変数(S)をもつイジングモデルの(温度Tを含めた)ハミルトニアンH(S)/k･BT

が次の形をしているとしよう:

& H(S) Kl∑S.･S,･+K2∑siSj+K3∑ siSj+･-(.L'3') (･ij)2 (i･3')3

+穐 1∑S,･S,･SkSI+-･(i3'kt)
+-･

- 26 1 -
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ただし,K-(Kl,K2,…)は無限次元のベクトルで,すべての相互作用定数Kl,K2,...を

含む.この系をスケールLでブロック化すると,スピン変数(S)が,Ld個のスピンによ

り構成される新しいスピン変数(S/)にうつり,実効的な温度はTLになる.また,ハミル

トニアンは関数の形を変えないと仮定する:

志 坤 ) KIL∑S'iS;･+K2L∑sriSi･+K3L∑S'lS;･+-(ij) (ij)2 (i3')3

+K4,1L∑ sriSi･SLsi+-(i3'kL)
+-･

このブロック化により,ベクトルK は次のような変換をうける:

KL-T(K).

(2.20)

(2.21)

ここで,T はK からKLへの(一般には非線形な)写倭で,スケールLで系をブロック

化する操作を表わす.系が臨界点からずれているときは相関長は有限なので,ブロック化

により変換後の(実効的な)相関長は小さくなる.よって,ブロック化をくり返せば系は臨

界点から遠ざかる.一方,もし系が臨界点Kcにあれば相関長は無限大なので,Kcはブ

ロック化に対して不変になるはずである:

Kc-T(Kc). (2.22)

簡単のために,相互作用が(近似的に)2次元ベクトルK-(Kl,K2)で閉じている場合

で考え,ベクトルK のKc-(KIc,K2C)からの小さなずれをK -Kc-(△Kl,△K2)と

かいてみよう.(2.21)をKcのまわりで線形化すると,

(三宝:)-(宝 112 :: ) (急設 ) (2･23)

と表わせる.ここでAi,･は,ブロック化の手続きを具体的に与えると決定される.(2･23)

は線形変換であるから,二つの固有ベクトル,

A ll A 12

A 2 1 A 22

A ll A le

A 21 A 22
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を扱うと都合がいい.

1より大きな固有値 人をもつ固有ベクトルは,ブロック化をくり返せば臨界点から遠ざ

かる(入n≫1).これは,変換のたびに実効温度TLが策 から遠のくことに対応している.

逆に,1より小さい固有値に対応する固有ベクトルの大きさは,変換をくり返すとしだい

に小さくなる.いまの場合,入1>1,人2<1とすれば,ブロック化による実効温度 tの変

化は右 で特徴づけられる:

tL-llt.

また,このとき相関長 E～r vはブロック化によりEL-ど/Lになるので,

tL ～ EL--V-(圭)一三
1

～(冒 )一三-Lit
と書ける.(2.26)と(2.27)を比べると,臨界指数〝が

logL

J′二1°g人l

(2.26)

(2.27)

(2.28)

と与えられることがわかる.臨界指数〝の値が Å2にはよらないことに注意しよう.この

ように,臨界指数の値が,スケール変換の 1より小さい(irrelevalltな)固有値に依存しな

いことは,臨界現象の普遍性 (ul一iversality)とよばれる.

以上のように,スケーリング理論により臨界指数の普遍的な側面が説明されることがわ

かった･グリフィス(Gri凪ths)[5】はウイルソンの理論以前に,臨界指数について次のよう

に述べている:｢臨界指数の値は,系の細かい性質にはよらず,系の次元数,相互作用の対

称性と到達距離のみに依存する｣.この普遍性仮説は,提起されて以来よく実証されてお

り【9】,広く成立すると信じられてきた.しかし,普遍性仮説をみたさないモデルが存在す

ることが明らかになっている【10-16ト

2.3 有限サイズスケーリング

カダノフのブロック化の理論は有限の大きさの系の解析に応用できる.この方法は有限

サイズスケーリング【33,叫 とよばれる.
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大きさNd(2次元の場合 NxN)の系をブロック化しよう.この有限系の自由エネルギ

ーの特異部f(i,h,N)を,(2.12)と同じようにスケーリングすると,

f(L･",Lxh,筈)-Ldf(t･h,N) (2･29)

と書ける.以前と同様に,上はブロックの長さである.ブロック化のあとでは,系の実効

的な大きさはN/い こなっている.(2.29)を温度tと磁場 hでそれぞれ微分すると,エネ

ルギーEと磁化 11,Iの式を得る:

L･yE(Lot,Ll･h･,;)- LdE(tJt,N)

LxM(Lyt･L･1･h,言)- LdM(t･h･,N)･

ただし,エネルギーの原点は臨界点での値 E(0,0,∞)にとってある.ここで,i-0,h-0

とすると,

E(0,0,N)- Ly-dE(0･0,;)

jl,I(0,0･N)- Ll･-all,I(0･0,;)

となる.この式は臨界温度における有限系の式である.臨界点では相関長 Eは十分に長く,

系のサイズ N と同程度に伸びている.よって,ブロックの大きさLをL～N とスケー

ルしてもいいだろう.すると,

E(0,0,N)～ Ny-d-

M(0,0,N) ～ Nlt.~d

と書け,これを有限サイズスケーリング則とよぶ.この二つの式に(2.17)と(2.18)を代入

すれば,〝と77をもちいて

E(0,0,N)～ Ni-d

ll/I(0,0,N)- N-i(a-2+77)

と表わせる.これらの関係式は有限系を扱う数値計算のデータ解析に有用である.
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第3章

イジンクモデルにおける普遍性の破れ

3.1 普遍性を破る二つのモデル

イジングモデルは,格子スピンのモデルのなかでもっとも単純なモデルであり,性質が

詳しく研究されている【37-42ト このモデルはもともと,磁性体を非常に簡単化したモデ

ルとして考案された【37,38トその後の研究で,2次元以上のイジングモデルは秩序一無秩

序相転移を起こすことがわかり【39],相転移の理論的研究の対象として詳しくしらべられ

てきた【40-42]･とくに,スピン圭の最近接2次元正方格子イジングモデルは,オンサーガ

-(Onsager)【41】によって初めて厳密に解かれた.

臨界現象の普遍性仮説[5]によれば,臨界指数の値は,系の次元数や相互作用の対称性,

到達距離のみに依存し,系の細かい性質には関係しない.この仮説は同時に,臨界指数の

値をきめる本質的な要素が何であるかを,イジングモデルのような簡単なモデルをもちい

て探ることができることを意味する.これまでにいろいろな種類のイジングモデルで臨界

指数の値が計算されてきた.その結果,臨界指数は系の詳細によらずに定まることが,多

くのモデルで検証されている【21,43-46ト

しかし,普遍性仮説が保たれていないイジングモデルも存在することが確認されている

【10-16].以下で,そのようなモデルの例を二つ取りあげる.

最近接相互作用Jと次近接相互作用J′をもつモデル(J-J′モデル)

最近接相互作用 Jと次近接相互作用J′をもつスピン壬の正方格子イジングモデル(以下

･5--壬ノーJ′モデルとよぶ)は,臨界指数にパラメータ依存性のあるモデルとして過去に多

くの研究がある【10-15ト このモデルのハミルトニアンは,

H--J∑ siS,I-J′∑ siSL･
(i3') くiL･)

(3.1)

で表わされる･J,J′はそれぞれ,最近接,次近接相互作用を表わす定数である.S,･は格子点才

におけるイジングスピン変数を表わす;β̀-士1.最初の和と二番目の和は,それぞれ,最近

揺,次近接格子対についてとる(図3･1)･このモデルは,二つの相互作用の比がJ′/lJl<一書
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'.BI B ..I

図3.1:最近接相互作用Jと次近接相互作用J′.

の場合には臨界指数の値がJ//IJlに依存することがわかっている･J′/lJJ>一書の場合は
普遍性が保たれている.このモデルの性質を以下にまとめる.

J//lJf>一書の領域

･二つの相互作用の比J′/lJlによらず臨界指数は常に一定であり,その値は最近接の

みの場合(J′-0)とおなじになる(〟-1).

･基底スピン配列は,J>0のとき強磁性状態(F状態),J<0のとき反強磁性状態

(AF状態)になる.

J//IJl-一書の境界上

･有限温度で相転移しない(Tc-0).

｡基底状態が無限に縮退している.

J'/fJl<一書の領域

･二つの相互作用の比J′/刷の変化とともに臨界指数が連続的に変化する.

･基底スピン配列は,図3.2のような超反強磁性(super-anti-ferromagnetic)状態とよば

れる配置をとる(以後この状態をsAF状態と略する).

0 0 0 0●●●●
0 0 0 0●●●●
●●●●0●0 ● ●○●o
OO 0 O O ● ○ ● ●○●○●●●●○●○ ● ●○●o
OO O O O●○ ● ●○●0

図3.2:SAF状態のスピン配置.黒まると白まるは,それぞれ上向きと下向きのスピンを

表す.4通りの配置が縮退している.
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基底状態のスピン配置ごとに(J,J′)平面を三つの領域にわけて,図3.3に示した.図3.3

の斜線部は臨界指数が相互作用の比とともに変化する領域である.この平面は,J′軸の左

右で対称になっている.実際,この系の分配関数はJの符号反転に対して不変である.そ

の他の細かい性質として,J-0(J′軸上)では,このモデルは二つの独立な最近接のみのイ

ジングモデルで表わせる.このモデルの基底状態を表3.1にまとめる.

表3.1:J-J/モデルの基底状態の配置.

J<0 J=~0 J>0

J′>-引J l AF F(J/>0) F
J/--W l無限に縮退 - 無限に縮退

図3.3‥(J,J/)平面で表したJ-J'モデルの相図.斜線部は臨界指数の普遍性が破れている
領域を示す.

次近接相互作用J′と4体相互作用 ム をもつモデル(J/-J.モデル)

最近接相互作用Jがなく次近接相互作用J′と(最近接の)4体相互作用 ムが存在するス

ピン圭の正方格子イジングモデル(以下S-圭,J'-J4モデルとよぶ)も臨界指数に相互作用依
存性がある【16,17ト このモデルのハミルトニアンは,

H--J′∑siSk-J4∑sis,･SLISL(7'た) く7'3'L･L)
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図3･4:次近接相互作用J′と4体相互作用 ん

で表わされる.J′,Jlはそれぞれ,次近接,4体相互作用を表わす定数である.最初の和

は次近接格子対についてとり,二番目の和は単位格子面上の四つのスピンについてとる (

図3･4)･このモデルは,8バーテックスモデルの特別な場合として表わせる.8バーテック

スモデルは,バクスター【16,17】によって厳密に解かれており,臨界指数にパラメータ依

存性があることが示されている.8バーテックズモデルの厳密解をいま考えているイジン

グモデルにあてはめると,以下のような性質がわかる.

J4/lJ'f>-1の領域

･二つの相互作用の比J4/lJ′Iの変化とともに臨界指数が連続的に変化する.

･基底スピン配列は,J′>0のときがFとAFが縮退している状態で,J′<0のとき

はSAF状態である.

J4/lJ/L<-1の領域

･有限温度で相転移しない(Tc-0).

｡基底状態が無限に縮退している.

基底状態のスピン配置ごとに(J',J4)平面を三つの領域にわけて,図3.5に示した.斜鹿

部は相互作用の変化に対して臨界指数が変化する領域である..Lのモデルの分配関数は,J/

の符号反転に対して不変であり,(J/.J4)平面は,J4軸の左右で対称になっている.J/-0

(J4軸上)では基底状態の縮退度が無限大で,Tc-0である.このモデルの基底状態を表3.2

にまとめた.

表 3.2:J/-Jiモデルの基底状態の配置.

J/<0 J′=0 ∫/>0
J4>一肌 SAF､ 無限に縮退 FとAFが縮退
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図3･5:(J′,J4)平面で表したJ/-J4モデルの相図.斜線部は臨界指数の普遍性が破れている
領域を示す.

秩序パラメータ

以上の二つのモデルで現われた基底状態の配置F,AF,SAFに対応する秩序パラメータ

【1】を定義しておく.そのために,図3･6のように格子を四つの副格子1,2,3,4にわけて,

副格子磁化勅 を考える:

MA-∑ si, A-1,2,3,4･
i∈入

(3.3)

この表式をもちいると,FとAFの配置の秩序パラメータはそiげ れつぎのように書ける:

A,IF - jl/Il+ll,12+M3+jl'I4

ll,IAF - M 1- A,12+11'I3- 11'I4･

0 0 0 01 2 1 2
0 0 0 0
4 3 4 3

01㌔ 0102
0 0 0 0
4 3 4 3

図3.6:四つの副格子 1,2,3,4への分割.
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sAFの配置は,おなじ向きのスピンが縦方向に並ぶ場合と横方向に並ぶ場合があるので

(図3.2参照),秩序パラメータは二つの成分をもつ :

MiliF-ll/ll+ll,I2-M3-M 4

Mi2iF-Ml-M2-M3+M .･

また,FとAFが縮退している場合にも,秩序パラメータは二つの成分坤 と11/IAFをもつ.

3.2 モデルの拡張

ここで,普遍性が破れていた二つのモデルをもとにして臨界指数の値をコントロールす

るパラメータを拡張し▲,より一般化したモデルを二つ導入する.そのモデルの臨界指数を

しらべることにより,どのような要素が臨界指数を変化させる要因になり得るのかを検証

していく.

三つの相互作用をもつモデル(J-J/-J4モデル)への拡張

J-J′モデルとJ'-J4モデルの臨界指数が変化する領域には共通点があることがわかってい

る.それは,性質の異なる基底状態が縮退していて秩序パラメータが二つの成分をもつこと

である【18,19].JIJ′モデルで普遍性が被れるのは,基底状態がSAFのときであり,J′-J4

モデルでは,SAFの場合かあるいはFとAFが縮退している場合であった.このいずれ

の場合も,秩序パラメータは二つの成分をもっている.

では,二つのモデルを一般化して,相互作用の種類を,最近接J,次近接J′,および4

体J4の3種類に拡張したモデル(以下J-J/-J4モデルとよぶ)でも,秩序パラメータが二つ

の成分をもつ領域で普遍性が破れているのだろうか.このモデルは相互作用の比が限られ

た領域でしらべられていて,SAFを基底状態にもつ領域で臨界指数が変化することが確認

されてt-る【20).しかし,相互作用間の競合が比較的大きい領域では臨界指数の値は未知

である.本論文では次章以下で,J-J′-J4モデルの臨界指数を広いパラメータ領域で数値計

算し,普遍性が破れているパラメタ一領域を確認していく.
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スピン1のモデルへの拡張

モデルの拡張には,もう一つの方法がある.それはスピンの大きさSを変えることであ

る.最近接のみのイジングモデルでは,S-圭とS-1の場合で臨界指数は変化しない
ことが確かめられている【21].では,J-J'モデルの普遍性が保たれていない領域ではどう

だろうか.最近,この疑問が本田ら【22】により提起された.本田ら【22】はこの領域でモン

テカルロくりこみ群 (MCRG)の方法をもちいてS-1のときの臨界指数 L,の値を計算し,

Swendsenら【12]がおなじくMCRG法で計算したS-壬のときの億と比較した･その結

果,本田らはS-1のときのL/は対応するS-圭の値よりも小さくなるという結果を得

た･具体的には,J′/刷 --1のとき,S-圭では〝-0.87士0.015であり,S-1では̀

〟-0.83±0.02である.しかし,この二つの臨界指数の間の差は,計算精度ぎりぎりの範

囲内での結果であり,十分に有意な差があるとはいえない.

次章以下で,ノーJ′モデルにおいて本田らが得た結果を,より精度の高い数値計算法で検

証していく.さらに,J′-J4モデルや,J-J/-J4モデルでも計算をおこない,臨界指数のスピ

ン依存性の有無をしらべる.

3.3 J-J′-J4モデルの基本的な性質

この章の最後に,J-J'-J4モデルの基本的な性質を説明する.このモデルのハミルトニア

ンは,

H--J∑siS,･-J'∑siSk-J4∑sis,･SL･SE
くij) (叫 (ijL･E)

(3.8)

で表わされる.J,J′,J4は,順に,最近接,次近接,4体相互作用を表わす定数である.最

初の和と二番目の和は,それぞれ,最近接,次近接格子対についてとり,最後の和は,早

位格子面上の四つのスピンについてとる.

分配関数Zは,

Z-Eexp(-H/kBT) (3･9)

で表わされる.klBはボルツマン定数である.和は格子上のすべてのスピン変数のとり得る

あらゆる状態についてとる.ハミルトニアンの対称性の考察から,J/,J4を固定したままJ

の符号を反転しても,Zは不変であることがわかる.すなわち,

Z(J,J'J4)-Z(-J,J/J4)
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が成り立っている.系の統計力学的な性質はJの符号によらず,一般性を保ったままJの

符号を任意に選べることがわかる(ただし,系のスピン配置はJの符号によって異なる).

基底状態

基底状態は,ど,AF,SAFと,無限に縮退した状態の4通りの可能性があり,相互作用

定数J,J',J4の比により,いずれかの状態が選ばれる.この四つの状態について,単位格子

面あたりのエネルギーはそれぞれ,

F -2J-2J'-J4
AF :+2J-2JI-J4
SAF +2J'-J4
無限に縮退 : +J4

となることがわかる.これらのエネルギーを比較すれば,J,J′,J4の値を変化させたときに

実現する基底状態が以下のように決まる:

J>0, J'<-iJ, J'+J4>-J
J<0,J/<一引JL J/+J4>lJI
J'>-iIJr,

(領域Ⅰ)のとき F

(領域ⅠⅠ)のとき AF

J4>J′(領域III)のとき sAF

J′+J4< -1Jl,J4<J′(領域IV)のとき 無限に縮退

この四つの領域を順に,領域 Ⅰ,II,Ill,IV とよぶことにする.この領域を(J,J′,J4)空間

で示すと図3.7のようになる.パラメータを二つに減らした(J′/J,J4/J)平面では図3.8の

ようになる.ただし,図3.7では一般性を失うことなくJ≧0としてあるので(図3.8では

J>0),領埠ⅠⅠは措かれていない.領域 ⅠⅠの統計力学的性質は領域 Ⅰと同じである.こ

の(J,J/,J4)空間のJ4-0とJ-0での切り口はそれぞれ図3.3の(J,J/)平面と図3.5の

(J′J4)平面に相当する.

領域 ⅠとⅠⅠの境界面(∫ -0)では,FとAFが縮退しており,秩序パラメータは二つ

の成分をもっていたが,領域Ⅰの内部では,この縮退は消えている(領域ⅠⅠも同様).領域

ⅠⅠⅠでは,SAF状態の4重縮退は残っている.以下で,これらの領域での臨界指数のふる

まいをしらべる.なお,領域 IVは基底状態が無限に縮退しており㌫ -Oである.
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図3.7‥(J,J′,J4)空間の三つの領域 Ⅰ,ⅠⅠⅠ,IV.一般性を失わずにJ≧0としてあるので,
領域 Hは描かれていない.

～ヽヽ▼~l川一｢ヽ､ヽ領域=ー ｢ 0J4/J領域 lSAP F J./ヽー

-1′2 ∫～/一一′2-ー

､Qbh 領域lV ア/ヽ/×)～

図3.8‥(J′/J.,J4/J)平面(J>0)の三つの領域 Ⅰ,III,IV.
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第4章

数値計算方法

この章では,古典2次元格子系の臨界指数を求める方法を説明する.数値計算には,最

近,西野と奥西【26-28〕により開発された角転送行列くりこみ群(Corne･rTransferMatrix

RellOrlTlalizatioIIGroup,CTMRG)の方法をもちいる.この方法は,バクスター(Baxter)

の角転送行列(CornerTrallSferMatrix,CTM)【17,29,30】を密度行列くりこみ群【31,32】に

導入して2次元古典系の分配関数を求める方法で,従来の密度行列くりこみ群の方法とくら

べて少ない計算量で大きな系の分配関数を精度よく求められるという特徴がある.CTMRG

のデータから臨界指数求めるためには,有限サイズスケーリング【33,34】をもちいた解析

をおこなう.

CTMRG法では,数値計算では厳密に扱えない大きな系の物理量を計算するために,ま

ず,小さな格子の分配関数を角転送行列(CTM)の積の形で厳密に表わす.次に,系のサイ

ズを拡大することを考える.もとの系のCTMから,ひとまわり大きな系のCTM をつく

るわけである.この操作をくり返せば系のサイズをつぎつぎと拡大でき,大きな系の分配

関数が得られる.しかし実際には,系のサイズを拡大するたびに,CTM の次元もつぎつ

ぎと増加し数値計算の限界を越えてしまう.そこで,くりこみ群の考えをもちいて,分配

関数への寄与が大きい状態のみを選んで残りの情報は取り去り,CTM の次元を,一定にし

たまま系のサイズを拡大する.これがCTMRG法の概要である.

4.1 CTMRG の方法

ある大きさの古典正方格子系の分配関数を求める方法を考えていく.まず,全系をいくつ

もの単位格子の集まりとみる.そのうちのある一つの単位格子に注目して,図4.1のように

± 士

図4.1:四つのスピン変数S,f,u,t'に囲まれた単位格子面
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四つのスピン変数S,t,u,l'に囲まれた単位格子面(plaquette)を考える･このとき,この単

位格子面に対するエネルギーが,E(S,f,u,I,)で与えられるとする.前章で導入したJ-J′-J4

モデルの場合の E(s,i,u,v)は,

E(S,i,u ･t,)-一芸J(st･tu･utl･1,S)-J/(su川 ,)-J4StuV (4･1)

と書ける.単位格子面のポルツマンウェイトは,

W(S柵 ,)-eXPl-fTE(S,tlull,)] (4･2)

で表わされる.このボルツマンウェイトを,格子上のすべての単位格子面についてかけあ

わせたものが,格子全体に対するボルツマンウェイトになる.

全系の分配関数は,

Z-∑IIW(si,S,･,Sk,SL)
ts)(ijL･l)

(4.3)

となる.ここで,積は格子上のすべての単位格子面についてとり,和は格子上のすべての

スピン変数のとり得るあらゆる状態についてとる.

CTM の定義

今度は,2n-1×2n-1サイトの正方格子で考える(図4･2)･簡単のために,系は90度

回転対称性をもち,また,系の対角線を軸とした反転に関しても対称であるとする(対称

性を落とした系にも容易に拡張できる).格子の外周部のスピン配列は,問題に応じた境界

条件により決定する.この格子の中心のスピンを基点に,格子全体を四つの対称な部分に

分割する.この各部分を四分面(quadrallt)とよぶ.いま,考えているモデルは90度回転

対称性をもつので,四つの四分面はどれも同じ構造をしている.
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図4.2:2n -1×2n,-1サイトの正方格子.これを四つの対称な部分に分割する.

あるひとつの四分面に注目しよう(図4.3).この四分面に属するスピンのある配置に対

するボルツマンウェイトは,

rI W (S,･,S,･,sk･,SL)
(i)lLIL)

(4.4)

で表わせる.ただし積は四分面上のすべての単位格子面についてとる.ここで,図4.3の

黒まるのスピンについて和をとって(4,4)を足し合わせると,切り口のスピンsl,S2,‥ .,S,i

とS'1,Sらヮ-,S:i(図4,3の白まるスピン)を固定したときの四分面の分配関数 A,1が 与 え ら
れる:

An(sIS2- Snls'1S/2-･S'n)-∑II W (si,Sj,SLl,St)･
(sl(i3'kL)

(4.5)

ただし積は四分面に属するすべての単位格子面についてとり,和は図4.3の黒まるのスピン

についてとる.ここで,スピン変数 sl,S2,...,Sn とS'1,Sら,- ,S;Lを行列の足とみなそう.

切り口のスピンを固定したときの四分面の分配関数を要素にもっこの行列を,角転送行列

(Co.rllerTraユISferMatrix,CTM)【17,29,30]Anとして定義する･

CTM の構造について説明する.角のスピン sl と S/1は共通なので,sl≠ S/1のとき

_･4n(sIS2- Snls'1S左...S;I)-0である.また,格子の構造から,スピン変数 sl,S2,… ,Snと
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STI STZ S 13 ･･･ STn

図4.3:四分面の黒まるのスピンの和をとったものをcTM として定義する.

S/I,S左,...,S;tの入れ替えに対してボルツマンウェイトは対称なので,/ln(sIS2-･Snfs/1Sち-･S:i)

-A,i(S/1Sら- a:lfsIS2...Sn)が成l')立っている.すなわち,Anはスピン変数 sl とS'18こつ
いてブロック対角な実対称行列である･行列の大きさは,S-圭イジングモデル(2状態)

のときは2nx2nであり,S-1(3状態)のときは371×3nになる.以後,簡単のために

この章では,2状態のモデルについて考えることにする.

CTMは縦のスピン列の状態sl,S2,...,S,逐横のスピン状態轟 S左,… ,S;tに転送する作用

素とみなすこともできる(図4.3).CTMが四分面の分配関数であったことを思い出すと,

格子全体の分配関数は,CTM をもちいて(スピン列を4回転送してトレースをとり),

Z-TrAtL (4.6)

と表わせる.

CTM の拡大

つぎに,これまでの系の大きさ(2rl,-1×2n-1サイト)を1サイトずつ拡大して,2n+

1×2n+1サイトの格子を扱う方法を考えよう.つまり,A,逐 もちいてAn+1を組み立てる

わけである.そのためには,単位格子面を必要な数だけAnにつけたす操作をすればいい.

図4.4に,その構成法を図示してある.このCTMAn+lとAnの関係を行列要素で表わすと,
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図4･4‥CTM を拡大する方法.2n次元行列Anから,2n+1次元行列An+1を構成する.黒
まるのスピンは和をとることを示す.

An+1(toflt2･I･t誹otJltら.･Ii:I)

∑ W(to,t･1,Sl,ti)Rn(tlt2･-tJsIS2-･S,i)Sl,･!2,.･TS71
･9左･-.･9;I

×An(sIS2-･SnlsISr2-･S;I)Pn(sISら… S;lltit;...i:I) (4.7)

と書ける･ここで,Pnは列から列への(row-to-row)転送行列である :

Rn(sIS2-.S誹lt2-.i.I)

-W(sl,S2,t2,ll)W(S2,S3,f3,t2)･･･W(sn_1,Smtn,t,ー1)

- W(sl,S2,l2,tl)P n_1(S2S3･-S誹2f3...tn). (4.8)

この(4･8)から,行列 p,Iも,長さが1サイト分短いPn_1に単位格子面を一つ継ぎ足して
構成できることがわかる.

このようにして,271次元行列Anから,2n'1次元行列.4叫1を構成できた.CTMAn..

のインデックスをt･O,fl,･･･,tn- S.,S2,.‥,Sn+1とおきかえて(4.7),(4.8)を繰り返し適用し

て,系の大きさをつぎつぎと拡大できる.CTMの初期値としてn=2の四分面から出発

すれば,任意の大きさのCTMを構成できる.
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ここで,行列要素の表記を簡略な形に書きなおしておく:

An(sIS2… SnlsIS左...S:i) - A,i(sISJsIS').

上記のように,CTMAnのS2からsnまでのスピン変数を,一つのブロックスピン変数.5で

代表させる.Sは,1からm.までのm.状態をとる.ここでは,m.の値は,S2からsnまで

のr7,- 1個のスピンのとりうる状態数m.=27卜 1に等しい.系の大きさを表わす指標nは,

繁雑な場合は適宜省略する.

この表式をもちいると,4m.次元行列 An+1とpn+1は,2m 次元行列Anと pn をもち

いて,

An.l(totlT刷 T′)- ∑W(to,(1,Sl,i/1)Pn(flTIsIS)An(sISIsIS/)Pn(sis/It'1T′)(4･9)
sl,S,S'

Pn+1(sosISltotlT)- WLso,sl,il,tO)Pn(sISltlT)

と書き表せる.ただし,大文字の変数S,S′,T,T'はブロックスピン変数を表わす.

(4.10)

くりこみ操作

Anは2n次元行列であり,行列の次元がnとともに急速に拡大するので,そのまま数値

計算で扱うことはできない.したがって,何らかの方法により- ここではくりこみ群を

もちいる一 行列の次元をおさえる工夫が必要になる.CTM を一度拡大すると,Aとp

の行列の次元は2倍に増える.増えた自由度を減らし,行列をもとの大きさにもどせれば,

計算量の問題は解決する.したがって,二つの4m次元行列,

A(sIS2SIsIS左.5'/) P(sIS2卵 '1SらS')

のスピン自由度をくりこんで,それぞれ,

A(sISnewlsIS/ue､V), i(sISnewIs/1SIucw)

と,2m.次元行列の形に還元することがわれわれの目的である.

そこで,CTMRG法では,CTM により転送されるスピン状態のベクトル空間を考え,こ

の空間において,全系の分配関数に小さい寄与しかもたらさないスピン配列をふるい落と

すことで,スピン自由度の増加をおさえるという方法をもちいる.つまり,.4を対角化し
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て固有値を求め,その固有値のなかで絶対値が相対的に小さいものに対応する(irrele＼･allt

な)自由度をとり去るわけである.

Aはブロック対角な4m 次元行列,

であり,二つの2mx2m.行列ATとAlにわけられる.この二つの行列は,角のスピンを,

それぞれ,上向きと下向きに固定したときのCTMである:

AT(S2Sls;S/)- A(+ls2Sl+1S;S/)

Al(S2SIs;S')- A(-1S2SトlsちS').

Aと同様に,AT,Alとも実対称行列である.

Aはブロック対角なので,分配関数はATとAlの4乗のトレースの和で書ける:

Z = Tr..44

=TrAT4+TrAi4 (4.13)

この(4.13)でわかるように,分配関数への寄与は,ATとAlにわかれる.行列ATとAこほ

おなじ表式をしているので,以後,ATをもちいて話をすすめる(A⊥についても同様である).

_4Tによって転送されるスピン状態のベクトル空間を考える.スピン変数 S2,Sのとりう

る2m個の状態が ,この空間の正規直交基底になっている.ATを対角化しよう:

RTTATR,I=DT RTT=RT-1 (4.14)

DTはATを対角化した行列であり,固有値は絶対値の大きい順に並んでいるとする.RTは

ATを対角化する直交行列で, 固有値に対応する固有ベクトルが順に並んでいる.

さて,分配関数へのATによる寄与zTは,ATの4乗のトレースで表わせる:

zT -TrAT4 - Tr(RTTATRT)4 - Tr DT4 (4,15)

結嵐 2m個の固有値の4乗の和が分配関数に寄与する.絶対値が相対的に小さい(irrelevallt

な)固有値からの寄与は,ZTにくらべて非常に小さい.したがって,固有値が2m,個並ん
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だ対角行列 DTの代わりに,絶対値の大きい方から固有値をm個だけ並べた対角行列 A-T

をもちいてZTを精度良く近似できる:

zT = TrAT4 = TrDT4

恕 TrA-T4. (4.16)

このm次元対角行列_iTを新しいCTM として採用する.このように,くりこみ群の考え

により,分配関数への寄与オ叫､さい(irrelevantな)自由度をとり去りcTM の行列次元を

減らすことが,CTMRGの特徴である.

くりこむ前の2m次元行列ATと,くりこみ後のm次元行列 ATの間には,どのような

変換が存在するかを考えよう.ATを直交行列R†で対角化すると,固有値が2m個並んだ

DTに変換された.ATからA†を得たい場合には,固有値を絶対値が大きい順にm個だけ

残せばいい.つまり,ATを対角化するさい,2mx2m の直交行列 RTをもちいる代わり

に,固有ベクトルをm個だけ並べた2mxm行列RTで射影変換するのである:

AT ー RTTATRT = DT

A, → RTTATR, = AT.

この(4.18)がATと耳 の関係式である.

もう一方のCTMAHこついても,まったくおなじ手順でÅ1をつくりだせる.A-T,A1を行
列要素で表わすと,

A～,(Sne､'ト5-′ne､,)- ∑ RTT(s ne､vls｡S)AT(S2SIs;S/)A,(S;S'lS′ne､V) (4･19)
s2,S,a;S'

Ai(Sue-IS /ne-)- ∑ RiT(snewls2S)A⊥(S2Sts/,S')R⊥(S;S/ls/ne､,) (4･20)
82,S,SらS'

となる.この二つのCTM を合わせると,角のスピンの自由度も含めた形で,くりこまれ

たCTMl互を構成できる:

.4(sISne､ylsIS/ne､')-6sl,十1AT(SnewIS/ne､')+6sl,_1A～i(Sn飢Vト5-/new). (4.21)

同様にして,射影変換行列舟と舟 を合わせた行列

R･(sIS2SIsISnew)-6.,i,.1舟(S2SISnew)+6sl,_ll?,i(S2SL5'ne､V) (4.22)
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がつくれる.A(sIS2SIsISnew)は,角のスピンも含むcTMをくりこみ変換する行列であ

る.最終的に,4m次元行列Aとくりこまれた2m次元行列式の関係は,(4.19)と(4.20)
を合わせた表式で,

･A(sISnewlsIS′new)- ∑ RT(sISuewlsIS2S)A(sIS2SIsIS;S′)A(sis;S/lsIS'new) (4･23)
82,S,SもS′

となる.

以上では,行列Aに対するくりこみをおこなった.つぎに,行列 pについて考えよう.

図4.4をみてわかるように,Aとpは同じスピン配列を共有している.したがって,Pも

A と同様なくりこみ操作を受けなければならない.行列 pにより転送されるスピンもA

とおなじ表示にうつすために,射影行列丘をもちいてPをPに変換すれば,

P(sISne､vLs/1S 'new)- ∑ 点T(sISne､vlsIS2S)P(sIS2SIs/1S/2S/)A(S/1S;S'Is/1S/new) (4･24)
S2.S!SもS'

となり,pについてのくりこみも設定できる.これですべてのくりこみ操作が完了した.

以上でみてきたように,行列の拡大(4.9),(4.10)とくりこみ(4.23),(4.24)の過程を交

互にくり返せば,(実行可能な)一定の計算量で系の大きさを拡大でき,熱力学的極限での

物理量を十分に推定可能なサイズまで到達できる.このくり返しの手順を図形で表わすと

図4.5のようになる.なお,数値計算をするさい,系の拡大とともにAや Pの行列要素の

絶対値の最大値が増えつづけてしまうという問題が生じるが,その場合は,適当な因子 (

例えば絶対値最大の行列要素)で行列を規格化すればいい.

最後にCTMRGの手順をまとめて以下に示す :

(1)境界条件に応じて,初期行列A2とp2を与える.

(2)(4.9),(4.10)により行列A,.とpnの大きさを拡大する.行列Anとpnの次元が,くり

こむ行列の次元2甲 より大きくなるまで,この操作をくり返す･

(3)_4nの次元が2m を越えたら,A,lを二つの行列AnTと_4nlにわけ.それぞれ対角化し

て固有値,固有ベクトルを求める(式(4.14)).

(4)絶対値の大きい方からそれぞれm胤 あわせて2m個の固有値と対応する固有ベク

トルをもちいて,Anとpnをそれぞれ_AnとPnにくりこむ(式(4.23)と(4.24)).
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(5)jnとPnを新しい_4nとP,tとみなす.

(6)大きさNの系の分配関数zNを求めたいならば,n - 撃 となるまで,手順(2)か

ら手順(5)をくり返し,Z･1･-(A畢 )4を計算する･

ー.
賊

.
ド

:-

1

tl Sl

7TleW T S SneWSneW S

図4.5:CTMの拡大とくりこみを交互にくり返す手順.四角のスピンはブロックスピンを

表わす.黒いスピンは和をとることを示す.
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4.2 物理量の計算方法

cTMRG法では分配関数Zが計算できるので,数値微分をもちいて,任意の物理量の期

待値を求められる.あるいは,数値微分をしないで計算できる量もある.拡大したあとの

cTM には角のスピン状態とその隣のスピン状態の情報が独立に残っているので,これら

のスピンに関係する物理量は直接もとめられる.

たとえば,磁化は,系の中心のスピンの期待値をもちいて,

m･-(sl)-
TrSIA4
TrA4 (4.25)

と表せる･ここで,Sl(sIS2SIs'1S;S/)-6sl,SiSlである･自発磁化を得るには,系の基底状
態に応じた境界条件を設定すればいい.たとえば,強磁性相の場合は境界のスピンをすべ

て同じ方向に固定する.もっと一般的な境界条件を設定するときはCTMの組み立て方法

に修正が必要であるが,詳解は省く.

隣接するスピンの相関関数も同様にして計算できる:

(sIS2)-
TrSIS2A4
TI･.44

(4.26)

また,これまでのCTMRGの計算は,(奇数)×(奇数)の格子を扱ってきたが,(偶数)×(

偶数)の格子を組み立てて,4点相関関数なども求められる.詳しい説明は省略するが,図

4.6に示すように,物理量を計算するさいに,CTM_,4にPを一列だけ張り付けてできる部

品を利用して全格子を構成すればいい.

図4･6‥(偶数)×(偶数)の格子の構成方法
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4.3 有限サイズスケーリングによる臨界指数の評価

cTMRGで計算した物理量から臨界指数を求めるために,2章で解説した有限サイズス

ケーリング【33,34】をもちいる.相転移は,格子が無限に大きくスピンの数が無限大でな

くては起こらない.しかし,数値計算で熱力学的極限を扱うことはできない.有限系のデ

ータから熱力学的極限の性質を得るためにはなんらかの外挿が必要となる.この外挿を理

論的に与えるのが,有限サイズスケーリングである.

2章で導いた結果(2.36)をもう一度書くと,

E(0,0,N)-N去-a (4.27)

であった.この式は,臨界温度での有限系の物理量が,系のサイズ〃の臨界指数で指定さ

れるベキ関数で書けるということである.

式(4･27)を利用すれば,臨界点上でNを変化させてエネルギーE(N)を求めることによ

り- つまりcTMRGで系の大きさNを拡大するたびに物理量を計算することで- 臨界

指数 L/の値を決められる.実際には臨界温度Tcがあらかじめ分からないことが多いので,

温度Tを変化させて物理量を計算し,(4.27)にもっともよくフイットする芯と臨界指数の

値を求める.

精度の確認

この解析方法の精度を確認するために,まず,厳密解がある場合で試行計算してみる.Tc

は既知として厳密な値をもちい,そのときの臨界指数を評価する.

最近接相互作用のみのS-圭イジングモデルでは,厳密な臨界指数の値は,I,-1である･
有限サイズスケーリング(4.27)によると,E(N)-N-1となる.厳密なTc-2.269185314を

もちいて,E(N)をN-1に対してプロットすると,図4.7のようになる.図4.7ではCTMRG

においてくりこまれた後の行列の大きさm,をいくつか変えて表示してある.m.=64のデ

ータはよく直線に乗っており,有限サイズスケーリングの予測と一致していることがわか

る.一万,mが小さい場合は,系の拡大をくり返していくと,すぐに直線からはずれてし

まい,一定の値に収束してしまう.これは,増え続けるスピン自由度を有限の値mにくり

こんだことに起因する.つまり,系のサイズが大きくなり臨界現象にかかわるスピンの数

が増えると,有限のm.では臨界現象を十分に表わせなくなるのである.したがって,臨界
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図4･7:臨界点で計算したS-圭最近接イジングモデルの単位格子面あたりのエネルギー
E(N)のN依存性.m.の大きさを変えて表示してある.

指数を精度よく求めるためには,十分に直線に乗っているNの範囲を選んで,m.の大きさ

をできるだけ大きくとり,見積もった臨界指数の値にm 依存性がなくなってはじめて,そ

の値を採用する.

最近接モデルの厳密な茄 の上でmをいくつか変えてCTMRGでデータを取得し(4.27)

にあてはめ,最小二乗法をもちいて臨界指数 L/と,無限系のエネルギーE(∞)を求めたも

のを,表4.1にまとめた.系の大きさN は,各 m.ごとに直線性のいい範囲を選んで解析

にもちいた.

表 4･1‥S-圭最近接イジングモデルで求めた臨界指数 t,と臨界点でのエネルギーEc･N
は解析にもちいた系のサイズを示す.

m N I/ Ec
8 50-200 1.0240 -1.413934

16 200-500 1.0071 -1.414158

32 200-500 1.0044 -1.414186

64 200-500 1.0040 -1.414190

128 200-500 1.0040 -1.414190

exa.ct 1
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行列の大きさm を増やすと臨界指数 L'は一定の値に収束した.厳密な値と比較すると

誤差は〝-1.00士0.005(0.5%)以内に収まっている.

同様にして,厳密解が分かっているJ′-J4モデルに対しても,臨界指数の普遍性が破れて

いる領域も含めて臨界指数を評価してみる(表4.2).

表4.2:J/-J4モデルで求めた臨界指数 L/.

m J'-1,J4-0 J'-1,J4-1
Tc/J/-2.269185314 Tc/J′-3.640957
N L/ N L'

32 100-400 1.0841 100-400 0.79173

64 100-400 1.0116 100-400 0.75217
128 100-400 1.0019 100-400 0.74728

180 100-400 1.0011 100-400 0.74681

外挿 1.0009 0.74655

最近接のみの場合に比べると臨界指数の収束は遅くなっていて,m-180まで計算して

も一定値には収束しなかった.しかし,m.-32,64,128,180に対して求めた臨界指数 L/を

m,→ ∞ に外挿した値をもちいれば厳密解と比較して誤差0.5%,以内におさまっている.本

論文の計算では,m-180まで計算してもI/が一定の値に収束しない場合は,m =180ま

でで求めた値を外挿して〃を評価することにする.

つぎに,S-1の場合も計算精度の確認をおこなう.S=1イジングモデルの厳密解は

ないが,最近接相互作用のみのときの臨界指数はS-圭の値と一致することが確認されて

いる【21]･またTc-1.6935が知られている【21].この系で臨界指数を評価すると表4.3の

ようになった.

この場合も,行列の大きさmを増やすとL/はそれぞれ一定の値に収束した.得られた

〟の値はきわめて lに近く,最近接モデルでは普遍性が保たれているという結卑【21日こあ

う･この結果から,S-1のモデルに対してもS-壬のときとおなじく臨界指数を十分な

精度で計算できているといえる.
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表4.3:S-1の最近接イジングモデルで求めた臨界指数 L/.Tc-1.6935をもちいた.

m, N I/

27 100-400 1.0020

81 100-400 1.0013

129 100-400 1.0013

180 100-400 1.0013

これまでの計算は,Tcが分かってることを前提にしてきたが,本論文で臨界指数を求め

たい領域は一般にTcが知られていない.以下で,Tcが得られていか ､場合を仮定して臨界

指数を評価してみる.

厳密なTcカ物 かっているモデル(S-圭,J-0,J/-1,J4-0,Tc-2･2691853)で,温度
Tを笑から0.00005(約0.002%)刻みでずらして(4.27)とのフィッティングをおこない有

限サイズスケーリングとのずれを調べた(表4.4).フィッティング誤差は叩1.-180のとき

に計算したものをもちいた.L,はm.-32,64,128,180で計算した値をm → ∞ に外挿した

値である.

表 4.4:温度Tを,厳密な㌫ -2,2691853から0.00005刻みでずらして,有限サイズスケ

ーリングによりL/を求めた.系のサイズ100≦N≦400のデータをもちいた.,Y2はフィッ
ティングの誤差を表す.

T T-Tc I/ ,i,2
2.2689853 -0.00020 0.98929 2.7655e-ll

2.2690353 -0.00015 0.99221 7.9825e_12

2.2690853 -0.00010 0.99502 2.2749e-13

2.2691353 -0.00005 0.99790 5.4217e-12

2.2691853 0 1.0009 2.2629e-ll

もっともよくフイットするのはT-TcのときではなくT-Tc-0.0001のときとなった.

この温度で臨界指数を見積もるとL/=0.99502となり厳密な値L'=1と誤差0.5%で一致し

ている.しかし,真のTcで計算した値L'-1.0009と比べると0.6%程度くいちがう.Tcの

ずれによる臨界指数の誤差(0.6%程度)と臨界指数の計算精度自体の誤差 (0.5%程度)をあ

わせると,1%程度の誤差が存在し得ることがわかる.
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以上の考察より,くりこむ行列の大きさを最大m.-180までで計算すれば,臨界指数 L/

を1%程度の精度で計算できることが確認できた.

第5章

計算結果

この章で,J-J/-J4モデルの臨界指数を計算し,相互作用とスピンの大きさSに対する

臨界指数の依存性をしらべる･まず,･5'-圭の場合で相互作用の比を変化させて臨界指数
〝を求め,〝に相互作用依存性のある領域を確認していく.とくに,これまでしらべられ

ていなかった相互作用間の競合が強い範囲も含めて〝を計算する.つぎに,臨界指数が相

互作用に依存する領域において,S-壬とS-1の場合で〝を計算し,〝のS依存性の
有無をしらべる.

5･l S-壬J-J′-J4モデルの臨界指数

第 3章で基底状態により分割した領域ごとに結果を示す.ただし,一般性を失うことな

くJ≧0としたので,領域ⅠⅠはあっかわずに領域Ⅰで代表させる.また,領域IVは有限

温度で相転移を起こさないので解析はおこなわない.

領域 Ⅰ

まず,強磁性の基底状態をもつ領域 Ⅰで相互作用のパラメータを変えて臨界指数〝を計

算した.嶺域内の三つの点(J//J,J4/J)-(-0.2,-0.2),(1,-1),ト0.2,1)で,そ3げ れ温

度を変えて求めた臨界指数 〟を表5.1に示す.臨界指数 L/の値は,m.-64,128,180の結

果をm,→ ∞ に外挿して評価した.系の大きさは有限サイズスケーリング則が良く成立す

る範囲 100_<N≦400をもちいた.有限サイズスケーリングとのフィッティング誤差は

m.-180で計算したときのものである.
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表5.1:温度を変えて,領域 I内の3点で計算したL/の値.,i,2は有限サイズスケーリング
とのフィッティング誤差を示す.1,2が最小になる温度をTcとして採用し,そのときのL/の

値をもって臨界指数を決定する.

i:--0.2,号ニー0.2∫ 亨ニー0.2,ラ-1 号-1,ラ--1
T/J L/ ,Y2 T/J L/ x2 T/J L/ i,2

1.38010 1.0021 1.0371e-10 2.55965 0.98965 3.4774e-ll 3.86510 0.99730 7.1581e-ll

1.38015 1.0087 1.6337e-14 2.55970 0.99490 2.9018β.12 3.86515 0.99917 2.9570e-12

温度を変えてフィッティング誤差をくらべると,ある温度で誤差が最小になる.この温

度を, 右 として採用し,そのときの〝の値をもって臨界指数を決定する.4章での考察よ

り,笑 と〝の誤差はそれぞれ士0.0001,士0.01程度だと思われる.

得られたI/の値は順に,1.0087,0.99490,0.99917となった.この値はすべて,最近接の

みの値 〝-1に計算誤差の範囲内で一致している.

つぎに,最近接相互作用 J>0が非常に小さい場合(JJ/J-100,J4/J-100)の計算結

果をみてみよう.臨界点上で系のサイズを変えてエネルギーを計算し有限サイズスケーリ

ング則との連合をしらべた.E(N)をN ~1に対してプロットすると図5.1のようになる._/V

が小さい範囲(図右上)では,直線に乗らず I/-1の予測する振る舞いからはずれている.

しかし"/Vが大きくなり(左下)臨界現象に関与するスピンの数が大きくなると直線に乗っ

ていて,最近接のみの場合 (I/-1)での有限サイズスケーリングの予測と一致している.

領域 ⅠⅠⅠ

つぎに,SAFの配置を基底状態にもつ領域ⅠⅠⅠでの計算結果を示す.この領域では二つ

のパラメータJ//抑 J4/IJiの変化とともに臨界指数が連続的に変わることを確認した.と

くに,これまでしらべられていなかった相互作用間の競合が強い範囲ト1<J′/lJl<一書)
での臨界指数 〝の値を計算した.

二つのパラメータJJ/lJI,J4/IJIに対するIVの変化をみるために,I/の値を(J4/J,J'/J)

平面上に書きこんで図5.2に示した.黒い点のそばの数値がその点における〝の値である.

計算精度は 土1%程度である.領域内全般にわたって〝の値が変化していることがわか
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0.02 0.04 0.06 0.08

N-1

図5.1‥領域 ⅠでJ′とJ48こくらべてJが小さいとき(J//J-100,J4/J-100)の単位格子
面あたりのエネルギーE(N)のN依存性.Nが大きくなると(図左下)直線に乗っていて,
最近接のみの場合(lJ-1)での有限サイズスケーリングの予測と一致する.

る.領域 Ⅰとの境界に近づくときの極限は〝→ 0.5であり,領域IVとの境界では〃- ∞

となる.図5.2に措かれている4本の曲線は,計算した〃の値をもとに臨界指数が一定と

なる線を予想したものである.三つの領域Ⅰ,ⅠⅠⅠ,IVが交わる点で臨界指数一定の曲線は

収束している.この点のまわりでは3種類の相互作用間の競合が強く,臨界指数の値は急

激に変化している.一方,この点から遠く離れると,臨界指数一定の曲線はある直線に近

づく.この漸近線は図5.2に破線の矢印で表わしてある.漸近線はJ/とJ4の比が一定の直

線であり,この直線上の無限遠方での臨界指数はJ-0のときの厳密解に一致する.

以上二つの領域で臨界指数を計算したが,三つの相互作用がすべて存在する場合でも,塞

底状態が強磁性の配置のみに限定される領域 Ⅰでは,普遍性が保たれていて常に〝-1で

あった.一方,SAF配置の基底状態が4重に縮退している領域ⅠⅠⅠでは普遍性が破れてい

た.この結果から,JIJ'-J4モデルの場合にも異なる性質の基底状態が縮退していて二成分

の秩序パラメータがある場合に普遍性が破れ得ることを確認できた.
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図5.2:領域ⅠⅠⅠ内の各点での〝の値.4本の曲線は,〝が一定となる線である.この曲線
は破線の矢印に漸近する.

5.2 臨界指数の ∫依存性

S-圭J-J/-J4モデルでは,領域ⅠⅠⅠで相互作用の変化により普遍性が破れていた･で
は,この領域で臨界指数はスピンの大きさ一5■に依存するだろうか･まず最初に,本田ら

[22げ 計算したJとJ′のみ存在する場合でS-1とS-壬の 〝の値を比較する･つぎ

に,S-壬の厳密解があるJ-0のとき(J′-J4モデル)に,その厳密な〝の値とS-1の
ときの値を比べる.さいごに,三つの相互作用すべてが存在する一般的な場合で〝の.5'依

存性をしらべる,
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以下の計算ではどの場合も,臨界指数 L/の値はm.- ∞ への外挿をして評価した.外

挿のさいにもちいたm･の大きさは,S-圭のときがm･-64,128,180,S-1のときが

れ1.-81,129,180である.また,有限サイズスケーリングとのフィッティング誤差はすべ

て〃I.=180で計算したときのものである.

最近接と次近接相互作用のみ存在するとき

J4-0のときに相互作用の比J//lJl--0･6,-1･0の2点でそれぞれ,S-圭とS-1の
場合の臨界指数〝を求めた.温度を変えて求めた臨界指数〝の値と,そのときの有限サイ

ズスケーリング則とのフィッティング誤差を表5.2に示した.

表5･2:S-圭とS-1のJ-J/モデルで求めたL/の値･

J'/lJI--0.6 J'/lJl--1.0
T/lJl L, ,1,2 T/JJf L/ x2

S-i 0.97155 0.61674 1.0095e-6 2.08200 0.83119 2.61118-90.97160 0.62773 3.2444e-8 2.08205 0.83695 1.8835β-10

0.97165 0.63886 8.3548e-7 2.08210 0.84281 5.71458-10

.Sー=1 0.769525 0.63655 1.6268e-8 1.57580 0.84554 4.2614e-90.769550 0,64056 9.3648e.-10 1.57585 0.84872 4.2600&12

フィッティング誤差が最小になる温度で〝の値を評価すると,次のようになった :

J′/lJlニー0.6 J//lJI-:i.0
S-圭 o･628士0･01 0･837士0･01
S=1 0.641±0.01 0.849士0.01

相互作用の比J//lJlがおなじときのS-圭とS-1の L/の値をくらべると計算誤差の範
囲内で一致しており,I/にはS依存性がないと考えられる.

最近接と次近接相互作用のみ存在するとき

この場合はS-壬の厳密解があるので,S-1の場合のみL/を数値計算する.相互作用

の比J4/EJ/I-0.5,1.0の2点で計算した.得られた結果を表5.3に示す.
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表5･3.･J/-J4モデルの,S-壬の厳密な〝とS-1で求めたL/･

J4/lJ'l-0.5 J4/lJ/I-1.0
T/lJ/I L, ,i,2 T/IJ/l J/ i.2

1S-ラ 0.82763(exact) 0.75000(exa.ct)

S=1 2.1618 0.81605 3.7586e-9 2.60355 0.73928 3.5689e>82.1619 0.81811 1.1262e-13 2.60360 0.74446 3.8190e{lO

S-1で得られた値はJ./lJ'l-0.5,1.0に対してそれぞれ 0.818士0.01,0.744土0.01と

なった･これは一5--壬の厳密な値 o･82870･750と計算誤差の範囲で一致している.この場

合もやはり,〃に5-依存性がないと考えられる.

三つの相互作用が存在するとき

相互作用の比が(J′/lJIJ4/lJl)-(-1.0,0.5)の点で比較した.結果を表5.4に示す.

表5･4:S-圭とS-1のJ-J′-J4モデルでで求めたIyの値･

J//刷ニー1.0,J4/刷-0.5
T/lJI Iy l,2

lS-香 2.76815 0.71785 5.4430e-9
2.76820 0.72126 1.1032e-92.76825 0.72484 2.0331e.-9

S=1 2.03790 0.74043 2.1864e-92.03785 0.73168 8.0913e-10

得られら値は,S-壬のときが0721土0･01,S-1ではo･732士0･01である･この場合も

両者は計算誤差の範囲内で等しく,〝は5-に依存しないと結論できる.

以上のように,相互作用の変化により普遍性が破れている領域 ⅠⅠⅠの数点で･5'-壬と

S-1の臨界指数 L/を比較したが,どの場合も有意な差は認められなかった.S=1の値

はS-壬の値より小さいという,本田ら【22】がJ-J′モデルで得た結果は系統的計算誤差を
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有為な差ととらえていると考えられる.この解析結果から,両者が完全に等しいと断定は

できないが,三つの相互作用がすべて存在する場合も含めて臨界指数の値はスピンの大き

さに依存しないと考えられる.

第6章

まとめと考察

本論文では,相互作用の変化により普遍性が破れている二つの正方格子イジングモデル

(J-J/モデルとJ′-JJモデル)を合わせて,さらに一般化したモデルを導入し,モデルのどの

ような性質が臨界指数の普遍性に関係しているのかをしらべた.

まず,三つの相互作用J,J′J4をもつイジングモデルを導入し,CTMRGの方法をもち

いて臨界指数 〝の値を計算して,〝の相互作用依存性をしらべた.その結果,4重に縮退

しているSAF状態の領域では普遍性が破れており,基底状態がFかAFのどちらかに限

定される場合には普遍性が保たれていることを確認した.このモデルにおいて普遍性が破

れるのは,性質が異なる基底状態が縮退していて秩序パラメータが二つの成分をもつ場合

であることが検証された.

つぎに,三つの相互作用の変化により普遍性が破れている領域でS-圭のときとS-1

のときの臨界指数 l/を計算し比較した･その結果,相互作用の比がおなじならば,S-ラ
1

とS-1のときのIJの値が計算誤差の範囲内で一致し,S依存性がないことがわかった.

このモデルでは,相互作用の比とともに臨界指数が変化する場合でも,スピンの大きさに

対する普遍性は保たれていると結論される.

未解決の問題としては,温度のベキではなく相関長のベキで定義した臨界指数はパラメー

タによらず一定であるという軌 ､普遍性 (weakulliversallity)【471の検証があげられる.J-J/

モデルや,J/-J4モデルではすでに弱い普遍性が保たれていることがわかっている【15,47].

また,JとJ′をもつモデルでのスピンの大きさの変化に対する弱い普遍性も本田ら【221が

検証している.この弱い普遍性を,三つの相互作用が存在する領域まで含めてしらべるこ

とが今後の課題である.
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