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1 序

4次元多様体のKirby-Thompson不変量について

沖山工業高等専門学校浅野喜敬

National Institute of Technology, Tsuyama College 

本稿では， 4次元多様体の組合せ不変量の 1つである Kirby-Thompson不変量に関する幾
つかの不等式について報告する．より詳しい事柄については， [3]を参照して頂きたい．本

稿の内容は小川将輝氏（東北大学）直江央寛氏（東京科学大学）との共同研究の内容を

含む．

Kirby-Thompson不変量は4次元多様体の分割の 1つであるトライセクションを用いて定
義される． 4次元多様体Xのトライセクションとは， 3つの4次元 l-ハンドル体印S1xDり
による Xの分割であり， Gay-Kirbyにより導入された [6]．これは3次元多様体を 2つの

種数gのlハンドル体研(S1xDりに分割する Heegaard分解の4次元アナロジーである． 4
次元多様体にトライセクションを与えることで， 4次元多様体を曲面上の 3つの曲線族と

して表示することが出来る． トライセクションは4次元多様体の表示手法の 1つとして，
現在多数の研究者により研究されている．

Kirby-Thompsonは， トライセクション医式の“複雑度”ともいえる量を考察すること
で， 4次元多様体Xの微分同相類に関する非負整数値の不変量Lxを導人した [9]．これを

本稿ではKirby-Thompson不変量と呼ぶ． Kirby-Thompsonは，不変量を導入した論文の中

で次を示した．

定理 1.1([9]). Xを閉4次元多様体とする． Lx::;1であることと， Xが{S4,ClP'2,ClP'2,SIX 
炉，S汲Sりの中から（重複を許して）有限個を選んで連結和したものと微分同相であるこ
とは同値である．

注意 1.2.Kirby-Thompsonによる定理 1.1の仮定を， Lx::;2に拡張した結果が小川氏によ

り得られている [11].

4次元トポロジーにおける基本的な間の 1つに「標準的4次元球面炉と同相な多様体
は， s4と微分同相か？」というものがある．この問題は可微分Poincare予想と呼ばれ， 4
次元多様体の微分構造に関わる研究において重要視されている．炉と同相な 4次元多様

体Xに対し， Lx::;2であるならば， Xは炉に微分同相であることがしたがう．つまり

Kirby-Thompson不変量が計算できれば，可微分Poincare予想の反例候補となる 4次元多
様体を判定することが出来る．

また， Kirby-Thompson不変量の類似として，境界付き 4次元多様体の不変量や曲面結
び目の不変量も考察されており (cf.[l, 2, 4, 5]），各々に対して定理 1.1の類似が証明され

ている．

Kirby-Thompson不変量は最小値により定義される不変量であるため，その計算は容易
でない．研究を始めた当初は， 0でない値を持つ多様体の例すら知られていない状況で
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あった．執筆現在でも 0でない値で不変量の値を決定出来た例は，レンズ空間L(2,1)の
スピン4次元多様体S(L(2,1)）を除いて知られていない．講演では，この不変量に対して，
Kirby図式・ホモロジ一群・基本群といった基本的な道具を用いた次の 3つの下からの評
価を紹介した．

定理 1.3([3]）．閉 4 次元多様体X は少なくとも 1 つの 1—ハンドルを持ち， s1x 炉を連結和
成分に含まないとする．このとき， Lx;?:4である．

定理1.4([3]）．閉4次元多様体Xはs1x炉を連結和成分に持たず，冗1(X)-::f:-1かつ冗1(X)-::f:-Z 
であるとする．このとき， Lx;?:6である．

定理 1.5([3]）．閉4次元多様体Xの1次ホモロジ一群H1(X;Z)が有限群のとき，ある正の

定数C>Oが存在して， Lx;?:C ✓log|Hl(X)I である．

定理 1.5は，閉 4次元多様体Xの1次ホモロジ一群H1(X;Z)が有限群のとき，その
Kirby-Thompson不変量Lxは1次ホモロジ一群の位数 1凡(X;Z)Iに依存した関数を用いて
下から評価されるということを意味している．定理 1.4,1.5より，次の系を得る．閉n次

元多様体M に対し， M＝M＼かと定める．

系1.6([3]). (1)閉4次元多様休 S(L(2,1)) = 8(L(2, 1) x Dりに対して． LS(L(2,1≫ = 6で
ある．

(2) Kirby-Thompson不変量は非有界な不変量である．即ち，任意の nENに対してある
閉4次元多様体Xが存在して， Lx;?:nである．

S(L(2, 1)) = 8(L(2, 1) X Dりはレンズ空間L(2,1)のスピン4次元多様体と呼ばれる多様
体であり， Paoの多様体と呼ばれるクラスに属する．レンズ空間L(p,q)のスピン4次元多
様体S(L(p,q))については，例えば[10]を参照して頂きたい．

系 1.6(1)を示す．冗1(S(L(2,1))) = Z/2Zなので，定理 1.4より， LS(L(2,1)）;?:6である．
Meierによる S(L(2,1)）のトライセクション図式(cf.[10])に対して，具体的にハンドルス

ライドの系列を構成することにより， LS(L(2,l)）::;6であることが分かる [9]．したがって
LS(L(2,1≫ = 6である．次に系 1.6(2)を示す． H1(S(L(p,q);Z)) = Z/pZなので，与えられた
nENに対して，十分大きなpを取り定理1.5を用いることで， LS(L(p,q)）;?:nであることが
分かる．

2章で紹介する Kirby-Thompson不変量の定義から明らかに，｛s4,c炉，CJP2,s 1 xs3, s2x 

炉｝及びこれらの中から（重複を許して）有限個を選び連結和して得られる閉4次元多様体
の値は0であることが分かる．この計算例と系 1.6(1)を踏まえると，「0< Lx::; 5を満たす
閉4次元多様体Xが存在するか？」という自然な問が生じるが，執筆現在これは未解決で
ある．また，定理 1.4,1.5と同様の手法により，次の 2つの不等式も得られている．

定理 1.7. (1)閉4次元多様体Xはs1x炉を連結和成分に持たないとする．このとき，

Lx;?: 3b1(X)である．

(2)閉4次元多様体Xの2次ホモロジ一群H2(X;Z)が有限群のとき，そのKirby-Thompson

不変量Lxは2次ホモロジ一群の位数IH2(X;Z)Iに依存した関数を用いて下から評価
される．即ち，ある正の定数C>Oが存在して， Lx;?:C ✓log|H2(X)I である．

定理 1.7(1)より， 6::;L炉xT2であることが分かる．一方でS2xT2のトライセクション
図式からハンドルスライドの系列を具体的に構成することで， L炉xT2::;9であることがし
たがうが， L炉xT2の値の決定には至っていない．また，単連結な閉4次元多様体に関する
評価も知られていない．
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2 準備

本章では， トライセクションの定義及びKirby-Thompson不変量の定義を述べる．

断りのない限り，本稿を通じて，多様体はすべて閉，連結，有向，可微分であるとす

る．閉多様体Xに対して，糾XはXのK個のコピーを連結和して得られる多様休を表す．

k=O のときは炉であると定める．また，境界付き多様体M に対して， ~kM は M の K個
のコピーを境界連結和して得られる多様体を表す． k=OのときはD4であると定める．

2.1 4次元多様体のトライセクション

閉 4次元多様体X のトライセクションとは， 3 つの 4 次元 l—ハンドル体が(S1 xDりによる
Xの分割であり， 3次元多様体を 2つのハンドル体により分解する Heegaard分解の4次元

類似である．

定義 2.1([6]). k, gを 0:s; k :s; gを満たす非負整数とする．閉 4次元多様体Xの分割
X = X1 UX匹 X3 で次を満たすものを (g,k)—トライセクションという：

(l) Xi ：：：：：れs1xDり，

(2) X; n xj：：：：：凡，

(3) X1 n X2 n X3 ：：：：：こg•

ここで， Hgは3次元の種数gのハンドル体， Lgは種数gの向き付け可能閉曲面である．

注意2.2.(g,k)—トライセクション X=X1 UX心ふの定義において，各X1の持つ4次元の
l—ハンドルの個数はすべて同じ k個であった．このようなトライセクションを均衡なトラ
イセクションと呼ぶ．定義2.1(1)の条件を，次の条件(1'）に拡張したトライセクションを

（不均衡な）（g,k1,k2ふ）—トライセクションと呼ぶ．：

(l') k; E Z<'.。に対し， Xi：：：：：炉（s1xDり(i=l,2,3)

本稿の議論は(g,k1, kふ島）—トライセクションでも同様に成り立つが，簡単のため本稿では
各Xiの持つ l-ハンドルの数はすべて同じであるとする．

4次元多様体にトライセクションが与えられると，その微分同相類の情報を曲面上の

曲線族として表示することが出来る．このとき表示された図式をトライセクション図式と

言う．

定義2.3([6]). Lgを種数gの向き付け可能閉曲面， a,/3，yをLg上のg個の単純閉曲線から

なる族とする．（Lg;a,/3），m;/3...:y)，（L厨r,a)が各々船(S1xsりの種数gのHeegaard医式で
あるとき，組（Lg;a,/3，y)をトフイセクション図式と呼ぶ．＃k(S1xsりの種数gのHeegaard
図式とは，図lの図式と曲面の微分同相及びハンドルスライドにより一致する図式である．

Lgの自己微分同相写像， a,/3，yの巡回置換及び曲線族a,/3，y各々に対するハンドルス
ライドにより移り合うとき， 2つのトライセクション図式（Lg;a,/3，y)，（Lg;a',/3'，y'）は同値
であるという．

トライセクション図式の例を述べる．図2はそれぞれClP2とs2x炉のトライセクショ
ン図式の例である．同じ曲線族に含まれる曲線は同じ色で表わしている．本稿では赤色の
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図1：船（S1XSりの種数gの標準的なHeegaard固式．

圏2:（左） ： CP2の種数 1のトライセクション図式． （右） ：S2x炉の種数2のトライセクション図式．

曲線達からなる曲線族を aとして，青色，緑色の曲線達からなる曲線族をそれぞれf3，ァと
する．モーメント写像による図2のトライセクション図式の構成が[6]に記されている．

4次元多様体Xに(g,k)ートライセクションX= X1 UX2 UX3が与えられると，各X1の
境界oxi＝船（S1XSりに対して，種数gのHeegaard分解が1つずつ定まる．これら 3つ
のHeegaard分解が定める Heegaard図式を中心曲面X1nX2 nX3 ~ Lgの上に描いたものを
心；a,/3,y)とすると，（Lg;a,/3,y)はXのトライセクション図式である．
逆に，トライセクション図式（Lg;a,/3,y)を1つ与えると， LgXびに対し， a,/3,yに沿っ

て 4 次元の 2—ハンドルを貼り付け（フレーミングは曲面フレーミングにより与える），その
後境界が3つの＃k(S1X sりとなるように 3—ハンドルを貼る．得られた 3 つの＃k(S1 X sり
をそれぞれ3つの hk(S1XDりにより埋めることで， 4次元多様体が微分同相の違いを除い

てただ lつ定まる．
4次元多様体のハンドル分解の接若の様子を炉内の枠付き絡み目として表示したもの
をKirby図式と言う． Kirby図式についての詳細については，［7]を参照して頂きたい． ト

ライセクション図式による閉4次元多様体の構成から， Kirby図式を得る事が出来る．本

稿で紹介する定理の証明はトライセクション図式から得られる Kirby図式を調べることで
行われる． トライセクション図式から得られる Kirby図式について，本稿では説明を省略

するが，［3］の 2章に記述があるので参照して頂きたい．

2.2 Kirby-Thompson不変量

Kirbu-Thompsonは曲線族を頂点とするある複体を経由して， トライセクション図式の“

複雑度”とも言える量を取り出すことで，閉4次元多様体の不変量を導入した．本章では

Kirby-Thompson不変量の定義を述べる．幾つかの記号を準備する． Lg上の2つの単純閉
曲線を c,c'とする．本稿では， cとc'がイソトピックであるとき cPc',cとc'が曲面の
イソトピーで摂動して横断的に 1度だけ交わるようにできるとき c!Dc'と表す．また cと
c'がイソトピックでなく，かつ曲面のイソトピーで摂動して非交和とできるとき c0c'と
書く．
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a=(a1,a2,...，％)をLg上の，互いに交わらない単純閉曲線からなる族とする．こg¥(Uim)
が2g個の穴の空いた球面と同相であるとき， aをカットシステムという．種数gの向き
付け可能閉曲面Lg上のカットシステムを頂点とする 1次元の複体を次のように定義する．

定義 2.4.Lg上のすべてのカットシステムの各イソトピー類を頂点集合rとして， C= 
(cげ 2,..,,cg),c'=(ci,c;,...,c')を任意の頂点とする． c,c'は次のいずれかが成り立つと

ふきに辺によって結ばれると定哉する：

(0)適切に曲線の番号を並べ替えることで， C炉c;u= 1, 2,..., g -1) かつ Cg0C~ である．

(1)適切に曲線の番号を並べ替えることで， c;PC:U= 1, 2,...,g -1) かつ Cgのc~ である．

頂点集合rに対し，辺集合を条件(0)及び(1)によって定義した 1次元の複体を， Lgのカッ
卜複体とよび， Cgと表す．また，条件(0)によって定められる辺をタイプ0の辺，条件(1)

によって定められる辺をタイプ1の辺と呼ぶ．

カット複体はHatcher-Thurstonによって導人され，連結かつ単連結であることが知ら
れている [8].（Lg;a,/3，y)を閉4次元多様体Xのトライセクション図式として， r。を， Cg
における aのタイプ0の辺による連結成分とする．几はカットシステム aとタイプ0で
繋がれるすべてのカットシステム及び，それらを繋ぐタイプ0の辺すべてからなる Cgの

部分複体である．部分複体rf3及び几も同様に定める．

注意2.5.2つの頂点c,c'がタイプ0の辺で繋がれているとする．このとき， cとc'は互
いに有限回のハンドルスライドにより移り合う．即ち，几，rf3,几に含まれる頂点は，各々
a,/3，yとハンドルスライドで移り合うすべてのカットシステムである．

定義2.6.a= (a1立2,...,ag),/3= (f31,/3ゎ・・・9/3g)を2つのカットシステムとする．組(a,/3）
が次の 2つの条件を満たすとき，（a,/3）は良い位置であると呼ぶ：

•各 i E {l, 2,...,g}に対して， a伊f3iまたはaiのf3iのいずれか一方のみが成り立つ．

• i * jならばaiと/3jは交わらない．

（Lg;a,/3，y)をトライセクション図式とすると，（Lg;a,/3），（Lg;/3，y)，（こ炉y,a)は船(S汲Sり
のHeegaard図式であった． Waldhousenの定理より，＃k(Sl XSりの任意の Heegaard分解
はイソトピーの違いを除いて一意であることが知られている．即ち，＃k(S1XSりの任意の

Heegaard図式はイソトピーにより，良い位憤であると仮定することができる．

定義2.7.Xを閉4次元多様体， T=（Lg;a,/3，y)をトライセクション図式とする．カット
複体Cg内の閉路Aで，次を満たすものをループと呼ぶ：

• A,はra,rf3,几と交わる．

•ある頂点 af3,ay E几n,;i,,/3y,/3aE rf3闊，アa,'Yf3E几国が存在して，（af3,/3a),(f3”'Yf3),(Ya, ay) 
は良い位憤である．

• ran,;i,,rf3n,;i,,ryn,;i,は，それぞれ(af3,/3a),(f3”'Yf3),(Ya, ay)を繋ぐ Aの部分路である．

lx,'TをCg内のすべてのループの長さの最小値とする．長さがlx,rであるループを最小ルー
プと呼ぶここで，（af3,/3a),(f3”'Yf3)，（松ら）は各々 g-k本のタイプ lの辺で繋がれている
ことに注意する． Aを最小ループとして， la(A)をranA内のタイプ0の辺の本数とする．
lp(,l), ly(A)も同様に定める．



26

このとき，

Lx,r = la(,1,) + lfi(,1,) + ly(,1,) = lx,r―3g+ 3k 

をトライセクションTの長さと呼ぶ．更に 4次元多様体Xの許容するすべてのトライ
セクション上を走らせたときの最小値をLxと書き， 4次元多様体XのKirby-Thompson不
変量と呼ぶ Kirby-Thompson不変量は4次元多様体の微分同相類に対する不変量である．

4次元多様体のKirby-Thompson不変量の計算例を紹介する．

例2.8.複素射影平面clP'2の(1,0)ートライセクション図式は図2（左）である．赤い単純閉
曲線を a,青い単純閉曲線を/3,緑の単純閉曲線をァとすると，組(a,/3）9(/3，y),(y,a)はす

べて良い位置にある．よって， LclP'2= 0である．

具体的に卜乞工セクション図式を構成することで， S4三戸，S改 S3,S2x炉の値も 0で

ある． s4,ClP'2,ClP'2,S1xs3,s双炉らは， トライセクション図式を構成すると， 3つ組の

内各2つ組が既に良い位憤であったため，自明な値をとることがすぐに分かる．一般には
トライセクション図式が構成されていても，不変量の値を計算することは容易ではない．

3 証明の概略

本章では定理 1.4,1.5の証明の概略について説明する．詳細については [3]を参照して頂
きたい．証明には次の補題を用いる．この補題は 1本のタイプ0の辺で結ばれている 2つ
の頂点（カットシステム）のホモロジー類について，その差を計算するものである．

補題3.1.Lgを向き付けられた種数gの閉曲面， a=(a1心2,...,ag), a'=_ (ll'~, a;,．．．，外）を
こ上の向き付けられた 2つのカットシステムとして， aとa'はカット複体C 上1本のタ
イプ0の辺で繋がれているとする．即ち， “P叫(iE {1, 2,..., g -l}), ag0a~ であると仮定
する．このとき， E1,...,Eg-lE {-1,0, 1}とEgE {-1, 1}が存在して，

g 

[a~] = ~ Ei[aiJ E H心）

が成り立つ．

トライセクション図式が与えられると，多様体の基本群やホモロジ一群はその図式か
ら計算することが出来る．補題3.1により， Kirby-Thompson不変量との間の関係を調べ
ることが出来る．

3.1 定理1.4の証明の概略

定理 1.4を再掲する．

定理3.2([3]）．閉4次元多様体Xはs1x炉を連結和成分に持たず，冗1(X)-::f:-1かつ冗1(X)-::f:-Z 
であるとする．このとき， Lx~ 6である．

（定理1.4の証明のスケッチ）
定理 1.4はLx::;5のとき，基本群が自明群または無限巡回群zに同型となることを示せ
ばよい． Lx::;5とすると，最小ループAについて， la(,l),lfi(,l), ly(,l)のうち少なくとも 1つ
は1以下である． la(,l)::; 1とする．
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(1) Case: la(,1,) = 0 

トライセクション図式（L;a,/3，y)から得られる XのKirby図式を調べると，簡単な議
論により XがS1x炉を連結和成分に持つか， 1ハンドルを持たないハンドル分解を

持つことが分かる．前者はs1x炉を連結和成分に持たないという仮定に矛盾し，後
者のケースは甚本群が自明である．

(2) Case : la(A) = 1 
a= (a⑲ 2,...,ag),a'= (ai,a;,...,a;)をran,1,上の2頂点で，ただlつのタイプ0の

辺で結ばれているとする．添え字はa炉外 (iE {1, 2,..., g-l}), ag0a~ を満たすと仮定
する． /3=(f31,/3公・・・9/3g),'Y= (y1,'Y2, ・ ・ ・，%)を各々 r/3nA,rynAの頂点で，（a,/3），（a',y)
がそれぞれ良い位置にあるものとする．このとき，各iE {l, 2,... g}に対して， トラ

イセクション図式（L;a,/3， y) から得られる Kirby 図式を調べることで， X の 1—ハンド
ルは高々lつであることが分かる．加えて， l-ハンドルが存在した場合，

•その 1—ハンドルに対応する a 内の曲線は ag であることと，

• /3g'Pag0a~Pyg のケースのみを考えればよい

ということが分かる． トライセクション圏式（L;a,/3，y)を用いて冗1(X)の表示を与え

ると，叫X)は高々1元生成であり，生成元が存在すればそれはagであることが分か

る．後はagとアiらの代数的交点数を調べればよい．補題3.1より，

g 

〈ag,Y;〉＝I叫',%〉＝ €i 

j=l 

を得る．ここで， E1,E2,..., Eg-1 E {-1, 0, 1}, Eg E {-1, 1}である．よって，冗1(X)が自明
な群か無限巡回群zに同型であることがしたがい，証明が完了する．

3.2 定理1.5の証明の概略

最後に，定理 1.5の証明のスケッチを紹介する．定理 1.5を再掲する．

定理3.3([3]）．閉4次元多様体Xの1次ホモロジ一群H1(X;Z)が有限群のとき，ある正の

定数C>Oが存在して， LxこC{log|Hl(X)1である．

（定理1.5の証明のスケッチ）
la(J) = m, IH1(X;Z)I = pく ooとする． mとpの間の不等式を， 1次ホモロジーの係数行列
を用いて与える．

（~;a,{3,y) を X のトライセクション図式として， A を最小ループとする．また，（a,{3) が
良い位憤であると仮定する．「託川の m+l個の頂点を， a（O)，a(1),．．．，a(m)＝ aとする．こ
こでhE {1,2,...,m}について， a（h-l)とa(h)はただ lつのタイプ0の辺で結ばれるとする．

(a(Ol,y)を良い位置であると仮定する． a（h)とyの各曲線aり，Yjの代数的交点数〈aり，Yj)

を並べたgxg行列を

こ
．
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I(O) ＝ （なば）

である．ここで， Eはサイズが(g-k)X (g-k)の単位行列で，その他はすべて零行列であ
る． H1(X;Z)が曲面このホモロジ一群とトライセクション図式から計算出来るため， I（h)

はH1(X;Z)の係数行列を部分行列に持つことがすぐに分かる．ここで，係数行列のある
kxk部分行列u。が存在して， p< ldetU:。Iである．その後， Hadamardの不等式を用いて，
detU。を U。のノルムの積により上から評価する． u。のノルムは， [(h)が列の基本変形に
より変化することから， mに関するべき乗で上から評価することが出来るので，対数をと
ることでmをpを用いて下から評価することができる．
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