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1 はじめに

逓減非線形レイリ一方程式について＊
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Waseda Research Institute for Science and Engineering, 

Waseda University 

前世紀後半，古典力学の範疇ではあるけれども，ソリトン [l]とカオス [2,3]の発見を契機として，非線形理論

の研究が飛躍的に発展した．それまでの無数の非線形理論の死屍累々を乗り越えた成果だと言えるので，パスツー

ルの名言「科学は思想の塞場である」は，この発展のことを見事に言い当てている．

高解像度かつ高分解能の超音波医療診断装置を用いることにより，ヒトの心臓壁上の興奮収縮による自励振動

の伝播が観測可能になった．収縮末期の大動脈弁閉鎖時に，大動脈弁の閉鎖に伴って心室中隔壁 (IVS)上に自励

振動が発生し， IVS上に沿って伝播する興奮波の位相特異点が観察された [4].そして，その興奮波の非線形変調

による位相特異点の力学特性が詳しく調べられた．この興奮波の位相特異点の 1次元の力学特性は， 1次元複素

ギンツブルグ—ランダウ方程式 (CGLE) における Bekki-Nozaki (BN)ホール解 [5]で記述できることなどが示さ

れた [6]. このことは，生体の筋原繊維レベルにおける複雑な非線形波動伝播がCGLEなどの物理的モデルで説明

できる可能性を秘めている，ことを示唆している．

一方，筋収縮系が収縮一弛緩の中間活性化条件の広い範囲にわたって自発的に振動収縮し，筋原繊維に沿って伝

播する現象 (SPOC)が観察されている．即ち，筋原繊維の中の各サルコメアは振動をして，各サルコメア長がゆっ

くりとした収縮相と素早い伸張相からなるノコギリ波状に自励振動する (SPOC)ことが観察されている [7]. アク

チンとミオシンのクロスブリッジの解離は収縮状態から急激に起こるので，サルコメアの時系列はノコギリ波状

の波形になると考えられている．このような SPOC波の仕組みを理解するための離散的な力学系数理モデルが導

入された [8].また，位相方程式に縮約した場合も考察して，筋原繊維上に現れるいろいろな振動パターンは，局

所的に位相を揃えようとする相互作用と大域的には位相を乱そうとする相互作用の拮抗の結果であることが示さ

れた [9].生物の心臓の動態をサルコメアレベルで数理的に解析するような研究はまだそれほど多くはなく，今後，

エントロピー弾性体 [10]と見立てた心筋収縮系に付随する非線形レイリー波や SPOC波などの特性が，正常な心

臓の動態を表現できることを確立していく研究が必要である．

ここで，我々は，非線形レイリー波に対して多重スケール変換を用いて [11,12, 13], 逓減非線形レイリ一方程

式(Reductivenonlinear Rayleigh equation: RNRE)の導出過程を示して，プラズマ波動における三波相互作用 [14]

を適用することで，非線形レイリー波の伝播がヤコビの楕円関数で表されることを説明し，伝播方向の変位の速

さが衝撃波的に伝播し，鉛直方向の変位の速さがパルス的に伝播していることを明らかにする [15,16]. 我々の研

究によって，非線形レイリー波と SPOC波とがその物理的メカニズムにおいて密接に関係していることの理解が

深まるかもしれない．ただし，多重尺度変換と初期値や境界値の設定が適切であるかどうかという数学的には基

本的な問題は，この報告書の範囲を超えているのでここでは論じない．

2 基礎方程式

弾性体の内部の 1点Aにおける物理的性質として，点Aを含む微小な体積についての平均値をとることが可能

なとき，その値は点Aの連続関数と仮定できる場合がある．このように，ここでは，ミクロな分子構造などを平

均して塗りつぶして得られる連続的な物理的性質をもつ仮想的な物質を「連続体」と定義する [17].連続体の運動

＊この報告の詳しい内容は，文献 [15,16]を参照してください．
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を記述するには，連続体の「各部分」が各瞬間において，どのような変位や速度をもつか，また，変位や速度以

外の物理量に対しどのような値をとるかがわかればよい．そのような「各部分」を指定するためには「座標」を

用いなければならない．それには，次の 2通りの表示の方法がある．

連続体を無数の粒子の集団と仮定して，各粒子の運動を調べるという表示を，ラグランジュ表示 (Lagrange

representation)という．例えば，時刻t=Oに，座標(X1,X2,ふ）の点にあった連続体の粒子が，任意の時刻tに

座標 (x,y,z)の点に来ているとすれば， x,y,zは(X1,X2,X3,t)の関数として，

x = fi((X1,X2,X3,t), 

y=h((ふ，X2,X3, t), 

z = h((X1,X2,X3,t), 

のように表される [17]. これら fi,fぁhの関数形がわかれば，連続体の運動を完全に知ることができる．座標
(XぃX2,ふ）は，物質座標 (materialcoordinates)とかラグランジュ座標 (Lagrangecoordinates)と呼ばれている．

別の表示は，任意の時刻 tにおいて，連続体内の位置座標 (x,y,z)で，連続体の物理量を調べるという表示で，

これをオイラー表示 (Eulerrepresentation)という．即ち，連続体の物理量を (x,y,z,t)の関数として調べる方法

である．これら 2つの表示の違いは，変数 (x,y,z)が，オイラー表示では独立変数であるのに対して，ラグラン

ジュ表示では従属変数であることである [17,18]. つまり，ラグランジュ表示が「粒子的」な見方をするのに対し

て，オイラー表示は「場」の見方をする表示である．

心筋の筋原繊維等をモデル化することを目指しているが，ここでは簡単のために等方的な弾性体表而上での伝

播を検討する．以下，形を持った弾性体を伝わる表面波の方程式を導出するためにラグランジュ表示を用い，弾

性体表面上で応力がゼロになる境界条件の下で，変位が小さい時，歪エネルギー密度を変分することにより，（線

形）レイリ一方程式を導出する．

2.1 パイオラ—キルヒホッフの応カテンソル

ラグランジュ表示における弾性体の変形前の座標を X=(ふ，Xぁふ）として，変形後の座標を x= (x1,x2, 叩）

とする．今後， uは，変位ベクトルU=(u1直2墨3),即ち，妬=X; -X, (i = 1,2,3)として，

u=u1+ut, 

と書くことにする．ただし，任意の変位ベクトル場は，回転を伴わない場と発散を伴わない場との和として表せ

るので，

rotu1 = 0, 

diVUt = 0, 

が成り立っ．このとき，グリーンの歪みテンソルEi1は，弾性体内の変形前後の任意の要素間の関係式から，

1 OXk OXk 
Ei1□（双試―妬），

が成り立つ [19]. また，上式より，グリーンの歪みテンソルEi1の別の表現

1 OUk 如 1(8u1 Bu, Buk Buk 
尻=2{信＋妬）（式心）ー妬）}=2威＋式＋式式）， (1) 

を得る．ここで，同じ添字が現れたときはその和を取るというアインシュタイン規約を使った．以後もこの規約

を使う．また，グリーンの歪みテンソルE;iの時間によるラグランジュ微分より，オイラーの速度歪みテンソル

(Eulerian strain rate tensor) eklが次のようにして得られる：

2DE;i = 2(aE;i) =竺生＋生五＝生生（生＋竺） =2生生
Dt at X BX; aXj aXi aXj BX; aXj 年 OXz BX; aXj 

ekl, 
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I 8v1 ovk 
ekl := -(—+-). 2 oxk 8x1 

ここで， Vkは要素速度(particlevelocity), 即ち Vk= Dxk/Dtである．

弾性体内部と表面に作用する内力と外力に関連する応力の解析は，ここでは，簡学のため，オイラー表示から

出発する．法線が方向余弦niをもつ而積要素dSに作用する力を Ji= ui1n1dSで与えるような 2階対称テンソル

びiJが存在する [19].この対称テンソル/Jijはオイラーの応カテンソルとして知られているので，

fi = /Jij令k1dxkdx1,

となる．このとき， fiを最初の位置における面積要素dS= dXkdふによって表す公式が存在するかどうかを調

べる．

fi =T,1令mndX砂Xれ 9

と置いて，以下，化が満足すべき必要条件を求める．さて，

釦 k Bxz 
Ji= a;1句kl凸 d叩＝％令kl dX叫 Xn,

BXm BXn 

となる．また，

如伽広 x 
葺 1BXm BXn BXp = E:mnpJい），

にBXP/仇を掛けると，
応知 X &Xp 

□ Xm&Xn =三Jい）仇'
および

f; = EmnpJ(;)悶;CY;jdぶ dふ＝もmnJ(;)悶伍，K叫 dXn,
を得る．以上より，テンソルT;iが満足すべき必要条件は，

T;i = J(;)応びik,
となる．この式を T;i を含む上の式に代入すれば，十分条件が示せる．このテンソルのことを，第 l パイオラ—キ

ルヒホッフの応カテンソルとよぶ．一般に， T;if-Tiiである．また，上の式を反転させると，オイラーの応カテ

ンソル°が

を得る．

p OXj 
％＝一
Po fJXk 
Tik, 

第 1 パイオラ—キルヒホッフの応カテンソル TiJ を求めるために，歪みエネルギー密度 W(Ei1) は，定義域内 Q

で，歪みテンソルEりについて偏微分可能な連続関数と仮定する．このとき，

aw aw aw aw 

aE;j a1i 
=―妬 +2― E;1+3― E;kE圧

ar2 ah 
(2) 

が成り立つ [19]. このテンソルを第2パイオラーキルヒホッフの応カテンソルという．ここで，歪みエネルギー密

度 W は，歪みテンソルE,jで，次のように一般化されたテイラー級数に展開される [19]; 

1 
W= —入Il+μh + aif + (31山＋祖
2 

ただし， Ii,h,hは，それぞれ，歪みテンソルの第1'第2および第3不変量である；

h=E;;, 

12 = E;jE勾9

h = E;jEjk広，．

(3) 
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ここでは，歪みエネルギー密度W は，歪みテンソルEりの第4不変呈以上の高次の不変呈は無視している．

これらの関係式と次の定義式：

Tij = 
aw axi aw 如

鴫 axk= aEkj (妬十 axk), (4) 

から，等方的な弾性体に対する第 1パイオラーキルヒホッフの応カテンソルTi1が求められる．今後，簡単のため，

第 1 パイオラ—キルヒホッフの応カテンソルの［第 1lは省略する．この応カテンソルT,jは，線形の場合，歪テン

ソルEi1とその不変量の高次の項を無視すると，式 (2)の応カテンソルびijに一致することがわかる．

また，歪みエネルギー密度W(式(3))は，歪みテンソルEi1に関して次数2と3の斉次方程式であるので，オイ

ラーの斉次関数定理により，パイオラーキルヒホッフの応カテンソルに対応している応カテンソルH,jを求めるこ

とができる [20].次数がd(?:2)の斉次関数Wd(aYk)=研Wd(Yk)(Yk = 8u,/8Xk)の場合を説明する．ただし， a

は任意の定数である．まず，歪みエネルギー密度 W は，歪みテンソルE,jにおける枷;/8兄に関して次数dの

斉次方程式であるので， a=lの場合，オイラーの斉次関数定理[20]より，

叫 (aui)=如 awd
axk axk a(如 /8ふ）＇

が成り立っ．定義域0内の全歪みエネルギー Wいま，

加 =f叫 d!1=リ~ 如 awd d!1 
n d。axka(如 ;axk)
= ! j [ a (awd  a awd 
d 
U i)  -Ui l d!1 

n 8Xk 8(如 /8ふ） axk a(如 /8ふ）
a awd 

= d巳叫。― dl u工（叫叫）d!1 
a 

=-di万Xk叫 d!1.

ここで，境界叩で応力無しという境界条件を使った．また，応カテンソルH,jを

Hik := 
awd 

8(伽 /8ふ）’

と憧いた．以下，簡単のため， 2次元等方的弾性体， a=l,d=2の場合を考察する．

次数がd=2の斉次関数として，定義式 (3)より，

1 
妬＝ー入If+μh,
2 

(5) 

(6) 

を採用し，これを式 (4) に代入すると，パイオラ—キルヒホッフの応カテンソル Tij が求まり， 2 次元線形レイリー

波の運動方程式が導かれる．即ち，変位u1(X1,X2,t)に対して，高次の微小項を無視すると，

枷 1 OU2 
Tu=(入+2μ) +入=Pu, T12 = H12 = P12, 

8X1 8X2 

82 fJT11 fJT12 2伊U1 2 02U1 fJ玉
Po戸 1= fJX1 + fJX2 = Cz fJXf + Ct aX? + (er -cD fJX18X2, (7) 

が成り立っ．ここで，
入+2μ2μCf 入 2(1-ap) 

Cf := , Ct := - r := -= 2 + -= 
Po Po'cfμ1  -2ap 

ここで， /Jpはポアッソン比である．同様に，鉛直方向の変位四(X1,X2,t)に対しても，

柁 8T21 8T22 2 82u2 2 82u2 82u1 
Po戸匹=8X1 8X2 = cz ax? 令 ax?+ (cf -cD 8X18X2' (8) 

が成り立っ．

後で，各式のオーダーを評価するため，微小パラメータ eを次のように決める；

c=O( 
枷 t訳)co= u(l) co= u~l). (9) 

ここで， Uいは， O(c)を表す．
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2.2 非線形弾性係数と非線形項

弾性体の表面付近だけに存在して，その表面に沿って伝播する表面波を考察する．このような弾性波をレイリー

波 (Rayleighwave) という．今後，簡単のために，弾性体は， 2次元 (XぃXり平而における，負のふ軸上の

ふ =0 を境界とする半無限空間 X2~0 を占めているとし，ふ軸方向に伝播する 2 次元レイリー波（四 =0) を

考える．

すでに前節で示されているように， 2次元レイリー波を記述する運動方程式は，式 (7),(8) より，外力がない

場合，ラグランジュ表示で，

和; oT;1 
Po ot2 = f)Xi (i,j = 1, 2), (10) 

と書ける [19]. 一方、式 (7),(8)を自動的に満たすようなスカラーの変位ポテンシャル（ヘルムホルツの分解定

理）か（ふふ）心(Xi,ふ）を導入する：

u= (u1, 四） = grad¢1 + rot(¢ ふ）．

ただし， X3はふ軸方向の単位ベクトルで，

釘＝—iAe"-1X2ei(kX1-wt)， 
む=Be心 X2ei(kX1-wt). 

(11) 

(12) 

(13) 

ここで， AとBは任意の定数で， Kとwはそれぞれレイリー波の波数と角周波数であり，釘=vk2-(w/c州，

向=v'炉ー (w/ei)2.このとき，ふ方向とふ方向の変位は，それぞれ次のように表される：

附＝悶＋塁=(kAe"1X2十四Be→)ei(kX,-wt), (14) 

狐 応四＝式― 8X1=→（叫eK1X2+ kBe心X2)ei(kふ—wt)_ (15) 

これらの関係式を用いて， Kalyanasundaram[21]に従って， 0(召）まで， レイリー波の応カテンソルが求まる：

Tu=(入+2μ)悶＋入芯+PoCi (悶）2 + Po鸞 (2:;:+芯）

+ poc虞悶+poc~{ (:;~f + (:;:f}, 

T12 =µ(:;~+ :::) + Po (:;~+ :::) (碕:::+2c~:; 

ここで，速さの次元に換算した非線形弾性係数は，次のように定義される：

叶=.2_ (入+2μ+ 2a + 2/3 + 21 
2po 

）， 

1 碕＝ー（入+6a + 2/3), 
2po 

噂＝上
2po 
(2μ+ 2/3 + 3,), 

名＝上
4po 
(2入十4μ+2/3+3,).

これらの関係式を式 (10)に代入すると，まず，伝播方向の変位 U1に対する運動方程式が得られる：

82u1 1 紅 11 8T12 
EJt2 =云 (ax1+ ax2)・ 

(16) 

(17) 

(18) 
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整理すると，

EJ2u1 阿 U1 2 02U1 02U2 0 0 
at2 ax2 e -(ef -en = F1 + F': 公

t ax2 EJX1EJX2 EJX1 EJX2 

となる．ただし，凡と凡は，非線形項で， O(cりであり，

凡=ei (芯）2 + e~ 芯 (2訊＋芯）噂芯芯 +e~{(芯）¥(芯）2}' 
恥=(! 悶＋幻 (e虞+2e~: 塁）

全く同様にして，鉛直方向の変位U2に対する運動方程式も求まる．まず，応カテンソルは，

T21 = 
枷2 EJu1 EJu1 EJu2 2 EJu1 2 EJu2 
μ(ax1 + axJ+Pa(ax1 + axJ (e3EJX2 +2e4axJ' 

T22 = (入+2μ):;:+入:;~+Poei (:;:) 2 + Poe~: 悶~(2:;: + :;J 

+poe虞~:悶+poe~{ (二U¥(晟）2} 
従って，鉛直方向の変位U2に対する運動方程式は，

びU2 20加阿U2 EJ2u1 0 0 
-e 

犯 tax2 -el ―(er-en = G1+ G2, 
1 ax? ax直X2 EJX1 EJX2 

となる．ただし，

G1 = (二1 十罠）（二~+2e虚），
G2 = ei (芯）2噂芯 (2芯＋晟）噂訊芯 +ei{ (芯）¥(芯）2} 

次に，弾性体表而 (X2= O)で応力無し T12= T22 = 0という境界条件は

如如 1
T12 = [ EJX2 + EJX1十耳F2]ふ =0= 0, 

T四＝［信— 2) 氣+~:;:+化］ふ=0= 0, 
となる．

2.3 レイリー波を記述する基礎方程式系

(19) 

(20) 

(21) 

(22) 

(23) 

(24) 

(25) 

(26) 

(27) 

(28) 

今後，添字の煩雑さを避けるため，レイリー波の伝播方向の波数(k)と縦波の速さ (Ct)を使って，次のように，

物理量を無次元化する：

x = kX1, y = kX2, u = ku1, v = ku2, k叫→t. 

このとき，変位(u,v)に対する無次元化された運動方程式は，次のように書ける：

[J2u [J2u [J2u 82v 8 8 
£1(u,v) :=戸―r戸―戸―(r-l) 8x8y =面凡(u,v)+面凡(u,v),

[J2v [J2v [J2v [J2u [) [) 
ら(u,v):=戸―戸―寄戸―(r-1)麟 y=面G1(u,v)+面ら(u,v).

境界条件も同様に， y=Oにおいて，式 (27)と式 (28)から，

麟，v):= [塁＋塁］＝ー[F2(u,v)]y=D'
y=O 

恥，v):= [け-2)竺戸竺］ — 

枷 ayy=O 
= [G2(u,v)]y=O, 

(29) 

(30) 

(31) 

(32) 
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となる．

また，レイリー波は，弾性体の表面付近に局在して伝播する波動であるので，

lim u(x, y, t) = lim v(x, y, t) = 0, 
y→ -00 y→ -00 

(33) 

を満たさなければならない．式 (29)から式 (33)が非線形レイリー波の伝播を記述する基礎方程式系である [21].

次に，式(29)から式 (32)を線形化 (Fj= Gj = 0 (j = 1, 2)) して，レイリー波の伝播速度を cとして，変位に

対する平而伝播解を求めると，

V, = q(qaeP1Y _ f3eP'Y)ei(x-ct), (34) 

V = ip2 (-aePlY + qf3eP叫i(x―ct), (35) 

が得られる．ただし，ここでは，四と l'.1を無次元化し書き換えて， Pl=y'1ご戸と P2= ✓ 「ご百万， q2= P1P2 

とする．また，任意定数aとf3は，今後，断らない限りは非線形弾性係数を意味しないもとする．係数7も同様であ

る．式(34)と式 (35)を式(31)と式(32)に代入して，整理すると，弾性体表面 (y= O)で応力無し (T12= T22 = 0) 

という境界条件から，次のように， 2次の正方行列M が得られる．

ここで， a(3f-0なので，

M (;) = (2 :;: 2 =!;) (;) = (~) 

det(M) = 
2-c2 -2q 

=0, 
-2q 2 -c2 

:. (2 -c2)2 = 4q2 = 4P1P2, 

を得る．式 (37)から，レイリ一方程式 [22]が導かれる：

c6 -8c4 + 8 (3 -~)役— 16(1 ーり =0.

(36) 

(37) 

(38) 

弾性体としてゴムの場合を考えると，ゴムのポアッソン比は Up= 0.46なので， r= 13.5となり，レイリ一方程

式(38)を数値的に解くと，ゴムのレイリー波の位相速度 CRS:! 0.95Ctが求められる．

このとき，式 (31)と式 (32)から， 2q=2-c2が成り立つので，

a=f3. 

そこで，今後，弾性体表面 (y= 0)での非線形レイリー波の伝播を考察するため，

"/ :=°'= /3, (39) 

と置く．

2.4 多重尺度法と逓減非線形レイリ一方程式

十分時間が経った時のレイリー波のゆっくりした漸近的な振舞の特徴を理解するために，時間と空間に対して，

多重スケール展開を導入する [11,12, 13]: 

~= E:X, T/ = E:Y,'T = E:t. (40) 

レイリー波の伝播方向の変位u(x,y,t)と鉛直方向の変位v(x,y,t)を次のようにフーリエ変換を用いて表すと，

00 

u(x,y,t) = J A(k,Y,(,'T/,T)eik(x-ct)dk, 
-00 

00 

v(x,y,t) = J幻(k)B(k,Y, (,'//, T)e心(x-ct)dk,
-oo 

(41) 

(42) 
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となる．ここで， Y=ky, 便宜上，符号因子O"(k)=sgn(k)を導入した．また，変位uとvは実数であるので，実

数条件より，複素振幅 A(k,Y,~,1/,T) と B(k,Yふ 1/,T) に対して， A(-k) = A*(k)とB(-k)= -B*(k)が成り立

っ．星印（＊）は複素共役を意味する．

同様に，非線形項FJとGi(j = 1,2)もフーリエ変換を用いて表すと，

00 
Fj(u,v) = j F'j(k)eik(エーct)dk,

-00 
00 

叫 v)= j G1 (k)eik(x-ct)dk. 
-00 

となる．ただし，非線形項のフーリエ成分F'jとGjは式(20)から式(26)より，

となる．

00 
F1 =~[00 k'(k -k') [ciA(k')A(k -k')噂 {2A(k')+ By(k')}By(k -k')] dk' 

+ J lk'(k -k') [ -C砂 (k')B(k-k') +叶{Ay(k')Ay(k-k') + B(k')B(k-k')} ]dk', 
-00 
00 

凡=i J lk'(k -k'){ -C訪(k')+ 2c砂 (k')}[A(k-k') +恥(k-k')]dk', 
-00 
00 

G1 = i j ik'l(k -k'){ c~Ay(k') -2ciB(k')} [A(k -k') +恥(k-k')]dk', 
-00 
00 

G2=-f k'(k-k')[c訊 (k')恥 (k-k')+哨{2By(k')+ A(k')}A(k -k')] dk' 
-00 

+ 1:lk'(k-k') [-c託 (k')B(k-k') + cH Ay(k')Ay(k -k') + B(k')B(k -k')}] dk'. 

式(41)と式(42)を式(29)と式(30)に代入すると，

£1(A, B) := (r -c2)A-Ayy + (r -l)By 

(43) 

(44) 

=f [2icふ+2irA< + 2a(k)Ay11 -a(k)(r -l)B11 + i(r -1)恥 +i尻+a(k)[F2]y], (45) 

ら(A,B):= (1一役）B-rBvv-(r-l)Av 

=i [ 2icBr + 2iBe + 2四 (k)恥+u(k)(r -l)A,, ―i(r-l)Ave+u(k)G1-i[G2Jv]・(46) 

を得る．境界条件も，式(41)と式(42)を式(31)と式 (32)に代入して，

氏(A,B) := Ay -B =ー叶(k)A戸 iBeげ (k)凡］，
屁(A,B) := (r -2)A + rBy = -i [ra(k)Bry -i(r -2)Ae -iら］．

を得る．

一方，複素振幅A(k,Y,.;,rJ,T)とB(k,Y,.;,rJ,T)を次のように摂動展開する：

式(34)と式(35)から，

A= cA1(k, Y,.;,rJ,r) + c2iA2(k, Y,.;,rJ,r) + 0(星），

B = cB1(k, Y,.;,rJ, r) + c2iB2(k, Y,.;, rJ, r) + O(c3). 

A1(k,Y, い，rJ,r)= q(qa(k,.;,rJ,r)eP,Y -f3(k,.;,rJ,r)eP2Y), 

B1(k, Y,.;,rJ,r) = P2(-a(k, ふrJ,r)eP'Y+qf3(k,.;,rJ,T)eP2Y), 

を得る．弾性体表面(Y=rJ = 0))では，関係式(39)より，

,k(<;, r) := a(k, .;, 0, r) = f3(k, .;, 0, r), 

(47) 

(48) 

(49) 

(50) 

(51) 

(52) 

(53) 
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と書き換えられる．

式(49)と式(50)を式(45)と式(46)に代入すると，

£1(A2,B2) = (r -c2)A2 -A2vv + (r -l)B2v 

1 
=y;; い{2cq髯+(r+ l)q国—叩(r -l + 2pi)a(k)ary} 

+ ep,Y { -2cq/37 -(2r + p~ — rp珈）q/3< + ip2(r + l)qa(k)/3ry} + N1], 

ら(A2,凡） = (1-cり凡―rB2vYー (r-l)A2v 

=¼[eviY { -2cp2年—四(2+ rpi -pi)a< + i(r + l)q2a(k)ary} 

＋戸{2cqp砧+(r+ l)qp退+iq(r -1-2喝）a(k)叫 +N2],

を得る．同様に，弾性体表面で (Y= 1/ = 0), 境界条件は

B1(A2, B2) =A2v -B2 

1 
=y;; 加(1-q),< + ia(k)q(qary -f3砂十凡］，

氏(A2,氏)=(r -2)A2 + rB2v 

1 
=-[ -(r -2)q(l -q),E + ia(k)rp2(qf3~- a~)+ N月，．
k 

となる．ただし，非線形項凡 (i= 1,2,3,4)の詳細は文献[16]に譲る．

非線形項に含まれる永年項を除去して， A2と恥を次のように，

10 

A2 = U1ep,Y + U2eP2Y +区j凱 (k.k')exp[Ti(P1,P2)Y]dk1, 
i~l I, 

10 

凡=Viep,Y + V2ep2Y苔l ふ(k.k')exp[Ti(p直）Y]dk'. 

(54) 

(55) 

(56) 

(57) 

(58) 

(59) 

置くことができる [16].このとき，式(58)と式(59)を式(54)から式(57)に代入して，いと怜を消去して，整理

すると，

2p凸— (2- C罰=![L2ー q弘.2 
k 四(r-1)

+ p2ae + iq a,,, -qp2fJe -iq島+c山 (k)

10 

-k~J (W;T; -X;)dk'] =凶， (60)

(2 c2)防 +2pぷ＝
1 rL2+(r-2)L1 -- d - r -l + (r -2)q因— irp2a71 -(r -2)qf3e 

10 

+irqp凸＋叫k)+旱 (k)-k~l (rXiTi十 (r-2)Wi)dk'] =忍， (61)

を得る．行列 M に対する左固有ベクトル£は，即ち， £M= (0,0)を満たすので，

,C = (q,p2), 

で与えられる．このとき，式(60)から式(62)より，

qN1 + P2N2 = O, 

(62) 

(63) 

が成り立っ．詳細は文献[16]に譲るとして，式(63)の代数的なやや長い計算をして整理すると，最終的に，弾性

体表面 (ry=O) での複素振幅咋(~,T) に対して，

ぁK 釦k 00 

冗 +c珂＝ー［が(k-k')1-l(k, k'),k'1k-k'dk'+ 1 k'(k'-k)K,(k, k'),k'1k-k'dk', (64) 
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を得る．ここで，積分核H(k,k')は，

叫，k')=上[P'+ 四(r-1) [ (P1(2-r) 砂 s+ k) { 2(Ci -c~)q2 k 
P (s + P1k)(s + P2k) rq 

-(c~+ 2cI)(が+p加+sp2(P~- l)(c~+ 2cI -2c賃）}+q叶+!ik)x 

{P2k(p~- 1) [(c~+ 2cI)Pi + 2c賛］ー2(ci-c~)q喝s+ (c~+ 2cI)(q4 + p~)s}]]. (65) 

ただし， PとP'は弾性体に関連する定数であり， s= P1(k -k') + P2k'と鷹いた．

また，積分核K(k,k')は， k"= k'/k, d1 = er -c~, 必=c~+ 2ciとして，

1 
K(k") :=戸[Q'+(Ki+応＋応＋的＋氏）/k"], 

P2(r -1) 
柏 (k")= P1(2k" -1) + P2 [(di+ d討 +c~(p附 +p各ー 2qり］

(2-r) q 
x [ -q(2k" -1) - + P2(2k11 -l){P1 (2k" -1) +ー，

Pl 
｝］ 

応 (k")= P2(2f1~r~ —~~~PI [-q{p2(2k" -1)十Pi(!;r) }{di+疇＋砂(1-pが｝

噂 {p2(2k11-1) +勾(2k"-1){疇＋疇 +c~(l-pザ｝］，
Pl 

応 (k")= 
叩 (r-1) P1(2-r) 

(Pi+ P2) [P1(k11 -1) + P2(k11 + 1)]卜{P1(k11-1) + P2k" + rq } 
x { 2dぷ＋必（が+PD+(P1(k11 -1) + P2k")P2(l -p~)(d3 -2c喝）｝

叫 P1(k11-1) + p2k" + -q PJ 
X {四(1-pり（疇 +2c賛）ー (P1(k11-1) +p2k")(2d1q喝心（が+p各））｝］，

応 (k")= 
五 (r-1) ｛四(k"-1) +p1k" + P1(2-r) 

(p1+P2)[P2(k11-l)+P1(k"+l)] rq } 

X [2d1q2 + d討+p~) -{四(k"-1) +p1k"}四(1-p~)(d3 -2c喝）］，

氏 (k")= 
-qp~(r -1) 

(Pi+ P2) [P2(k11 -1) + P1(k11 + 1)] P1 
｛四(k"-1) +p1k" + J_} 

X [加(1-p~)(疇 +2c賛） + {P2(k11 -1) + p1k11}{2d1q清＋必（が国）}]. 

(66) 

式(64)を，ここでは，逓減非線形レイリ一方程式 (ReductiveNonlinear Rayleigh Equation, RNRE)と呼ぶことにす

る．詳細は文献[16]に譲るが，典型的な等方的弾性体に対して，稜分核1-l(k,k')と積分核K(k,k')の値が，非負

の値を取ることを確かめている．

3 逓減非線形レイリー方程式のパラメトリック励起モデル

式(29)から式 (33)までの非線形レイリ一方程式系を，適切な境界条件と初期値に対して，一般的に，解析的に

解くことは簡単ではない．従って，多菫尺度法で摂動展開し [11,12, 13], 弾性体表而で伝播するレイリー波に着

目して，任意の高調波までの非線形相互作用を表している積分核H(k,k')と積分核K(k,が）を含んだ式(64)逓減

非線形レイリ一方程式を導いた．導出過程から明らかなように，式(64)の積分は和に置き換えることができるの

で，式(64)は，弾性体表而(Y= TJ = 0)で，

あk 8"(k 
— +c―＝ー L k'(k -k')H(k, k'hk''Yk-k'+ Lが(k'-k)K(k, k'hk''Yk-k'・(67) 
街灰

k'=l k'=k+l 
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を得る．式(67)(RNRE)を，適切な境界条件と初期値に対して，解析的に解くことはまだ難しい．

そこで，文献[15]で示したように，レイリー波の基本波(k= 1)と第2高調波(k= 2)のパラメトリック励起モ

デルを導入して，レイリー波は非線形振輻変調によって，ソリトンとして伝播できることを示した．即ち，非線形

振幅変調を受けたレイリー波の電波の様子は，理論的に，ヤコビの楕円関数によって記述できる，ということが明

らかになった．今回の研究によって，このパラメトリック励起モデルは，任意の高調波までの非線形相互作用を含

んだ式(67)にまで拡張されたので， レイリー波の第Kモードと第2k高調波モードのパラメトリック励起モデル，

缶k {)"fk 
— +c—= 2k吠(k,2kh2国，
街淡~

(68) 

ぁ2k 872k +c = -k切 (2k,k)沿 (69)
缶波

が成り立っ．一般に，積分核1-l,Kの中身は具体的にポアソン比と非線形弾性定数が決まれば定まる．ここで，結

合定数は，例えば，ゴムの場合，式(65)と式(66)より， K(l,2) = 0.114, 1-£(2, 1) = 0.113である．

式(68)の右辺の符号は正であるので第kモードの不安定化を促す一方，式(69)の右辺の符号は負であるので第

2k高調波モードの安定化を促す．従って，このパラメトリック励起モデルは，定性的には，第 Kモードと第2k

モードとの相互作用の安定と不安定の拮抗を記述しているモデルと言える．

野崎~内[23]は，非線形相互作用をするプラズマ波に対して，三波相互作用を考察して，ソリトンが伝播する

ことを論じた．逓減非線形レイリ一方程式(RNRE)に対して，三波相互作用を考えると，

811 缶1
— +cー＝△kl "tk"tkー 1'
缶 淀

(70) 

釦k-1 8"/k-1 +c 
街淡

＝△ k2"/k叶， (71) 

8"/k 缶K
— +c—=—• k3勺k-l"/1,
缶淡

(72) 

が得られる．一般に，この三波相互作用は，任意の三波"Im心t,"/k(m+l = k)に対して，拡張できて，三つのモー

ドの相互作用の安定と不安定の拮抗を記述している．

簡単のため，最も基本的な場合を考察すると，

街1 缶1
— +c— 
街淀

＝△ 311312, 

的2 012 
— +c—=• 
街洸

321311, 

013 013 
— +c—=—• 331211, 
街洸

となる．ここで，正の定数△3j (j = 1, 2, 3)は，

△ 31 = 6K,(1, 3), △ 32 = 3K,(2, 3), △ 33 = 2[11.(3, 1) +知3,2)]. 

で与えられる．例えば，ゴムの場合， X1 = 1とゅ=5/6のとき，ポアッソン比Up=0.46なので，

△ 31 = 0.473, △ 32 = 0.473, △ 33 = 0.470. 

(73) 

(74) 

(75) 

となる．式(70)から式 (72)あるいは式(73)から式(75)は，文献[23,16]で説明されているように， 4個の保存呈

を持つことにより，各高調波がヤコビの楕円関数で記述できることが示される．

ここでは，文献 [23,24]に従って，式(73)から式 (75)に，適当な変換を導入することによって，非線形振動子

を記述するサイン—ゴルドン方程式を導いて，ソリトン解を持つことを説明する．

まず，ガリレイ変換く=I;一知（入-/-c)を導入して， "/3'まくだけの関数と仮定し，式(73)から式(75)を書き直

すと，

＊ I △ 31 
万＝ ~ 1312, 

c —入

I △ 32 
12 = 

＊ 

c-入
~ 1311, 

I △ 33 
13=- ~1112, 

c —入

(76) 

(77) 

(78) 
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となる．プライム記号はくに関する微分を意味する．ここで，次のような変換を導入する [23,24]: 

2 
ゆ(():=; /(11(z) dz, (79) 

-00 

．心
匹（＜） : = a2sm-2, 

ゆ
,3(() :=°'1 cos-. 

2 

ここで，凡 °'1心:2 は定数である．以上の式から， ,1 と ,2 が実数のとき，次のサイン—ゴルドン方程式

ゅ"(()= 82sinゆ，

が導かれる．ただし，

K △ 33 
~-口叫（豆いc士K

サイン—ゴルドン方程式 (82) の解として，無限遠方で一様状態に漸近する場合，

心(()= 4tan―l[e勺，

を得る．式(76)から式(83)より，式(76)から式(78)に対するソリトン解

う'1(()= 1,,Jsech[J(], 12(() = a2 sech[Jく］，ぅ'a(()= -a1 tanh[J(], 

が得られる [23]. これらのソリトン解は，ヤコビの楕円関数の母数が1の極限から得ることが出来る [16].

(80) 

(81) 

(82) 

(83) 

一方，非線形レイリー波の伝播を記述する基礎方程式系 (29)から (33)の数値解によれば，レイリー波の伝播方

向の変位の速度成分は衝撃波的振る舞いをし，その鉛直方向の変位の速度成分はパルス的振る舞いをすることが

示されている [25,26]. しかし，レイリー波の電波の数値解がどうしてそういうふうに振る舞うのかは明らかでは

なかった．非線形レイリー波に対して，パラメトリック励起モデルが仮定できる枠組みの中で，非線形レイリー

波の弾性体表面上の伝播がヤコビの楕円関数やソリトン解によって記述できることが示されたので，非線形レイ

リー波が衝撃波的プロファイルやパルス的プロファイルを形成することなどが理論的に説明可能になった．この

ことは，非線形レイリー波の伝播を解析する場合，パラメトリック励起モデルが役立つことを示している．

4 今後の課題

これまで，弾性体の表而波(SAW)の生物物理への応用を目指して，筋原繊維や心臓壁などはゴムのような弾性

体と仮定して，弾性体理論[11,12, 19]が非線形な場合に対しても適用できることを報告してきた (2019年，春と

秋の物理学会， [15],[16]) . 心筋など筋原繊維は繊維状であるため，非等方性を持つ弾性体表而波の伝播の場合

[27]に拡張する研究がまだ残されている．非等方性をもつ弾性体に対しては， RNRE(67)における秋分核7-lと

にはより複雑な形になるけれども，形式的には，同じように表せると予想される．

また，弾性体としての金属などとは違って，特に，ゴムは， Gough-Joule効果として，エントロピー弾性を示す

ことが知られている [10,19]. 従って，熱的効果を含むレイリー波の伝播を考察することも重要である．心筋細胞

に熱を加えると振動が励起される現象 [30,31]を説明するには，むしろ熱の寄与は重要であると考えられる．一般

に，熱的効果を考慮した弾性体の内部エネルギー (u)は，歪テンソル (Eii)とエントロピー (S)の閲数として与

えられる．温度 (T)は，内部エネルギーのエントロピーの微分で与えられる．今後，内部エネルギーが少なくと

もエントロピーの 2次のオーダーまで考慮されている非線形理論を研究しなければならない．大動脈弁の開閉に

よる心臓壁上の興奮波の伝播の解析において，温度依存性の影響の評価に役立つことが期待されるので，熱的効

果が考慮されている弾性体表面を伝播する RNREの厳密解を求めることが当面の目標である．

谷内俊弥先生が創生した逓減摂動法 (ReductivePerturbation Method) [24]は，プラズマ中の非線形波動現象を

解明することに大いに貢献してきた．高温プラズマにおけるドリフト波乱流の研究[28]において，チャーネイ・ハ

セガワ・ミマ方程式 [29]が大きな貢献をしたことを考えると，ここで報告した逓減非線形レイリ一方程式 (67)

(Reductive Nonlinear Rayleigh Equation)の解析的な研究は，生物物理や医療工学における筋収縮系の理解を深める

ために，重要な寄与をすることが期待される．
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