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1 コトの物理学

モノ〈物質)の科学とコト(情報〉の科学はエントロピーの諜念を共有しているが，長らく別々に発

展してきた.しかし，この 10年，両者が急接近している.これは物理学においてスピングラスの理論

(統計力学〉が発展したことと，情報分野において多体問題への関心が高まったことで，機が熟したのだ

といえる.さらにその背景には計算機，清報インフラの飛躍的な進歩がある.

この講義は，具体的な事例を紹介しながらコトの研究iこそノの理論を生かす擦の望書所を伝えることを

自的としている.レプリ方法が靖報分野に現れる諜々な問題へアプローチするための強力な方法である

ことを示し，また，統計力学と構報論の関で発展している近似法について説明していく.

1.1 ランダムK-SAT問題

1.1.1 ランダムK・SAT問題とは

情報の世界には，その複雑さのため，解き明かすことが密難な様々な問題が発生する.そういった問

題に対して，統計力学の手法を舟いてどのようにアプローチできるのかということを探っていきたい，

倒として，まずはランダムK-SAT問題を議論する.
まず，真偽に対応したN留の論理変数(リテラル)の組

X = (Xl) = {O，l}N (1) 

があるとして，忽から選んだK留の変数に対して，それ自身またはその否定を orでつないだ論理式の

基本要素を“K-節{クローズ)円と呼ぶことにする.たとえば3-蔀は次のようになる.

Cl(X) 

C2(X) 

XIVX3VX7 

X4VX5VX9 

K-SAT問題はAl倍のK-節をandでつなげてできる論理式 (K-CNF)

F(xIC) = C1(X)八C2(x)八...八C!If(X)

(2) 

(3) 

に対して，その値を 1(真)にする解〈完全充足解=SAT解〉が存在するかどうかを判定する決定問題
である.

なぜここでK-SAT問題を取り上げるかというと，これがNP完全問題の標準形となっているからで
ある.NP完全問題とは問題サイズに関する多項式程度の時間で互いに書き換えることのできる組み合
わせ問題の，あるクラスの集まりであり，現待点では在意のNP完全問題を効率的に(問題サイズの多

*これは 2006年 11月に大阪大学大学院理学研究科で行われた集中講義の講義ノートである。
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項式時間で〉解く方法は見つかっていない.けれども，互いに多項式程度の時間で書き換えられるとい

うことは， NP完全に属するある問題クラスの佳意の問題を多項式時間で解く方法が発克できれば， NP 

完全に屠するすべての問題が多項式持関で解けることを意味する.K-SAT問題はこういった文脈におい

て組み合わせ問題の標準的な表現として広く取り上げられているのである.

K-SAT問題の構造を調べるために， r節数!vJに対して， SAT解の存在する問題の割合はどのように変
化していくかJ，ということについて謂ベる.そのためにランダム K-SAT閉題について考察していく.

これはランダムにK-SAT問題を生成し，生成した問題のうちSAT解をもっ問題がどれくらいの割合で

あるのを調べていくというものである.

まず重感的に考えると，Kが3以上のときは，節に含まれる変数のうちどれかひとつが真であれば，

その節は真となるので，各節を真にするのは比較的簡単である.第数M が増えると，全部の節を満足す

るのは難しくなるが， A1が十分多ければ次に示すように節の問での矛盾がみえやすくなり，判定は易し
くなる.

節関で矛盾が生じる例 :Xl，X2， X3に関するすべての3・節を同時に真とすることはできない.

XIVX2VX3 XIVX2VX3 XIVX2VX3 XIVX2VX3 

XIVX2VX3 XIVX2VX3 XIVX2VX3 XIVX2VX3 

それではα=A1/NIこ対してSAT解をもっ問題の都合がどのように変fとするのかをみてみる.Af，N>>1. 
α= 0(1)の状況を考えると次のようになることがわかる.

• K=  1:α によらず， UNSAT解の誤合がA倒的に多い.

• K=2:α<1のとき SAT解が圧倒的に多く， α>1のとき UNSAT解が圧間的に多い.

• K =3以上 :α<αcのとき SAT解が圧倒的で， α>αcのとき UNSAT解が圧倒的となる αcが
存在する.

ただし，K = 1，2については数学的に厳密な結果.K=3以上については数誼解に基づく予想である.

ここで， α=αcでの振舞いを理論的に解明し，できればαc(K)の植を理論的に評倍したいのだが，こ

こに困難が生じる.というのは，この問題をナイーブに解こうとすると，まずSAT問題を発生し，それ

に対してSAT解があるかどうかを譲べることになるが，その手間が指数関数的に増大してしまうのであ

る.さらにSAT解の誤合

PSAT ニ ~P(C)ð(ヨx S.t. F(xIC) = 1) (4) 

C 

を求めたいのだが，これが与えられた節数の下でのSAT問題のすべての可能性に関して平均を必要とす

る r2重平均Jの構造になっていることで問題がもう・段複雑になっている.この r2重平均j を評価す

る有力な手段として物理の方法であるレプリカ法が登場する.

1.1.2 レプリカ法の概略

レプリカ法は統計力学において，不規員り系の分配関数の-般化モーメントを求める方法であるが，次

のようにレプワカトリックを用いて，対数の平均値を求める目的で使われることが多い.

[In Z(J)]J 出会n[zn(J)]J
lim izn(J)lJ -1 
nー→o n 
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ηが自黙数のとき， 次のような展開ができることがポイントである.

[zn(J)]J = 乞P(J)(玄e-sH(8IJ))η
J 8 

L LP(J)e-β I:~=1 H(SkIJ) (6) 

81，82，…，8n J 

乞 e-ßL~=1 HCff(Sl，S2，...，8
n
;β) 

SI.82…S
司

nを自然数として展開を行ったが，レプヲカトリックにおいてはn→0という操作が必要である.レプリ

カ法では，この操作を自紫数に対して得られた (6)式に関する解析的表現を実数に解析接続することに

より実行する.自然数から実数への解析接続とも、う飛露を倖う計算法であるため，レプリカ法で得られ

た結果が正当性をもつかどうかには十分注意する必要がある.

(6)式の展開においてH(SIJ)が現れた.これはエネルギ一関数であるが， K・SAT問題についてはエ
ネルギ一関数を次のように導入することでレプリカ法による解析を行うことができる.

M 

H(aIC) =乞(1ーら(a))= r非充足節の個数J
μ=1 

((G  if 仰)泌isfied
1-Cμ(a) = < 

11 if C/.L(a) unsatisfied 

(7) 

このようにエネルギ一関数を書けば K-SAT需題は fエネルギ一関数の最/ト値がゼロかどうかj を判定
する問題と言い換えることができる.数式で表現すれば次のようなことになる.

zがSAT解である条件

F(aIC) = 1 ←→ H(aIC) = 0 

SAT解が存在する条件

F(:3aIC) = 1 ←→ I吾n{H(aIC)}= 0 

要は最小エネルギーがゼ、ロかどうかを判定できればよし¥(図 1).

SAT解がある場合 SAT解がない場合

H(xIC) 

。
SAT禦 x 0 

図 1:SAT問題のエネルギー撞像

つまり， SAT解を持つ関題の割合 PSATは

PSAT 乞P(C)J(ヨ♂ s.t.F(aIC)二 1)
C 

乞P(C)6(tnH(z|C)=0)
C 
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となり， r最小エネルギーがゼロとなるj 爵題の割合ということになる.しかし，ランダムに与えた問題
Cの最小エネルギーは Cに複雑に依存するランダム変数となるため，その統計的振舞いを解析するの

は，やはりー筋縄ではし、かない.

その苦境を救ってくれるのが，最小エネルギーの下界を表す分配関数である.分配関数Z(βIC)を導
入することで， K-SAT問題を次のように統計力学的に定式化することができる.

e-sminx{H(SIJ)} < 乞eβH(SIJ)= Z(βIC) 
x 

1 
(9) I三n{H(忽 IC)} 三 -slnZ(βIC)

学問|C}}=A-jlnZ例

(9)式は情報理論の通信路符号化定理に関連して用いられる不等式であり，しばしばArimoto不等式と

呼ばれる.つまり，任煮の逆謹度β>0の分配関数(の対数)の統計的振舞いがわかれば， β→∞の極

限で，最Ij、エネルギーの振舞い，つまり， SAT問題の振舞いがわかる.ここで分配関数から自由エネル

ギーfが

Nf=十刷C) 、a-E
Z

，，，
A
U
 

唱
Z
A

，，，a-ez
・‘、

と得られるが，この自由エネルギーfが (9)式からわかるように評価すべき対象となる.f は C に依
存するが，fがその典型的な値をとり得る確率は，大偏差統計に従ってNの値に慢して指数的に 1に近
づき，相転移現象が観測される N，!v/-:>>1の状況では以下のようなスケーヲングが期待される.

Z(βIC)rve-Nsf 

P[! =一三一InZ(βIC)]rve-Nc(f;s)
Nβ 

、‘B
a

，r
'
i
 

'a-A 
i
t‘、

(f "，0(1)) 

Pr[! = -} ，In Z(3:C)) 
;¥，，1 

f* 

密 2:大偏差統計により，典型笹fが得られる確率はほiま1

大偏差性に着目すると， SAT-UNSAT転移について図3のような描像が得られる.

大偏差統計での典型的な績とは

fネ=~ーがn[Z(βIC)]c x 
(-]右手nZ(βIC)]c 0 
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α<αcα>ac 
/=0が呉重量〈最擾量) J>Oが典型量。UNSAτ穂

c(f;∞)1紛SAT棺 c(f;∞

檀.1 ~ I 
確率1

7・=む f f 

図 3:SAT-UNSAT相転移

である.なぜならば

問 C)]C 二 j母吋-N(sf十枇制
2 位ベ-N(17n{βf+ c(f;β)})] (12) 

となり [Z(βIC)]c'立大需差統計にひきずられて典型櫨{最頻値)からずれてしまうからである.

分配関数の対数の形で与えられた典型櫨の評価は， (5)式のレプリカトリックにより可能になる〈有

限の η に関する評価を行えば，非典型鐘の評錨も可能ト

* -一」-ilnZ(βIC)JcNβ し

δ1  
-lim---h[Z問。]r;
托→o8nNs ---L-" I - /JL" 

あとは， β→00の極限をとり，最小エネルギーの典型値が評舗で、きる.

θ1  
* - lim _:; ";1:> In[Z(βIC)Jr; 
β→∞m→o8nNβ し

(f4-sm 
j* > 0ー→UNSAT栂

(13) 

(14) 

ここで詳しい計算については説明しないが，レプヲカ解析から得られる描橡は密4のようになるー

K=  3，N，}.;f→∞のとき

軍
司

g 
s 
@ 

華 RS

f* 

α，.，. ~ 4.15 
α=M/N 

図 4:SAT問題についてレプリカ解析から得られる措像
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ランダム K-SAT問題にレプリカ法を適用した流れをまとめると次のようになる.

・ランダムに発生した K-SAT問題が SAT解を持つ割合を調べる擦に， 2重平均の構造が現れる.

.レプリカ法は2重平均の困難を解決する方法で，特に分配額数の対数の平均を求めるのによく使

われる.

・最小エネルギー値は分配関数と結びつく.

-最大化，最小化は平均計算の特5jIJな場合.

・大偏差統計では，典型催{最頻値)=平均値

ー対数の平均が必要になる→ 4レプリカ法'

いくつかの数学的な問題点も指捕しておく.まず1つ自の需題点として.(13)式をみると，N→∞の解
析なので， 0(1)の誤りが無視されていて，大偏差的解析では解けたことになっていない.しかしそれ

でも数鐘実験とは良く合うことがわかっている.

2つ自の問題点として，解析接続がよいのかどうか，そもそも離散鑑から連続値への接続がユニーク

なのかという問題がある.これはCarlsonの定理により有援系であれば今の問題では大丈夫であるー

3つ自の問題点は熱力学的極限に関するものであり，次の握摂の入れ替えの正当'性についてである.

lim limー→ limlim 
N→∞n→O 司→ON→∞

(15) 

これに起因してー撞の相転移(レプリカ対称性の破れ)が現れるという問題があることはわかっている.

しかし，必ずよいかはわからないが，経験的にこれに対する対処法はわかっている.

1.2 CDMAマルチユーザ復調爵題

1.2.1 CDl¥歪Aについて

次に携帯電話の方式のーつである CDMA(Code Division Multiple Access)について議論する.携

帯電話サーピスでは，各エヲアに基地罵が量かれており，あるエリアで端末から発信された清報はその

エリアの基地局に送られる(国 5).各エリアのことをセル (cell)と呼び，携帯電話を英語でcellular

phoneというのはそのためである.

セル内の遭信
・輔末・基地局担S)
・無鰻遺構
・多封 1

セル聞の遭信
・基地層.墓地層
・有麓遺書
・1対1

図 5:携害電話の通信方式

ユーザのデジタル情報は図6に示すように，矩形波の連なりで表現される.ここで，仮定としてユー

ザ間での波の註相は周期しているとする.このような間期は実用レベルで実現可能である.

問題となるのは， ・つの基地局が護数のユーザを抱えているため，ユーザ関子渉が起きてしまうこと

である‘図 7のように同ーセル内にAliceとBobがし、るとする.この二人が同時に携帯電話を使う状況

を考える.AliceとBobの音声信号はデジタ/レ化されて基地局に送られる.デジタル信号は通常0，1で

表されるが，ここでは痩宜上+1，-1の二値で表すことにする.AliceとBobが，もし同じ周波数の信号
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[コトの物理学j

t 

Synchronous ca提
--・-ぺ“bits"+1 

吋ー

+1 

User 1 

t 

+1 
U記 rK

-
a

・

密 6:デジタル信号の同期

を利用すると，十1と-1を開時に送るとき，それらの告号は重ねあわせで0になり通信がうまくいかな

い.そこで，同ーセル内で開時刻に通信を行うためには何らかの工夫が必要となる.

そのような多元接続の方法はいくつか検討され実用化されている.FDMA(Frequency Division Multiple 

Access)は，罵波数帯域全体をいくつかの帯域に分割し，各帯域に倍71ljのチャンネノレを寄せり当て，複数の

ユーザが同時に通信を行なう方式である.またTDMA(TimeDivision Multiple Access)は，複数のユー

ザが使用する無線チャンネノレに対し、 1つの無線周波数を使用する幾つかのタイムスロットに分割する.

各ユーザは異なるタイムスロットを使用し 1つの周波数を短時間ずつ交代で複数のユーザで共有する.

FDMAとTDMAは・つの基地局で複数のユーザの通告を同時に処理することができるが，あらかじ

め処理できるユーザ、の数は限定される.

あらかじめ処理できるユーザ数が決まらない方法の-つが CDMAである. CDMAでは，図 7に示す

とおり.Aliceの -1信号と Bobの+1信号iこ各々JJ'Jの拡散系列を掛けて変調している.拡散系列は，送
信信号1ピットが送られる時間内にその送信信号よりも細かく分けられたランダムパターンである.

今 i弘
基地居

+2 

。
-2 ~ 

盆散系列: s二位SLifl) 
対ピヲト@ラシダムパタシで 11.; III I 
変関する I I : I I I I 

図 7:CDMAの概念留

同・セノレ内で、K入のユーザが同詩に携帯電話を捷う場合に拡張して考えよう.k番目のユーザのある

ビットを九とする.J{人のユーザの送るピット b1，b2，. .ぺ bJ{が罰期しており，伝送中に重ねあわされ

る.拡散系列の細かく分割されたそれぞれをチップと呼ひ¥送信信号1とやットに対する拡散系列はN倍
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のチップから或るものとする.k番自のユーザの送{言語号 bkにsk={s;，sL--JF}の拡散系列を掛け
て送信する.さらに伝送中にμ番吾のチップの部分に鰐黙発生した Gaussiannoise{σonμ}が加わる.
こうして，基地局で受信される μ番自のチップの部分の信号は

となる.

唱 N

yJl. = 完工S~bk 十叩μ
マャ k=1

(16) 

復調問題は拡散系列 {S~} を既知であるとして ， {yμ}から {bk}を推定する問題である.実用のために
求められることは，すばやく護調できること，そしてエラーが少ないことである.(16)式は線型方程式

であるが，離散変数のため解くことが計算量的に菌難である.そこで，拡散系列 {S~} の性震を利用して
うまく復調する近似法を考える.拡散孫数の各チップは

P(S) = ~8(s + 1) + ~8(s -1) (17) 

でランダムに与えられるので，独立変数として扱うことができるため

N I 
1 1~ ILIL 11 k=j 
r;:rSk・Sj= r;:r J J si:Sj =ミ
lV lV;:;: ~ J 1 O(N-1/"L.) k=Jj 

(18) 

となって，統計的にほぼ直交している.

=マ/sj=ゆ
この宣交性を利用する簡便な復調方式として実用化されているシングワレユーザ護調について説明する.

受信信号かつに拡散系列 Skを作用させると

. N . N • n 

hk = 方乞s~yJl. = bk +乞京三二sCsfbJ十方2:S台。が (日)
V • ・ μ=1 j予正k μ=1 V •• μ=1 

となる.第2項は平均0，分散K/Nのガ、ウス分布に従う.よって，ユーザ数K より，チップ数Nがす一
分多ければ，基地局が護数ユーザを担当しているにもかかわらず，信号の劣化は実質的にノイズの影響

しか受けないことになる.シングルユーザ推定で、はこの罪理を直接吊いて，hkから送信されたピットを

るiUD=SE叫hk) (20) 

によって推定する.この方法は計算コストがそれほどかからないという科点がある.欠点は，ユーザ数

が増えるとピット誤り率が大きくなることである.

1.2.2 復譲問題への統計力学的アブローチ

ここからはさらに通信効率の向上をよくするための方法として，マルチユーザ復講について説明する.

マルチユーザ護調ではベイズ決定理論を捷う.まず伊iとして，表が確率pで出ることがわかっているコ
インをトスするとき，出る自を予期する方法としてどのようなものが最遥か，ということを考える.確

率qで表が出ると予想すると，予想、が的中する薙率は

R(qlp) = pxq十 (1-p)(l -q) 

(2p-l)q+ 1-p (21) 

-8-



となる.よって最適な戦略はR(qlp)をq'こ欝して最大化することにより

(P>l/2 → q = 1 (表)
p < 1/2 → q = 0 (裏)

fコトの物理学j

(22) 

となる，つまり問題に確率的要素があっても，ベイズ決定理論による最適な戦略は決定論的になる.

CDMA に対して毘様にベイズ決定理論による議論をする.

I 
PくE

叫/

。 1 q 

図 8:ベイズ決定によるコイン投げ問題に対する最適戦略

b = {bI，. .. ， bK}のあるパターンが得られる確率P(b)は，それぞれのユーザの送る信号が +1か -1の
値をとる確率はそれぞれ 1/2と仮定するのが自然なので，

P(b) =去 (23) 

となる.Ga出 siannoiseの影響を受けて， (16)式より計は平均1/J万2:::=1S~bk' 
布に従い，

分散σoのガウス分

r ~ ~ K 1 
1 1 1 1 ~ ". ，，， 1 

PViMh，d)=:扇吋-2~2 (yJL 一方工s~bk)21
V .....， L v.... 市 k=1 j 

(24) 

としづ確率になる.ベイズ決定理論に従えば，y=グを受信した後のbの事後護率は

N r 唱 N 唱 K 1 

P(bly， Sk)αP(b) rr P(yゆ， (S~=1 ，2 ，...，K))cxexp 1-'):2 :L(yJLープデM:L仇)21 (25) 
μ=1 lμ=1  V'守 μ=1 J 

となり，コイン投げの例で言えば， r表が出る真の確率j に対応している.送電ピットの推定は事後確率
が最大になるものを選ぶことによっておこなう.その際，複数ユーザの送ったどット bをまとめて推定

しておこなう復調をMAP復調といい，推定ゼット bが，真の送信ピットポと異なる確率Prob(bi=bO)
を最小にする.MAP復諌では，

る=argmax{P(bly， {sd)} 
b 

により，ユーザの送ったピットを推定する.

(26) 

各ユーザの送ったヒーットをそれぞれ別々に推定しておこなう復調はMPM復読という.これは，Prob(bki=b2) 
を最小にするようにする. MP~vl 復調での送信ピットの推定は

bk argmax{P(bkly， {sd)} 

arそ~:nax{乞 P(bly，{sk}) } 
Uk b¥bk 

(27) 

一号一
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によっておこなう.

MAP復請やMPM復調をするには，すべてのユーザの系列が必要になる.そのため，これらの復調

は fマルチユーザ復調 (MむD)Jと呼ばれる.あるユーザの送ったピットを推定するのに，他のユーザ

の情報も使うことで，シングノレユーザに比べてよい復調になることが期待できる.

ベイズ決定理論により事後確率を最大にするようにピットを推定することでマルチユーザ復調ができ

ることがわかった.しかし，厳密計算は計算量的に密難である.この問題の解決のために高性能な近倒

的なアルゴヲズムの開発がおこなわれているが，このことについては後で簡単に触れる.

マルチユーザ復調のiまかの開題として，性能評価の問題がある.最適性は保障されるものの，ベイズ

決定理論だけではシング、ルユーザ復調と詑ベてどのくらいよいのかはいえない.そこで，統計力学を使っ

て定量的に性能評価をおこなう.まずはスどン系との類叡性を指摘しておこう.b = {+1， -1}Kとして，

送信されるピットを IsingSpinsと対応させ，0-2を温変に対芯させることで，次のようなハミルトニア

ンとボルツマン分有を講戒して，統計力学の技法を使った性能評価を行うことができる.

P(bly， {sk}) 

出
品
、

.u

kZM
内

1
士

山

州

人

1
一ポ

ω
一

N
Z
円ペ

ー一
2

e
ぽ

(28) H(bly， {Sk}) 

(29) 

N，K→∞， β= ~"，O(l) の極限における，さまざまな U といりに対する典型的な性能評価を行うこと
は， 2重平均の構造になっている.そのために，ここでもレプリカ法を捷って解析する.

レプヲカ法の手額はこれまでにも説明したように，分配関数Zを導入して，自然数ηに対して，配位

平均

附 &}=Jbnトイ-諮問山})}1日} (30) 

を計算して， 。l
~ [ln Z]y，{sk} = どき~;;n ~ln[znJy， {sk} (31) 

を求める.

ここでは，詳しい許算をせず，レプリカ法で評価された結果をいくつか紹分することにする.まず，レ

プりカ対材、 (RS:R怠plicaSymmetric) 自密エネルギーについて考える. レプリカ対称仮定

~ K 

左E二[b2(bk)]y，{Sk}= m
a = m (均二以...，n) 

k=l 

~ K 

会2二[(bk)(bt)Jy，{Sk}= qab = q (Vα> b) (32) 

において， RS自由エネルギーは

f 1 L_h  _-20" _¥¥ 1-2m+q+β-1σ3 ~[lnZJy，{Sk} 及品) -2sln(1 +σ-
;tβ(1 -q))一

q(l-q) ， (dze-
z2!2，n. _lf  '̂ . ~\l - mm一一τ一 +i-Tt-ln2ωh(VQz+耐} 伊 =K/N)

.G .1 、/L.1τt

となる.この極値問題を解くことで，m，qの典型的な櫨が決まる.
また，性能評舗の問題としてピットエラー率についてもレプリカ法による評値が可能である.

エラー率は真の送信ピットと推定どットが異なる確率で島り，

". r∞ dze-Z2!2 _ (仇¥
Prob(bkヂば)= I 二二L一一=erfcl ..~ 1 Jl込!v7; J2石 ¥vq J 

(33) 

ピット

(34) 
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図 9:ピットエラー率(Tal1aka，2∞2[2]より改変).撰軸iまSN比(信号とノイズの比}であり，ここでは
情報1ビット当たりの電力Eoを通信路ノイズの片側電力スベクトル密度Noで害ぜったものである.この
値が大きいほど員好な状態といえる.

となる.函91ま異なる負荷率β=K/Nでのピットエラー率を表している.性能は， MPM>MAP>SUD(シ

ングノレユーザ復調).となる.大きな負荷のときは“ダメな棺刊が出現している.これは実験的に観測さ

れる "Waterfallil1g刊現象への回答になっている.グラフに見られるS字の部分では，間-のSN比に対
して3つの解が存在しているが，真ん中の解は不安定であり，上下の2つの安定な解のどちらかが正し

い解を与える.このうち正しくない解は準安定解と呼ばれる.レプリカ解析結果では， S字の f右肩jに
相当する解が準安定解である.準安定解が正しくなし、から重要でなし功ミというと，そうではない.図 10

にモンテカルロ法による実験結果との比較を示すが，実験結果は準安定解である f右肩j に沿うような

援舞いをみせている.このことは実際的な推定を行う擦の推定誤り率を評価する場合には，準安定解が

重要であることを示している.

0.1 
σ2_σ'5 = 1/20 

0.01 

え 10・3

tσ4 

4σs 

1ad 
0.1 

+:SUD 

x:MPM 

x:MAP 

α=β-1 =NJK 

10 

図 10:ピットエラー率の実験結果(宇宙新分託，田中京j幸氏からの提供)

ピット推定において，ここではレプヲカ対詐性を板定した結果を示したが，その妥当性はどうだろう

か.RS解は以下の条件が成立しないと熱力学的に不安定であることがわかっている.

AT条件

1-J  j話三(1-tanh2(品川> (35) 

これはσ2/σ02が十分小さいと不安定化する.これは次のことを意味する.

σ2は (29)式などを見るとわかるように，ボルツマン因子における温度に対応している.MAP復調と

'
Z
A
 
--A 
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MPM復調は

MAP:b 

MPM: bk 

argmax{ P(bly， {Sk})} 件 σ2/σ02-+0
b (zcro-temp.) 

aで以{乞P(恥 {sk})}件 tzccJp!
b¥bk 

といった対応があり，温度の違いとして理解可能である (Rujin(1993)， Nishimori (1993)， Sourlas (1994)). 

よって， AT条件によればMAP解は不安定ということになる.また， RS解はσ2/σ02= 1が成り立つ

といつでも安定であるという珂ishimori条件と呼ばれるものが示されている.これらのことはポ=イ

の場合のMPM解に関する性能評価はRS解で十分であり， MAP解の詳細な解析にはレプリカ対称解の

破れを考産するf必要があることを示している.

2 コトを解き明かす

レプリカ法は2重平均の数理構造をもっ需題を評伍することができ， t青報分野の研究に対して珪能評
価に利用できることを説明した.しかし，その具体的な計算は見せなかった.計算を晃せなかった理由

は，ほとんどの問題でレプリカ法の計算は，添え字がたくさん出てきたり， ・部数値計算が必要になる

など，煩雑で面倒だからである.また， レプリカ法はその手順において，いくつか数学的に「怪しむリ

部分があり，そこには十分に注意する必要がある. しかし，レプリカ法を知るためには具体的な計算を

やってみる必要もあるだろう.ここでは，椀外的に手計算で扱うことのできるそデ‘ルを取り上げ，レプ

リカ法の勘所を伝える.

2.1 ランダムエネルギー模型

2.1.1 ランダムエネんギー模型の説明

レプヲカ法は分配関数Zのモーメント [zn(J)]をまず自然数nに対して計算して，それから実数の η

に解析接続するこ圭で求める方法である.具体的な例としてランダ、ムエネルギー模型 (REM:Derrida(哲

学者Jack Derridaの甥)， 1981)に関してレプリカ法の計算をみていこう.

21'1 留の状態の r={+1，-1}Nの各々に対するエネルギー舘E(r)を

I E21 
P(E)二 I: • exp I --: T I (36) 

¥/NπI  N I 

から独立同分布抽出で定めたシステムを考える(図 11).

m 附~~ E(r)州酬T

図 11:ランダPムエネルギーランドスケープ. (36)式の確率分布から得られた REMのランドスケープの

例 (N= 8) 

このシステムはスピングラス，高分子の研究等で用いられ，情報理論のランダム符号化とも密接に関

係している.状慧 S={+1，-1}Nに対してエネルギ一関数は

ゃ Ir，，..， 11， (S二 r)¥ 
H(SIE) = ) . E(ァ)6(S、ァ) 16(Sラr)= < ，- . I I 

~ ¥ 10ヲ (Sヂァ)} 
(37) 

-12-
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となる.E = {E(r)}である.エネルギーランドスケープへの依存性を明示した表現にするため，E(S) 

と書かず，E(r)としている，絶対温慶T=β-1のときの分配関数は

Z(βIE) =乞e-sH(SIE) (38) 

S 

となり，ここから自由エネルギー〈密度)の平均値

f(β)=-J-ii11Z〈βIE)]R (39) 
Nβ .D 

を評価する.["']EはElこ関して平均(配位平均)をとることを意味する.

2.1.2 レプリカ法を用いない解法

REMを伊jにした理由は 自由エネルギーがレプリカ法を用いなくても求まるので，レプリカ法の検

証に使えるからである.そこで，まず正解をレプヲカ法を使わずに求めて，それからレプリカ法を用い

て正解を導くにはどのような工夫が必要かを示す(それによりレプリカ法のし、かがわしさもわかるト

1岳由度当たりの状整密度

Eε{Ne，N(ε+ d'e)}I'V，λ!(εIE) (40) 

に対して，平均と分散は

2N xP(E = Ne)(Nd'e)I'Vexp[N(ln 2 -e2)] 

2N xP(Ne)(Nd'ε)(1 -P(Ne)(Nd'e)) 

I'V exp[N(ln 2 -e2)J 

となる.これより Nが大きいときを考えると状態密度の形は図 12に示すとおり

[N(eIE)]E 

Var{N(eIE)} ( 41) 

'Iel < JG2 指数的.揺らぎ/平均は無視できる

'Iel > JG2 ゼロとみなしてよい

~lnN (elE) lln 2 
In 2-ez 

-In2 

一/一
U

コヤ

国 12:REMにおける状態密衰の形

となるので，実質的にランダ、ム性を考えなくてもよいことになり，ほとんど全ての実現誼iこ対して典型

蒔 (1に漸近する確率で)の評値をすることができる.

鞍点法を用いると，ほとんど全てのエネルギーランドスケープの実現誼に対して

去かト何InZ(叫lZ叫Z引山(

(伝いい山+什叶叫In凶n凶l立2 β < レ 2v1ll2 
(42) 

βv1ii言、 β>scニ 2v1ll2

q
J
 

1
i
 



樺島祥介

β〉βc

-ln2 ε 

図 13:鞍点法による評鉦

となり，これより自畠エネルギーf(β)，エネルギ~u(β)，エントロビーs(舟は次のように相転移を起

こすことが示される.

f(β) (ド一4十叫2←円一干乎 β< sc…4恥い=斗2
一J五E三， β=β~c > 2v1n2 

u(β) (-2U=2a 
-v1n2， β= sc > 2v1n2 

s(β) 
r-竿+ln2.

β(u(β) -f(β)) = i 0唖

G 

υ倍)， f (s) 

図 14:REMの梧転移

2.1.3 レプリ方法による評価

β<β'c = 2v1n2 
β=兵>2v1n2 

β 

β 

(43) 

次に REMのレプリカ法による評価を行う.レプリカ法ではレプリカトリックを用いて自由エネル

ギーを

f(β) -J-i111Z(βIE)lR 
Nβ&  

δl  
lin!_:: _1im 1\ ~nln[zn(βIE)lR 
R→0δηN→∞Nβ IeJ 

- 14-
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というように計算する.計算の方針はこれまでにも述べたようにn=1，2ぃ.に対して [zn(βIE)]Eを評

値して， η を実数(あるいは護素数)に解析接続するというものである.REMの分配標数(38)式から，

[戸znη(8民IE町)]E= [(乞J
8 81 .82 •.….日..8"

によって [z吋8IE)lEを計算することになるが， (37)式を使って指数の罵を書き換えると

[zn(8IE)lE = [( L e-s乞rE(r)8(S，r)) n] E = 三二 [e-sErE仲立=18酌 r)]E (46) 

S S1，82，...，sn 
となる.各状態 7のエネルギーが (36)式の譲率からランダムに発生することより，各状態 Tにおける平

喝の計算は

[e-sE(r)xロ=1川ア)]E f需 e一平一βE(r)x
叶苧(を(S"，T)) "] (47) 

となる.よって

[zn(8IE)JE S1 E J 低勾叶pイi芋引(色主をt5(S拶附S
S1 EιSJ [乎 ~(佳恰主含6川)']i 
dsほ p[手写会含(S"，T)J(S'， T)] 

SIE Jl芋56(げ)] (48) 

となる t5(8a8b)はt5(sa8a)= 1で， a，bに関して対称なので，独立な変数の船出ヂである 次の

↑亘等式が成り立つことに注意する.

L II t5[t5(8へ8
b)-qabl = 1 (49) 

qaむ=0，1a>b 

ここでもbはこの系の才一ダーパラメータになっている.この式を (48)式に代入すると

i問zn(叩(伊例畑柵β刈湘細l回問E町)]トニ 乞 乞 寸芋乞Ld夙 Sダ的針州可V叶)戸2司|旧Ild仰 a
へヅ，8b刷Sゲ的る町)一ωω] 

qab=O，l 81，… 8n l a，b J a>b 

乞位勾叶Pバ|半乞qωa油abI x 
q仇αb=O宅，1 lα，b J 81‘...一….一..8>>α>b

五十 (51) 

を得る.最後の式に現れた

S({qab})= ;r
1n
l L IIt5[t5(8a，8b)-ω11 
l81… .8Tl a>b J 

(52) 

F
h
d
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はあるオーダーパラメータ {qab}に対するレプリカスピンの撤視的状態数の対数をシステムサイズNで

割ったものになっており，つまり {qab}によって特徴付けられる巨視的状懇に対する (1自由度当たりの)

エントロどーになっている.

有限のNIこ対して， (51)式ではヰ勾のqゅの和をとることi羽 さらに各qゅのそれぞれに対

して81，8え...，8匁に関する 2nN@]の和をとらなければならない.しかし，熱力学極限N→∞では，各

項間の大きさの饗劣がその指数で、はっきり現れてくるので，鞍点法により (51)式の最後の式の指数の膚

はその鐘がもっとも大きくなるときの {qab}を代入した値

~~N~ ~2γ qab + S({qab}) ~ 
{ω14tr j 

(53) 

で代表して構わない.これにより， n = 1，2，. ..，'こ対しては [Zn(βjE)]を

I I ，02 ， I 
[Zπ(βIE)] = ) ~ exp I I}la..~ N {三一): qab + S( {qめ})> I 

qaf:O，l -~-. l rq~~} -l 4 ム-:'~ ， -".~" JJ 
l ....." 1... a.b ) J 

で評錨することができる.

ここまでで， (51)式の指数の肩を最大にする {qab}を選べば，[Zπ(βIE)Jを評価できることがわかっ

た しかし，その評価を行うためにはヰ勾のqab投機散最大化問題を解かなくてならなし¥こ

れはナイープにやろうとすると骨の折れる問題である.

そこで，レプリカ系のもつ特徴を使って問題をうまく簡単化する方法を考える.まず，レプリカ系

81，82，・・・ ，S況は詞じエネルギーランドスケープを共有している同等なものである.このことから (50)

式の指数の肩は添え字1，2，...，nの入れ替えに関して不変となる対称性を有する.よって呂的の指数の

罵を最大にする点もレプリカ変数に関して対称性があり，任意のα>bに対して

(54) 

qab = q (55) 

となることが期待できる.この仮定をレプリカ対称(replicasymmetric: RS)仮定と呼び，その仮定の下

で得ちれる解をレプリカ対称 (RS)解という.q'まOか1のどちらかの娃しか取りえないので， RS解も
それに応じて2つ存在しか存在し得ない.

まずRS1として，q = 0のとき，つまり

雪1

---、ーー、、

(qab) = 
-

A

U
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J
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1
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、tz
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E
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(56) 

における解を求める.このとき

Lqab = η 

eNS( {qab}) 2N x(2N -1)x(2N -2)・・ .(2N-n) 

2nN = eNnln2 

(57) 

が得られて

IRsl ~ exp [Nn(子+ln (58) 

となる.
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次iこRS2として，q = 1のとき，つまり

n 
~、ーーー、

(qab) = 
n
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(59) 

のときの解を求める.このときは

2二ω=η2
eNS({qab}) 2Nx1.・・x1

eN1n2 

(60) 

が得られて

n(sI山 (61) 

となる.

2つのレプリカ対称解が得ちれたが，それらの妥当性を検討しなければならない.会!lnZ(βIE)]は玩Sl
でiま

主[lnzn( 民ト(千十ln2)
(62) 

となり， RS2では

主[lnzn(sIE) ]RSl ¥
1
1
/
/
 

q
r
H
 、aa÷
 

M
7
 

f
I
4
1
1
1
、

1

一η
m
A
4
 

1
1
n
 

00 (63) 

となる.

よってレプリカ法を使わないで求めた解と合う解はRS1ということになり， RS2ではおかしな結果を

導いてしまっている.RS解を求める擦に鞍点法を用いた.鞍点法iこよれば薄られた解のうち大きい方を

選択することになるはずなのだが，今， RS2は正しい解を与えない.(58)と(61)式の解はηENについ
ては妥当性が数学的に保証されているのであるが，これを実数ηεRに解析接続すると主要解の選択が

自明ではなくなるのである.このことについては後でもう-度検討することにする.

ねεNに対しレプリカ対称性を課して鞍点解を求めると，自然iこ実数への解析接続が可能な形でRS
解が与えられることがわかった.しかし， (42)式と比較すると，低温荷でRS解は正しい結果を導かな

いことが分かる.これまでの研究から，この務題を解決するためにはレプリカ変数の対称性を破った

RSB( replica symmetric breaking)解を講戒する必要があることが分かつている.
異体的には、 nxnのqab行列をすべての要素が1のmxm(m<的のブロック行列を対角成分に並べ

-17-



樺島祥分

て，それ以外はゼロに分けた次のようなものを考える.

/11 ... 1i 。。
I l 

(qab) = I 。 。 (64) 

1 

。。
これを 1ステップRSB(1RSB)とよぶ.問題によっては.qabが0，1以外の様々な鑑をとることもある.

そういった場合は.mxm行列に対して 1RSBの構造を入れ子で課していくことで2ステップRSB，3 

ステップRSBの解を構成していくことも可能である.REMでは 1RSBで十分である. 1RSBでは，

Lqab 

n
 
c
 
m
 

×
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=
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邸~一

(65) eNS({qab}) 

となり，よって

I _ I町、242 ¥ I 

[Zn印刷lRSB=仰い計二才一÷叶l

が得られる.ここでブロックの大きさ m をどのように決めるかが問題になるが，ここでは少々天下り的

に極値条件により決めることにする.すると，そのようなmは

(66) 

2v1n2 
m二一了 (67) 

であり. 1RSB解

主[lnzn(βIE)]RSl iim1ddE 
R一→un

βv1n2 (68) 

が得られる.これは(42)式が示す低温棺での正解とー致している.

ここでもう・度どのような解を選択するべきなのか，ということを考えてみよう.これまでに RS1，

RS2，lRSBと三つの解が得られたそして， β>兵の高温倶jでRSlの却zπ(βIE)l=寺+ln2，β<βc
の低温側で 1豆SBの会[zn(βIE)]=βy'ill2という“正解持を導いた.nεNに対する高温相と低温相で
の解の振舞いをまとめると図 15のようになる.

。。
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章11 0.8 

n 

(a)β く βc (b)β>βc 

函 15:(a)β< ~ < 2v'hi2 =βcと(b)β=3>scに対する RS1，RS2， lRSBの大小関係.(a)， (b)ともに
RS1とRS2れ =1で交差する また，邸2と郎Bの接れほSB=舎は (a)では nlRSB> 1， (b) 
では0<nlRSB < 1となる.

国の通り nεNfこ対して正しい結果を導く rfl症の大きな鞍点解を選択するj としづ選択方法をnεRにそ

のままあてはめると，いずれの場合もわOで郎2が選ばれるべきである.しかしながら，*-[zn抑留]RS2= 
ln2となり，これは需違った結果を導いている.なぜならZ(βIE)は正定値なのでlimn→o[zn(βIE)J= 1 
となるはずだからである.また，ここでは詳しく説明しないが，エントロビーが負になってしまうとい

う問題も生じる.つまり ，nENでの鞍点解の選択基準は自然数以外の η に対してー般には通用しない

のである.

そ才れもでは，どのような解を選択するベきなのか.結論から述べると，数学的に正当性が保証されてい

る

基準が確立している問題もあり，これまでの研究においては，負のエントロどーを避けるなど物理的に

よく合う解を試行錯誤して選ぶことで矛患を解消する処方筆が経験的に作られてきた.この経験黙をま

とめると以下のようになる.

i) n = 1のすぐ右側で優勢な豆S解を選択する.

ii) i)で選択したRS解にη<1のどこかで不都合が生じた場合には適宜豆SB解を構成する.

こういった数学的なし、かがわしさをある程度許容しながら，物理的にうまく解釈していくことが現時点

においてレプリカ法を使いこなすには大切なことなのである.

2.2 ランダム行列の富有値分布

2.2.1 ランダム行列とは

レプリカ法を使う次の例題としてランダム行列の富有櫨分布を考える.ランダム行~ljは乱数の要素を

持つ行列で，応尾範囲が広く解析数論，組み合わせ論，原子核物理学，素粒子物理学.~体物理学，生

態学，金融工学など，多くの分野で使われている.ここではランダム対称行列に関する富有植の漸近分

布がレプリカ法により求まることを示す.

行列Cは

C""P(C) (69) 

のように確率P(C)で決まるとする.λ1ラλ2ぃ・ ，>'NをCの固有植とすると，その分布は

唱 N

ρN(λ)=走2ン(入一ん) (70) 

Q
d
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となる行列のアンサンプルP(C)に対する酉有誼の漸近分布は
噌 N

ρ(入)= Jim [PN(λ)Ic = Jim云)Jd(λ ー λμ)]c→∞ N→∞ 1"1 ι.......，;.. ... r-'" '-' 

μ=1 

(71) 

と定義される.[...]CはC，こ関する平均である.これも 2重平均の構造であり，レプリカ法による評価

が有効であると考えられる‘ただし，この評価では強立富有櫨は無視されており，また，膏限サイズ依

存性が見えなくなっていることは注意しておこう.

ここからの計算では五ramers-Kronigの分散公式

d(λ-λμ) 
1_ 1 

lim -=-1m _ = -=-1m -:-一一-
f→+01f λー λμ-ii 1f λ-λμ 

LIδi  
-Im{-ln(入ーら)} iδλ ，..， r 

が鍵となる.これにより，国有{直分容は

. N 

ρN(入) = 寺芝〉(入ーら)
μ=1 

土 Im{主ln(λ-同=土立川1J(入ー入μ)}) dA ---，-- --，..， rπNδ入 1---J. J. ¥ -- --，..， r 

寺中lndet(>. ~ C) } 
となる.対称行列を仮定すると，ここで現れた行列式はガウス積分の公式によって

det(λ-C)-i (2尚一号JdXバ勺 C)X

川Jdxe-~IXI'xexp[ ~xTCx] 
Z(入IC)

と分配関数の形に表現することが可能であり，富有値漸近分布は

ヲ(U去[lnZ(，¥IC))C}
となる.

ここでレプヲカ法を使う，今までと需じ手続きで自黙数η に対して

[zn(λIC)]c Jd山 22dznJZL1120i2×ドE:=l阿 Cxa]C

(72) 

(73) 

(74) 

(75) 

f主NdQaEN叫/立dxα立8(lxal2一切a}ES(zazb-Nqdeす乞山α12
(B) 

x [e~E山何æn]C

(A) 

を計算する.行列 Cl土問題により様々な要素を持ったものになるが，ここでは次のようにガウス型アン

サンブ、んをとるものを考える.

/ー ¥ -N(N-l)j2 r _ _ 1 

P(C) = ( ~~ ) 叫卜三LCTjl
¥ I L 1>) J 

(口) (77) 

-20-
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この結果はよく知られたものになるが，それをレプリカ法で確認してみよう.(76)式の (A)と(B)をそ

れぞれ別々に計算する.

fdQ3JZe一号c;jexp [句会問]=位P[2~(主将f]

(A)各CiJ'こ注吾

[e~L:=l(xa)Tcxa]C =斗

(同乙(Xf)2
qab三走L:乙1xixy 芸(会zfz;)いoさQ3+54)

[e~早川戸Cxa]C =十o会Q2+ip)!

f主dx合Qad(lxa日
(ヨ}

(K1zap-N…ω(IXnI2-NQa) 
d(xa・xb-N qab) = J dqabetIab(xa.xb-Nqab) 

α付et日)~

(78) 
n
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E
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n
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s
J

、、、
1
1
1
1
1
S
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/

qab 

n 
"..-、ーー崎、

C: qab 
Q=  

Qπ Qη 

レプリカ対称(RS)仮定として，Qα=Q， qab = q， Q a = Q， qab = qとすると，

1 1 J町五万ln[zn(λjC)]C

Exャ~ ~(Q2 ーの -:(QQ-d
Q，q，Q.q I吐 4

主MλjC)]C

ここで，

(79) ーら1(入-o+計十 q̂.. -_ + co凶 t~ 
2 、- " 2[入-Q + q] J 

(80) 
(」0÷」ー+ー4----:== 0 4可， 2(λ-Q+長) ， 2[λ-Q+qJ2 

~a 一一一」一一÷ー---l..-一一一一~一一二 0
2'1 2(λ-Q十の守 2(λ-Q+Ij) 2[λ Q+ijj2 

1
4
 
っ'u

(呈ー盆 J2 2 - v 
角

_9.ム呈ーの
2 I 2 - v 
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となり，まとめると，

入土v入2-4
-Q+工士否 = 0 =今 Q2ー λQ+1=0 =今 Q = /¥....Ly /'1ーョ (81) 

2 

が得られて， (75)式により富有値の漸近分布は

バλ) 二三Im~ Jim :T ~， [lnZ(入IC)](;~ 
IN→∞ lV dJ¥' ，，'-"' I 

~Im{斗=jh(Q)=宇 (82) 

となる(函 16). この結果はWigner半円期として知られている.

入

図 16:Wigner分布

分散公式とレプリカ法に基づいてランダ、ム行列の富有値に関する漸近分布の評価を行った.この手法

はガウス型のアンサンブソレに醸らず広い行列アンサンプノレのクラスに科用することができる. しかしな

がら，ここで示した評語方法は万能ではない.まず，こぼれ(孤立国有値)が評錨できない.それに N

に対する有限サイズスケーリングも不明である.さらに穎位統計，最大富有f直の分布なども不明である.
それで、もなお，漸近分布を評錨する擦には題めて強力で汎用性の高い方法である.

3 コトを手なずける

ここまで，統計力学におけるスピングラス理論で発展してきたレプリカ法を用いて構報論や様々な問

題について説明できることを示してきた.

大自由度系では，次元に関して計算量が指数約に爆発してしまう.平衡統計力学の歴史はこの問題と

の戦いの歴史である，と言っても過言ではない.そのため，統計力学は大自由度系における物理量を評

価する様々な方法を発展させてきた.その・つである平均場近桜の理論が最近情報科学との境界で発展

している.ここではそれを紹介していく.

3.1 グラフ表現とベーテ近似(信念伝搬)

3.1.1 ベーテ近似

多次元の確率分布に関する平均量の計算は

(O(S)) =乞O(S)P(S)
s 

(83) 

によってなされる.ここでO(S)は系がとり得る N値の要素を持つ状態変数Sにおける物理量，P(S) 
は状態Sが現れる確率である.この厳密な穫を求めるのに必要な計算量は・般に次元数の指数で増加す

-22-
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る.ここでは，正しい分布を計算の容易な別の分布に近似することで問題解決を図ることiこする.その

ための方法が平均場近訟である.

平均場近訟にもいろいろな近似の位方があるが，ベーテ近叡というものについて説明していく.簡単

のため

。(8)= 8 (84) 

の場合について述べることにするが，それ以外の場合への拡張も可能である.(84)式iこ対して， (83)式

の計葬をするのも要素数Nに関して指数関数的に計算量が増大し現実待問での厳密計算の実行は盟難

になる.

ベーテ近似の着眼点は分布のグラフ構造と計算量の関係を用いることである.図17のようなグラフ表

現 (2部グラフ表現)について考えよう.

!クリークノード|

ψ1(81)ψ2(82) ・・・ψM(8M)

81 82 8N 

|変数ノードjψl(品)

菌 17:分布の2部グラフ表現

2部グラフは状態Sとなる確率の計算

HALlψμ(8t) n~lψ1 (品)
P(8) = μ Z  (85) 

をグラフ表現したものである.ψμ(8)はグラフの構成要素μが確率に与える影響を表す頭数である.グ

ラフの構成要素μをクリークと呼ぶ.また， ψ[(8)は確率変数ノードが薩率に与える影響を表す関数で

ある.

荷受統計モデ、ノレについて変数とクリークの繋がりをグラフ表現した際にグラフにループ(循環構造)が

存在しなければ(国18)，平均量を少ない計葬量で評錨できることがわかっている.ループのないグラフ

では罵辺化表現

・ Jr-7().齢、グラフ

民間
図 18:ループのないグラフとループのあるグラフ

H~~l Pt(8t) 
P(8) = 二 三 1
E乙1P11i(品〉

( ~μ(8þ) =乞8¥8"P(8) ¥ 
¥ ~(81む=三'\5/ P(8) } 

-23-
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が成立する.ここで， 8¥8μ はSからクリーク Sμの要素を除くことを意味する.8¥SIなども同様の表

現である.またClは変数Slが含まれるクリークの数である.

-般に近ffJ.を行うには，元の分布と近松した分布がどれ程近'"方、とも 1う尺度を導入すると便利である.

そこで， 2つの分布P(8)とQ(8)の間の近さを測る量としてKullback-Leibler(以下，五L)ダイパージェ
ンス

て『♀(8)
KL(Q~P) = ) : Q(8)ln一一>02f P(S)一

を導入する.KLダイパージ、ェンスは常iこO以上という条件があり，分布間の近さを表すものであるが

KL(Q，P)ヂKL(P，Q)など距離の公理を満たさないので普通の意味での距離ではない.KLダイパージェ

(87) 

ンスに

( 回ル…Lυ川1ψ似ω(8…SP(S) U I'=l  "'I'\-~ 
日~~l bl，(81') Q(8) = -!:!/JICz l 
日二1b~I-'(5l) 

(88) 

を代入して，拘束条件

乞九(8μ)二 I
Sμ 

玄b，(品)ニ 1 2:: bμ(8μ) = b，(SI) 
51 81'¥51 

(89) 

のもとで最小化するように bl(S，)を決める.これはベーテ自由エネルギー

FBcthc({blL，bE}) = -lnZ + KL({bμ， bI}IP)三一 lnZ (90) 

FBcthc( {bμ， b，}) をε同 )ln 九州
μ=18μψμ(SJRZqMψ1(品)

十会1-叩 imtizi (91) 

を最/j、iこすることと同じである.この最小化は BeliefPropagation(BP:信念伝搬)を使うことで高速に

実現できる.

3.1.2 Belief Propagation 

KLダイパージェンスおよびベーテ自由エネルギーの最/ト化問題は，試験分布に関する拘束条件

2:: blL(8μ) = bl(SI) キ

81'¥5， 
十入μ{品)(乞 blL(Sμ)-bl(SI)) 

Sμ¥5/ 

(92) 

入μI(SI):ラグランジュ未定乗数

を用いた拘束条件付最適北問題に帰着する.この極値条件を求めると，周辺化分布は未定乗数を用いて

ψμ(SIL) n，ε乙{μ)(ψI(SI)e-λ1/1(51))
乞Sμψμ(8μ)nIEC(μ) (ψ[(St)e一九/(51))

ψl(呉)n
lLモル
t(l)eλμ1(5!)/(C{-1) 

LSμψ[(S/)口ILEM(I)e一λ1，1(51)/(C/-l) 

bμ(8μ) 

b{(St) (93) 

A
せっ“
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(94) 

と表現される.未定乗数を用いて (92)式を整理すると

e->'，.l伶 )α Lψμ(8p.) rr (向(為)e->.pj向))
Sμ¥81 jεζ(μ)¥1 

(95) ψ似Iバ(伶凶S，勾1)巾が)持eρ一→λμI品(将伶81)ほ伎ψ拘似iバ(SI勾iけ) rr eρ一寸λん>'，，1( 
vελイ(1)¥μ

(らlル
が得られる.ここから最適な乗数を決めればよい.ループのないグラフでは要素，グラフに適当な)1慎序

関係を定義することができ，その穎芹関孫に沿ってグラフを-通り伝搬することで解くことができる.

このような方法を BeliefPropagation(以下， BP)とL、う.

この種の非線形方程式は同期的な反複法を使って解くのが 4般的である.ここでは変数を

mμ→I(S，)<xe->.，.1(8L)， m，→μ(Sl)江守I(S，)e一λμ(81)のように書き重し前向き反復

(96) 

合;tjt(St)=αtL乞 ψμ(8μ)rr m}→μ(弓)
Sμ¥8/ Jεζ{μ)¥l 

mLμ(81) =α;→μψ1(8，) 日仇Lρ'1)
uεん1(μ}¥l

を用いて解く.BPでは図 19のように，グラフ上でメッセージの受け捜しをして伝娠する.計算量はク

リークサイズについて指数的になるが，計算はグラフ上を・通り伝搬するだけでよい.

S
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図 19:BPにおけるグラフの伝播

(97) 

試験分布の周辺化表現は， (96)でlX護法により得られた解を (93)式に代入することにより

ψI(S，)日係M(I)仇μ→I(SI)
乞81ψl(St)日μEM(I)仇μ→l(Sl)

bl(SI) 

ここでそのことを示していくが，以下の議論はノレー

となる.

BP は1次元鎖の場合，転送行列法のことである.

プのない a般的なグラフでも詞じである，

…
 ー次元鎖の対tt関係、rKI 20:ルーフ。なし 2部グラフと

p
h
d
 

つム
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a次元鎖のある要素klこ着目すると分布は

HKψk，k+1 (Sk， Sk+1) 
P(S) = ~U~ 
L::s I1kψ対十1(Sk， Sk+l) 

となる.ここで，この結合分布から罵辺化された分布が

(98) 

円高)=乞 P(S)伎(Lrrψ山 (Sj，Sj+t))(三二日九+1(Si， Si+l) ) (鈴)
S¥SI Sj<SI jくI

仇k-}→k(Sk) 治 k+l→k(Sk)

と表現できることに着目する(図 21).

i鎗合分布i
P(S)=HKψり+1(Sk， Sk+l) 
Lsfhψk，k+1 (8k， 8k+l) 

i……J mk+l→k(Sk) 
P(品)=乞 P(S)ぽ (ILn吟.1+1(九島+1

S¥81 '18j<8， i<l 丞>81i>l 

園 21: ー次元鎮の分布の肩透イヒ

mk-l→k(Sk)， mk+l→k(Sk)を直接評倍するのに必要な計算は添え字kの位置に故存し，それぞれ Sk

の左，右に位置する要素の語数の指数に比椀して増大する.ところが，これらに関して漸化式

仇k→k十1(Sk+d L rrψ'jJ+l (Sj， Sj+I) 
Sjくk+Ii<k+l 

さ仇叫九九1)(妄互い(仏社) (附

乞ψk，k+1(Sk，Sω仇k一日(Sk)

が成立することに注意しよう.この漸化式を利用すると，現時患でのmk-l→k(Sk)あるいはmk+l→k(Sk)

を利用し， 1ステップ当たり 0(1)の計算量でと隣の要素に関する mk-l→k(Sk)，mk+l→k(Sk)を計算す

ることが可能になる，すべての要素に関して，これを実行するのはグラフ上を・通り伝播するのに必要

な高々O(N)の計算量で済む.これで， ・次元鎖分布の計葬量が0(2N)からO(N)に削減できることが
わかった.

/レープがあると KLの関係が成り立たない.

FBc恥({ちん})ヂ -lnZ十KL( {btL， bl}IP)三一 InZ 、、.-盆
z
，，

官
量
A

凸

υ
守
B.A晶

J'a
筆、、

しかし，べーテ自由エネルギーの最小化は“近ff.l手法(ベーテ近似)"として科用できる.この際，近似解
の探索アルゴリズムとして BPも利用できる(この場合iこは特にloopyBPと呼ばれることがある)が，

残念ながら，以東の保証はない.
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図 22:Loopy BP 

3.1.3 ベーテ近似の応用弼:誤り訂正符号

ベーテ近似の応用例として誤り訂正符号問題の痩号問題がある.誤り訂正符号とは送信講報に冗長性

を持たせることでノイズなどにより生じる情報の誤りを訂正するための技術である.Kピットの 2元

(0，1)ベクトル忽=(XI，X21... ，XK)を原靖報として，これを線形変換で N(>K)どットの2元ベクト

ル(符号語)ゾ={d，dy-JZ)へ符号化する顔形符号を考える(密 23).受話された情報の毎号をする

倒 康情報ノイズ 受信信号 制

I / / 内

面lD+n=n(叫日=ヨコn=1HIn叫ん
I¥.J I

LJ 
11 11 ノ 11 I 1 f HCT = 0 i 

I _-' U U y-原島也 什 什 1_で i

図 23:i線形符号の (a)詩号化と (b)複号

ための， 0または 1を成分とする (N-KxN)のパリティ検査行列Hを定義する.Hが与えられると

HCT = 0 (mod 2) (102) 

を満たす，。または1を成分とするNxKの生成行列cTを講戒することができる.線形符号化はcTを
用いて

yO = CTx (mod 2) 

により行われる.受信される信号uはこれに N ピットのノイズη が加わった

u=£pn(mod2) 
yO 

となる.簡単のため，ノイズとしては各ピットの値が，独立に確率0<p < 1/2で度転するようなもの
を考える.このような通信路を2元対称通信路という.復号は符号語uにパリティ検査行列Hを左から
掛けてシンドローム z= Hy (mod 2)を計算しパリティ検査方程式

z = Hy = H(CTx + n) = Hn (mod 2) (105) 

からノイズベクトノレη を推定することにより行われる.例えば具体的には

(103) 

(104) 

nl 
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(106) 

シンドローム

η'，7 

、ーー-v-ー・〆
ノイズ
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のような方程式になる.原構報zは，ノイズベクトルの推定誼カが得られた後，

cTx=y一元 (mod2) (107) 

から求められる.誤り訂正符号ではパリティ検査方程式により票靖報iこ推定が行えることがわかった.

しかし，パリティ検査方程式からのノイズη の推定はー般に計算量的に困難な問題である.

そこで，ノイズの推定の計算に工夫が必要となるが，ここでベーテ近訟を使う.ノイズの成分とシン

ドロームを2部グラフにおける要素とクリークとみなすと

ψl(n) = d(ZI;η1 + n2 + n3 + ns) 

ψ2(n) 二 d(z2;n2十n3十n4十n6)

ψ3(n) - d(z3; nl +η3 +n4 +η7) 

ψパ1li) = pni(1ーがl-n， (108) 

を構成することができて， (85)式に対応する分布が得られる. 2部グラフで表現することができたこと

で， BPで解くことが可能となる.
近年，低密度ノミリティ検査(LDPC:low-densityparity-check)符号とよiまれる狩号族に関しては，数万

程変の長いどット長に対してもベーテ近似により実際的時間での復号が可能であることが認識されてき

た.そして， LDPC符号は世界最高水準の性能が得られることが実験により明らかになっている.ここ

では，代表的なLDPC符号であるギャラガー(Gallager)符号に対して，ベーテ近似による蜜号アルゴ.ワ

ズムを導出する.

ギャラガー符号は0，1の要素からなる (N-K)xK疎行列Clと(N-K)x(N -K)の可逆な疎行列

C2を横に連接し，パリティ検査行列がH= (C1C2)で与えれる(図 24).諌行列とは値が 1となる要素
数の割合が少ない行列という意味である.

H 

1Hい
k-0(1) 

1 j -0(1) 
十
分
畏
い

図 24:ギャラガー符号におけるパリティ検査行列

以下では，C}，C2はそれぞれ各列あたり，ポ=1，2γ・・)この要素だけが 1となり，各行あたりでは1
の語数がなるべくランダムに構成された行列であるとし，ピ、ツト長K，Nは十分大きな状況を考える.以
上のように講或されたパリティ検査行列Hに対しては，KxK単位行手IjIK と(N-K)xK行列C2

1C1

T { IK ¥ずー
を縦に連接したG=1 1 i Lよって生成行列が構成される.ただし，逆行列は (mod2)の演

¥ C2
1
C1 J 

葬に対して定義する.このように生成行列を構成すると HCT=Oが成り立つことに注意.

それでは，ギャラガー符号に対して，況の推定を考えよう.ここまでは， (0，1)で2値情報を表現して

きたが， {更:卓上(+1，-1)の2値で表すように変更する.向型変換{Oラ1，+(mod 2)}←→{+I，-I，X}を黒

いてすべての変数を (+1，-1)によって表現しなおす.すると， (0，1)表示で各要素 n[= 0，1となる確率

が独立にそれぞれ l-p，pとしサ事前確率は， (+1ラ-1)表示ではF= (1/2)ln[(1 -p)/討を用いて

η
F
 

N
K

一-
Z
一-
F

一

pa

一

X

一
e
一n

 
p
 

(109) 
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となる.また，ノイズη に対してシンドローム zは確定的に与えられるのでパリティ検査行列 Htこ対

する条件付き確率P(zln)は(0，1)表示ではHn= z (mod 2)ならば1ヲそれ以外では0となるデルタ関

数d(Hn=幻となるが， (+1，-1)表示では

円zln)=116(zμ;n nl) =百1÷寸ω 向 (110)
μ=1 1ε乙{μ)μ=1

のように表現できる.ここで， μはパリティ検査符号Hの行番号を，乙(μ)はHのμ番目の行iこ含まれ

る要素が 1の列添字が作る集合をそれぞれ表す.

ベイズの公式を用いると，事後確率は

P(zln)P(n) 
P{nlz) = 

Ln  p(zln)P(n) 
、‘z'
/

唱

E
4
g
i
 
‘i
 

，，aE
宅、

となる.事後確率から様々な目的関数について最適復号戦略が決まる.ここでは，真のノイズとその推

定植がピットごとに-致する確率を最大にする MPM復号を考えることにしよう.この復号では事後分

布に関する各ノイズ成分の平均値

(nl)二三〉tP(niz) (112) 

を計算し

会1= sign( (nl)) (113) 

を推定結果とする.

ノイズの平均櫨(112)の計算は毘難であるので，ベーテ近似を用いて近似的に評倍する.そのために，

μ番自のパリティを構成する要素の組をクリークに，1番目のノイズ成分をそれぞれ対芯させて，ラグラ

ンジュ未定乗数を (94)，(95)式に代入すると，

ψ'1 (St)eーらJ(SI) cx I+mμn1 (114) 
2 

e-.5.J.'I(Sz) α1+?州(問

を導入する.今回のグラフにはループが存在するが， (114)，(115)式を (94)，(95)式に代入すると，

ふ t十1 _ TT ~t … ‘一久一 一 …-'一μ→ l ~μ~~ ''')→μ 

jε乙(μ)¥1

{l，l-p， '"  L ，-l/d  ，¥ 4→μ ニ tmh!?-7十 ~ tanhーいL→1))
¥孟 uελイ(1)¥μ ノ

(116) 

が得られる a この反復式からベーテ近似によるノイズの推定値

{lL_l-p や 1(~_t ¥， 
nl = sign( ~ln一一 + L tanh-l(rñ~->l) I (117) 

¥ 2 p ム-:，.¥_ ¥. -J.L~'/ J 
¥μξん1(l) / 

が求まる.この結果からギャラガー符号は， (loopy)BPにより，高々，ピット長に比例する程変の計算

量で復号できる.

ベーテ近似はループのないグラフの性震を利用した近似法あり， BPが効率的解法として利用できる.

重感的には疎なランダムグラフで良い近阪になる.それについてはここでLDPC符号についての例を示

した.しかし，密なグラフに対しても良い近似になることがある.例えば， CDMAの復調(Kabashima，

2003)についての議論がある.またレプリカ化による要約伝機 (SurveyProp:SP)という方法が K-SAT

問題の効率的解探索法(Mezardet al，2002)で世界記録を樹立したが，この方法とべーテ近似とのつなが

りを示す議論もある (Kabashima，2005). 
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3.2 ギブス富由エネルギー形式と適j志TAP法

3.2.1 自由ヱネんギー影式

確率分布P(8)について物理量0(8)の期待値を求めるのに自由エネルギーがよく使われる.自由エ

ネルギーにはヘルムホルツ白色エネルギー

間的=吋ZP(S)eθ0(8)] (118) 

とギプス自由エネルギー

φ(m) = 1す{KL(Q，P)I(0(8))Q = m} 

=すx{θm+守(θ)} (119) 

があり，求めたい量，あるいは目的によって使い分けられるい

自由エネノレギーの1措微分，または自串エネルギー最小東理により，物理量を

δ曹(θ)I 
(0伊丹=一一一一I = argmin{釘m)} (120) δ() I ~ ---~: 

1t1→o ーー

から求めることができる.

また， 2 ~皆数分から分散・共分散((靖報論では)フイツシャー情報)行列

/θ2量(θ)1 ¥ {がを(m)¥ -1 
(Oi(8)Oj(8)) -(Oi(8))(Oj(8)) = -(一一一一I1=1一一一一 I (121) 

1¥ f，J J/ ¥ '-/ J ¥ f，J J! - ¥ O()iO(} j Iθ} -¥δmiδmj} 

が得られる.以上のように物理学，情報論において，自由エネルギーから様々な量を得ることが期待でき

る. しかし，自密エネルギーを棲うからといって計算量が減るわけではない. ・般には自由エネルギー

の評価でも計算i士爆発する.しかし近似計算においては自由エネルギーを用いるメリットがある.それ

は，系統的な近訟法の構成が容易だからである.先ほどは触れなかったが，ベーテ近倒で現れたベーテ

自由エネノレギーもギブス自由エネノレギーの近似式と解釈することができる.

ここでは，特に以下の場合を考察する.

N 

P(8)れ xp[乞主治!日向-山(品十叫1吋)
l>k全詰合系 1=1 イジン手スヒ=ン

(122) 

。(8)= 8 (123) 

摺互作用がなければギプス自由エネルギーは許算が容易である. しかしながら，相互作用がある場合は

何らかの工夫が必要になる.そこで，格互作用係数に展開パラメータ αを付けて， α=0の潤りでテイ

ラー展開し， α=0を代入するという，種の高温展開を行う.

争(m; α)=~{θm-In[乞よI>k CtJ1kS，Sk+(J.m] } 
v -8 

(124) 

φ(m;α= 0) 
N 一一 一

乞乞江戸lιヂ
1=1 S，=土1
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これをプレフカ展開という.相互作用が Jlk̂'N(Jo/N， J2 / N)の正規分布に従う場合， 2次の震構式は

Thouless-Anderson-Palmar(TAP)がベーテ近訟に対して与えた自由エネルギー(TAP自由エネルギー}

N 

争仇仇(同同m;α=斗0俳乞ε 己ヂ円ln立手Fヂl些竺一ε2むJみ加]z
1=1 Sl=土1 l>k l>k 

(125) 

に-致する.ただし，以下の条件が満たされない限り高次項の影響は無視できずこの評錨式は正しくな

いことが知られている.

プレフカ条件(収束半径の条件)

A
U
 
>
 

m
 

NZM 

P
一N

(126) 

3.2.2 適応TAP法

プレフカ展開には悟題もある.まず，摺互作用行列Jは統計性は・般にはわからない.それに，般

に展開は無限級数になる.この手間は指数的に増大し，高々数次のオーダーで手計算では手に負えなく

なる.なので，できればギプス自由エネルギーを非摂動的に評価する方法があるとよい.

そこで適応TAP法 (Opperand Winther， 2001)とし、うものを考える.この方法の着眼点はガウス分

布を利用するというところにある.ガウス分布は多次元でも計算が容易である.また，今考えている全

結合系では中心極限定理から他の影響はガウス分布でよく近似できると期待される.

適応TAP自由エネルギーはイジングスピンをガウススどンに換えてもよく近叡されるという板定の

下で，拡張された自由エネルギーに関する 1階徴分の関係式

か(m;α) =一〈芸品mlmk)a~かGauss(m;α) (127) 

を0から 1まで積分することで 次のように講成される.

φada(m)~φGauss(m;α= 1)-φGauss(m;α= 0) +φ(m;α=0) (128) 

ただし，嘗Gaussの計算ではイジングスピンを表す重み [8(5-1) + 8(5 + 1)]の代わりにガウス重み

九(51)αexp~ 一生51 ~ A1: s.t. (51)α 二 1i -2Ul ( (129) 

を用いて分配関数の計算を行う.ガウススピンに対する自由エネノレギーは

争Ga臨 (m;α) = 流(-53+θm
ベρ8exp[ -t.学÷十Sl5k+会181])} 
mxx{ -計十;mT(A-αJ吋 ln(A-αJ) 

(130) 

となり， Aを決める条件は

1 = (A-αJ)li1 + mr ((51)0 = 1) (131) 
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である.よって適応TAP自由エネルギーは

φGauss(α=1) 

φada(m) T{-計十T(A-J)m寸いの)
N.  

+乞jill(1-4) 宇一φGauss(α=0) 

N ~ ~ 

+L~二ピヂ竺lU2pl
l=1 SI土1

(132) 

φIsing(α=0) 

となる.極値条件より適応TAP方程式が導かれ，オーダーパラメータが

件 tanh[ I:山k-(Al一市)~l 
オンサーガ反跳場項 (133) 

{A-J)ど=1-mf
オンサーガ反跳場工買を適応的に決める条件

から得られる e

ここで適応TAP法の性賞について，いくつか述べておく.適応TAP法を用いる際には相互作用行列
Jの統計性に関する構報は必要ない.この性質のため，生命情報などのデータ解析への応用に大きな期

待を持たれている.

Jの統計性を与える場合i土例えば次のように既存結果を再現することができる.
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(SK model) 

(Hopfield model) 
(Q=辻ィ) (134) 

ただ，計算コストはO(N3)となり，効率的な解法をみつけることは未解決の問題である.

また，次のようにパーセプトロン型の問題にもt&用可能であり，判部分析への導入も容易である.

到附附S剖) α 立ト六μ山Z山μバS釘)= Jρd包吐山&ι叫吋仇μA収品(伊仇2ι山μ

f炉必倫e♂ぬ2IfdusfWH-M (135) 

心の事前分布

この性質を利用して，適応TAP法をソナー信号処理で爆弾か石かを判別する問題(ニューラルネット
の宥名なベンチマーク問題でもある〉に応用する伊jもある.(Gorman， R.P. and Sejnowski， T.J.， 1988). 

4 まとめ

これまでの 10年鵠でそノ(物賓)の理論をコト(情報〉の研究に生かすことが盛んに行われてきた.元々，

物理学と清報論はエントロピーの概念を共有しており，最近の研究でモノとコトの頚似性を強調してき

たとも言える.これからは，モノとコトの読存理論の相違点を意識し，双方の得意・不得意を認識する

ことが重要になる.
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また，これまで，統計力学で研究されてきたトイモデ、ルを用い，無摂系で対称性の高い場合のモノの

理論を第ゼロ近似としてコトの研究に応用することで，テリトリを確保してきた.これからの 1つの方

向性として，有限次元で対称性の低い，より実践的な多変量データ解析の理論の研究が挙げられる.ま

た，量子情報における多体問題の検討など，さらに新しい領域での研究も進むだろうと患われる.
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