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氏 名 浅 倉 史 興

(論 文内容の要 旨)

平面上 の帯領域{0<x<・ ・,o〈y〈 π}に おける偏微分作用素

∂2∂2A
=
∂x2+Q(x)∂y2

の デ ィ リ ク レ境 界 条 件 下 で の 固 有 値 を{λn}nニ12__と し,正 数 λ以
,,

下 の λnの 個数 をN(ゐ と して,λ →○。の と きの 関 数N(λ1の 漸 近 的 表 現 を固

有 値 の 漸近 分 布 法 則 とい う。

Q(x)は0≦x〈+○ 。で 正 で,C4級 か つx→oOの と きQ(x)→ ○○をみ たす

と仮 定 し,さ らにQ(x)の3階 ま で の導 関 数 に適 当 な 条 件 を課 す る と,つ ぎ

の法 則 が な りた つ こ とを主 論 文 を 示 した:λ →Q・の と き.

N(λ}一券訂 一 血+・(而(1>

こ こで 各項 の種 分 は根 号 内が 正 の範 囲 でと る もの とす る。

申請 者 は参 考 論 文 〔1〕 に お いて,領 域 の 面積 が無 限大 で,し か も遠 方

で 細 くな る場 合 に つ い て 、 ∠(ラ プ ラシ ア ン)の 固 有 値 分 布 を 調 べ,遠 方

で の 領域 の 幅 の縮 ま り方 が 固有 値の 漸 近 分 布 法則 に深 い関 係 を 持 つ こ とを

明 らか に した。 この場 合,適 当 な変 換 に よ って 上記 の問 題 に ほぼ 帰 着 され,

4の 変 換 され た 作 用素 はxが 十 分大 き い と上 記 のAが 第1近 似 とな る。 な

　

おQ(x戸7が 遠 方 で の領 域 の幅 を 示 す。 この よ うに,∠ の無 限 領 域 にお け

る研 究 が 主 論 文 の 動 機で あ り,得 られ た法 則(1>も 直 接 に これ に寄 与 す る も

ので あ る。

(1)は大 略 っ ぎ の 方針 で導 か れ て い る。 固有 方 程 式Af+μf-0に

f=g(xlsin(ny)を 代 入す ると,

9)〃(x}+(μ 一n2Q(x))9(x)-0(2)

が 得 られ る。N(ゐ の 大 き さを 調 べ る には 各nご と に(2>の 固 有 値 μ の 分 布法

則 を導 き,こ れ をnに つ い て加 え れ ば よい・ した が っ て,大 き い2つ の パ



ラ メ ー タ(n,μ)を 含 む(2)の 解 を 変 わ り 点(turningpoint)(n2Q(xl

=μ とな るxの 点)の 近傍 で エ イ リー関 数 を用 いて 近 似 し,そ の 誤 差 をn

とμ に っ いて一 様 に評 価 で き る ことを 示 す の が最 も重 要 な 部 分 で あ る・ こ

の こ とは 申請 者 が参 考 論 文 〔1〕 で 示 した もの が あ るが,主 論 文 で は さ ら

に改 良 を加 え,適 用範 囲 を 拡 大 した。

と こ ろで 法則(1)は 一 般 的 で は あ るが.わ か り易 い もので は な い ・ 主 論 文

は(1)の 簡 略化 を試 み て い る。 す な わ ち,級 数　
ζFA(α)一 Σ 益 α(3)l

n=1

が 収束 で あ るよ うな 正数 αの 下 限 を σとす る と,σ の大 小 は λnが 。。に 発

散 す る速 さを 測 る尺 度 とな る。 この σは,実 は積 分

孟DOQ伝)噛(4)

が 収 束で あ るよ うな αの 下限 と一 致 す る。 主論 文 で は 級 数③ に 関す る池 原

の タ ウバ ー型 定理 を拡 張 して,σ が 有 限 とな るあ る種 のQ(xlに 対 して は次

の漸 近 法則 が な りた つ ことが示 さ れて い る:

N(x)～Cλ σ(lo9λ)ρ,(λ →QO)(5)

こ こでCお よび ρはQ(x)に 依存 す る定 数 で あ る。 この タ ウ バ ー型 定 理 は 実

ヨ
関数 論 の 分 野 への 寄 与 で あ り,上 述 の変 わ り点 にお け る考 察 と と もに主 論

文 の実 質 的 な 柱 を構 成 して い る。

主論 文 で は,さ らに進 ん で次 の考 察 が な され て い る。 σ;・ ・の場 合,級

数③ は如 何 な る αに対 して も発 散 で あ る。 この とき固 有 値 は非 常 に密 に 分

布 して お り,N(わ は(5)の 型 と全 く違 った様 相 を呈 す る。 本 論 文 で 示 され た

例 で はN(ゐ は あ る指 数 関 数 よ り大 き くな る。 この よ うな現 象 が お こる こ と

は今 まで 誰 も指 摘 しな か った こと で あ る。 また 主 論 文で 用 い られ て い る手

法 や 推 論 は独 自に 開発 した もの が 多 い こと に も,申 請者 の創 意r工 夫 が う



氏 名 浅 倉 史 興

(論文審査の結果の要 旨)

一 般楕 円型偏微分作用素の固有値の漸近分布法則に関 しては
,数 多 くの

歴史的文献が あ り,現 在 もこの方面の研究が盛んで,証 明の方法 も種 々の

ものが ある。 申請者が用いた常微分方程 式の変わ り点 の近傍 におけ る解 の

性質の考察 はTitchmarshの 仕事に もすで に用 い られている伝統的な方法

の ひ とっで ある。 しか しなが ら,こ の方法 によって固有値 の漸近分布法則

につ いての詳 しい結果を導 くには,す ぐれた直観力 と計算力を必要 とす る。

申請者が計算 の過程 で示 した様 々な工 夫はそれ 自身価値 のある ものであ る。

申請者が.タ ウバ ー型定理 の拡張を行 な ったことは主論文 の大 きな成果

のひ とつで あ り,申 請者の広 い学識 と視野 を示す もの といえる。 さ らに主

論 文が.そ の主要結果であ る法則(1)を導 くだけに止 らず,こ の法則が含ん

でいる種 々の様相を具体例 を挙 げなが ら解 明 してみせた所 に新 しい発 見が

あ り,こ の分野 の今後の研 究に寄与す る所大で あ ると思われ る。

以上 によ り,申 請者の本論文は理学博 士の学位 に値す るものであると認

め る。

なお,主 論文及び参考論文に報告 されてい る研究業績を中心 とし,こ れ

に関連 した研究 分野につ いて試問 した結果,合 格 と認 めた。
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P・・r・ ・n・七。。 。and。(。,y)。 。a。L2(・,。)-va・ ・。dfun・ 七i・nU(・),(・.・)i・

・・duced七 。 七h。S七urm.Li。uvill。 。P。ra七 。。P。 ・bl・m・ 七・di・dinK・s七yu・h・ 撮 ・。-L・vi七an「8]

U"+(N-&(・))…f・ ・x>・

(O.4)

U(0)=0.

o

・nd・ ・cer…n…di七i・n…2(・),・h・y・ ・・・…d・n・ ・ym… 七i…rm…f・ ・

N(λ)in七h・f。rm

e9

(・・5)・(λ)一 ÷ 蓋

副 。)(X-…(・))'/2d・ ・

wn・re・
.(・)…h・n-・h・ig・ ・va・ ・… £(・)・ ・… 七h….(・)・n2Q(・)

=Lnourcase.工fwese七

恥

・(・)・ ΣP
n(・)si・ ・"r・n=1

七hen(0.4)issplittedinto七hefollowingS七um-Liouviユ1eproblems

階 ・(nc-n2Q(・))9n=・f… 〉 ・

(o.6)
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元cordingly,ourconsiderationsin七hisar七icleconsis七ins七udying七heeigen-

valuesof七heSturm-Liouvilユeproblem(0.6)wi七hparticuユa.r'careon七heparame一 ヒer
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3ET[IEg-ix≦ 愕 馴 ≦ 一識 一、 ・ 号1甕/く 隻 ・

!…7)
Ql…1

。x)kl、f・ … 　 ・ …h-・ ・n・t・n・・A・ ・andC・

Th・n(0・8)h。ld・f。rlarg・ λ.

Under七hecondition(0.17),weshaユlge七auniformasymp七 〇七icexpansionin

λ 〆ofthesolu七ion七 〇theS七uエ ・m_Liouvilleproblem(0.6)using七heAiryfunc七ions.

F。 ・Q(。).(・ 。9。)2k。 。 。bt。i。
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Herewecanmerelyob七ain七hees七ima七esofN(λ ノ)fromaboveand「belowas七he

foUowing.

(・.・g)・ 、。(・-E.)λ'/2k,,{・(λ)S・,。(・ ・ £)A.'/2k

b「anytwi七hcer七 ・i・ ・。・・七ant・Cl・C2・

工nconclusion,工wouユdlike七 〇expressmyheartythanks七 〇ProfessorS.

MizohataandProfessorN・Shimakuraforvaluableadviceandincessan七encourage--

men七.

〔7]



　
91.・ 。 七hi。sec七i。 。wesh。 、、 。。vi。w。 。。。b。 。icspec廿a・p。 。P。 。七iesQf七h・

。pe・a七 。・Ai… 士・ipd。 ・ai・
-Q .・(・ …)X(…)…sumi・g(・ ・2)・

t・1・d… 七・byL2(食)七h。Hi・b。 。七 。p。 。。 。f。qua。 。i。 七。g。ab・ 。(。 。a・v。 ・。・d)

fun・ 七i・n・inΩ.エn七hi・a・ 七i・1・w・ ・h・ll・ ・。k・i七h・ ・a1Hilb・ ・七 ・p。ces.L・ 七

usdeno七e

IluH・ ・fl.・ ・dx・y

・(・)・ 撫 ・Q(喚dy・

・・・…by・1(ft,Q)・hespace・ff㎜ ・・・…d・f…d・ ・

'

・と(n・Q)・1・ ξ ・'(n)∩ ・o(St)1u…n∂ft・ll・H2・ ・(・)〈 一・P5・

田hespaceH6(St・Q)・ ・d・ ・in・d…hec・ 叩 …i・ ・ …1(Q,Q)・ ・thres・ectt・

NuHi=llull2・E(u).

工n七hefirstplaceweshow七hefol] .owinginequali七y

P・・P・siti。nl・1・ エf・f㎜ ・七i。・Q(x)d・fin・df・r・ 〉
10・ ・七i・fie8

・2)・ 七h・・f・r・n・E>・ ・h・・eex・ ・tω 、・・… … ・ω 、 ∈ ・2(St)…h・ ・

(、.ユ)ll。ll・ 一く 圭1(ω.,。)1・ 。 ε。(。)

」=1コ

…d・f・ ・a… ∈Hさ(h,Q).

・・・・・…h・ …n・yt・ ・h…h・i・ ・qua・ityf・ ・u∈ ・1(n
,Q).

[8]



Sinceu(x
,0)=u(x,・ 兀)3・Oforanyx芝 多0,i七follows

(・・2)∫1轡)・dy>一](lu(・ ・y)・dy・

Muユ 七iplyingQ(x)七 〇 七hebQ七hsidesof(1.3)andin七egra七inginxfromR七 〇

infini七y,wehave

J∫9Q(.)轡)・ 的 ◎ 噺)'51∫lu(…)・ 一 ・

エfwech。 。・eR・u・hth・ti・fQ(・)〉/ε 一1,・ ・f・ ・d

x7/R

(・・3)L
。u(x・y)2-・ ≦ ・/∫。〉一。Qω 尋 一y

≦ ε∬ 。〉
1、us・Q(・)魑 ・

・n・h…h・ ・h・ ・d・ ・incepAg・ く ・～ ・・a・ 一 ・・dd・ma・ …h・nf・rax・yε

・h・・ee…tωi… …,ωk∈ ・2(Ω ∩K・ く ・～)・u・h・hat

(・・4)∫S
。5。"(…)・ 一 く 書1(wl・u)1・ ・ 艦 ≦。u;・Q喚 　

C・mbining(1.3)and(1.4),w・g・ 七 七h・in・quality.

恥 ・m・ ・…si七i・ ・L・ …f・ … 　 七h…nyseq…ce・ 」 ∈ ・さ(Ω ・Q)・u・h

;it・七 ・(u」)〈 一 ・h・ … ・・v・・g・・・ ・…eq…cei・L2(fl)・ ・h…mp・ ・…g

・γメ

Ovar・ ・七i・・a… 七h・d・ 七・ ・h・f・ ・mE(・)・ ・Hl(立,Q)(seeC・ 一 ・-Hi・b・ 。・

・・xt…k)…g・ ・ ・ ・・・・・・・… 七h・n・rma・ ・y…m…ig・nfun・ ・・… 捌!・fA

… ・ ・h・・P
n∈G2(豆)(・'・(・!9)・ ・Q)arL・ ・-sp・ ・…g・i　 Va・ue・1λ る …h

「gl



(1・5)・ 監 ・Z
。9n・ ・Q,9n・ …bΩ ・

La七erweshallmakeuseof七heboundary-valueproblem

-(U
x。+Q(・)・yy)・X…Q-

(1。6)u=Ofory=O,π

u=Oforx=0.
x

・・p・ ・y・・g・h・fun・ 七i…pace・ 篭(Q,Q)EM・ 宣1(1'Z,Q)・ ・f…d・i・ ・・・…y・ ・

6さ(ft,Q)・{uG・'( -ft)(・0(豆)1…f・ ・y・ ・,・,II・ll,・(u)く 弓

僧1( .9,Q)・ ・hec・ ・… 七・…f懲 個 …h・esp・ ・七 七・11・Hl
,

・・ ・・… … ・mp・・七esy・ 七・m・f・ ・g・・-i・n・ 肌 ～ ・・A・u・h・h・ ・9
。 ←C2(ω

論 立,Q)a・1・ ・ ・…esp・ ・d・・g・ig・ 卿es盈 …h

(・・7)Agn=/・ ・。9n・n9,九 ・ ・f・ ・y・ ・,・,濫 ・ ・f・ ・x-・.

「lo1



●

§2… 七R

。(・ …9・rZ・fL)・ ・ 七h・k・rn・ ・f-・ ・i-・f(・ ・M)-n・R。 …

ingeneral,acer七aindis七ribu七i・nin(x, ,y,},㌦)anctrepresentedas

q◎

R・(・,…}・・L)一 ζ 珍(1響 チi・

u・i・9・heeig・ ・-i・n・ 陥 ・・d・ …esp・ ・d・・g・i・ ・nv・ ・… 禍 ・Ll'・maye)c・ec七

φ
R
n七 ・b・a・m・ ・七hfun・ 七i・nf・rlarg・n・ エ・ 七hissec七i・nw・shallob七ain

cer七aines七ima七esOf

。(。,。,。,,)。 三9n(…)2.
n

・j-1(九
n+ノL)n

L・f・・eek・u・ 七heeig…un・ 七i…i・ ・h・f…P(…)・ 忽 」(・)・i・ny・ ・h・n

Y。j6L2(・ ・eo)・n・ ・a・i・fies

艦1・ α 一n2Q(・))艦j・ ・f・ ・x>・

(2.1)

Pnj(0)・O

L・ ・ 骸jl・ ・a…p・ ・七・…h-・rma・ ・y・七・m・f・ ・g・nf-・ 七i・…;2
。j5・ ・c…es-

…d・ ・g・ig・nv・ ・ues・1・ 」・ ・bserv・ 七h・七 恢 、(・)・innyl謡 .、 ・一 ・七i七・七esa…p・ ・七・

・r・h…rma・ ・y…m…2山 ・・七hh
nJS・ …esp・nd・ ・g・ig・ ・va・ues・

Toproceedfur七her,weassumeQ(x)七 〇sa七isfy(0.ll)and(0.13)inaddi七ion

七〇(0●2)●

R・mark2.1.C・ndi七i・n(○.2)guarantees七h・exi・ 七・nceand・ ・guユa。i七v。f

「… ÷1



ψ
・・mp…eeig。nfun。 七i。 。。.、fQ(。)-1/2d .x〈 。・,。pec七 。a・p・ ・P・ ・七ies。fA

O

aresomewha七verysimilar七 〇a .nellip七icopera七 〇rinabourldeddomain。Weshal1'

pu七asidesuchcasesin七hepresen七ar七icle。

工七isea・y七 ・v・rify七h・f・ll。wingpr。P・rti・ ・ 。fQ(x)・

Proposition2.2.工fQ(x)sa七isfies(0.=Ll♪,七hen七hereexis七sacons七an七

Aindependen七 〇fn,xandy,such七ha七

(2・2)lQ(x+y)-Q(x)i≦ 乱AlylQ(x)forlyl≦ ミ1,

e.3)。 ・Q(x+,)≦ 、 。nl・iつ爾/・f.。i,i≧ ・.

Proo£ 。Se七R(x)=logQ(x),七heni七follows『by七hemean-vaユue七heorem

・㎎ ≒

(1)y)ト 【・(・ ・y)-R(・)i≦ ・1・1・

Hence

。-Li・1≦ 惣)≦ 。Ll・l
Q(x)'

and七hen

。一・1・L、 ≦Q(x+y>-Q(x)
一く 。・1・L、.

Q(x)

工n七hiswaywecanchooseacons七an七AsQtha七(2.5)hol(ls.

S・nceQ(。+y)≦ ・ 。LI・IQ(。),。esh。nP。 。。。,・n。 七。ad。f(,.3),a

strongerinequali七y

[11]



(2.4)。 ・Q(。)。・1・k、 。・1・}廊)/・.

S…i・g・-n擢)
,…h・W・h・ ・

(・ ・5)・ ・yz/2>/・2・Lyh・ ・d・fQry
/〉 …d・ ≧2L.

By[[]・yl…xp。n・i。 。 。f。x,。 。find

A。y・/2-。2。Ly.

==・Ly{・ ・(・/2-L)y-・23

>/・Ly{…(÷ ・-L)・ ・ 会(÷ ・ 一 ・)2y2-・21

)/・Lyl・ ・ 会(i・ 一 ・)2y2-・23・

Thenwecansee七n'at七hereexistsaconstan七Aso七ha七(2.5)hQlds.(2.2)and

(2・3)c。rresp。nds七 〇(17.10.3)and(17.10.4)inChap.)r1工 工 。fE.C.Ti七c㎞arsh「12].

W・n。 。gi・ ・ab・i。f。 。vi。 。 。f七h。F。u。i。r。i。 。t。 。n。f・ 。ma七i。 。.L。 七f∈Cユ(・Pe)

。a,i。fy、 。gf(。)。 。,。'f(」)∈ 、2(。,。 。),。 。 、,j.。,、.W。d。f、ne

七heFouriersinetransformas

・6)f-(ξ)・ ∫『・i・・9・(・)…

{Phenf(x)isexpressed「by七heFouxierinversionformuユaas

(・・7)・ ω ・ 釜 ∫∵ ダ(9)d9・

Moreover七heParsevalformulaholdsas

[12」



(2・8)∫rl輪 ・ イ ぼ(も)1・dξ ・

[・lese七

(2'9)轡:㍊ 〆 鑓 〆 ゆ0)

・h… ん 藍 ・ ・2Q(・)・ 兜 ・ ・h・・E
。(・ …/・L)・a七i・fies

(劇 一 誤 轡)・ 軸 ヂ)・5(x-y)
E
。(・・0ゾ)・O

w・・。。。6(。)i。th。D。 ・七。f皿 。七i。。.

Remark2.3.For七heequa七ion(1.6),weo『b七ainbyseparationofvariables

o

9-+(■ 一 ・2Q(・))9・ ・f… 〉 ・

(2・1)響P'(0)・O

P・y'い2(・ …)・

工norder七 〇s七udy(2.1)「,weadop七 七hecosine七ransformins七ead,七henthefollowing

呂umen七sare七hesame・

・・m・a・ ・4… 七9。j(・)aneig・nfun・ti…f(…)・i七h・heeig・nva… λ
。」 ・

・h・nl1'。j(・)ise…essed・ ・

(2…)5P。j(x)・ ∫蕊 蘇)-n・Q(y)・ 惹j・ 升/華 ザ)匁 」鵬.

[131



P・ ・・…incey
。」 ・・aneig・ ・-i…i七h・heei…va…2'n.j…

find

(、.、2)鎚j(・)・ 藤)一{・2Q(・)-n2Q(・r)・L・j'・bL}Pnj(・)

1・。j(・)・ …h… 砿 ・ ・2Q(・)・rv・

Sul。 ・titu七ingy-xf・ryin(2 .6),w・hav・

・2Q(。)≦ …Pt)lx-・1/・f・ ・y>
/….

田覧eni七foユlows

・
。(x・y・ ノ乙)2・4Q(・)2

≦A2・nVCi(i)P/L9:-e;・1-2・2啄 ・)・),".1・-yI
nQ(x)+ノLし

≦ 塞 攣 興 里 。身 ♂亀ix-yl.
・Q(・)・ ノLκ ・

H・nceE
n(x・y磨)C・2Q(・)・ 一 ・2・a(・)・ λ 。j・ 鵤j(・)・ ・i…g・a…iny…

alユx>0・

thnceE
。(・ … 汐 ・a七'・f'・ ・(・ …)・wehav・

∫影 畔){一 影 」(・)・ 嬬 、(・)}dy

・癖Q(・)一 ・2Q(・)・ λ
。j・/1・ 。(・・嘘 」(・)dy

・ib
nj(x)・

By(2.11),wefind

「14]



(…3)砦 ÷ 一 レ ・・,/tx-).SPnj(:・ ・

・ 苅 瓠(Q(・ 鴎))・
・(・,・ゾ)兄 」(・)dy・

D'ff…n七i・ ・・… 七i…i・ ノL・h・b・ 七h・'d・s・f(2・'6),…b七 ・'・

liemma2・5・ 「ph・・eexi・ 七 ・。・・七an七 ・c
mlksuch七ha七

(_1)m(P.(x)(

2.14)nJ

(z。 」+ノ し)m+'

・s
・ 傷)mE・(x・yヂ)兄 」(・)dy

・ 書 嵩 τ 弁 ・(K
。j、(・・ノ・)-L。 」。(・・光))・

where

㌦」岬 ・ 到 『Q(・)-Q(・))lx-yl・ ♂塩團 匁 」(・)・y

・
njk(x・/x.)・n・ 訴Q(x)-Q(・))(・ ・y)・e"fn(X+y)亀 」(・)・ ・

an・ 亀 一k
n(x・A)・n2Q(x)・/・

Proof.Recall

・
。(… 〆)・ 鳶{♂ 盗剛 一5(x+y)/・

We。bse「 ▽e七ha七 七he「eexis七c。ns七a・n七sCjkindependen七 。faa・dzs・ ・hth・ 七

(…5)(暴)」 ≠ 響 一
(lr罪 詰 ・j・・k(・・/.)k/2・

Thenby(2・15)七 〇getn'erwi七h七heエ ・eibnizformula,weobtain七helemma.

Nowwecarryou七 七hees七ima七esof(2.17).Firs七!ywese七 七le七heestima七eof

〔15]



七hefirs七 七ermin(2.14).

PropOsi七ion2.6 .

∴ 蒋…;懸欝熱∴
whe「eC

。karec。 ・・七am・七・i・d・p・ ・d・ ・七 。f・and/L・

・・・…Si・ce瓶

」～ ・・a・ ・mp・ ・七・ …h・ …ma・ ・y・七・m…2(・ …)・ ・ef・ ・d

零(∫ ㌃)・(・ 研))cl.J(Y)dy)・ ・ ガi(み)・(・,・1,,・L)12d:・

Diff・ … 七i・七i・g(2・9)i・ 弛m一 七imes…hav・

({s)・'th'・(…,
.iLL)・ ・←美)mm・∫1舞 ・9・

By七heParsevalformulaforsine七ransfOrm,wefind

(…6)討ll(最)、(… 措)1・dy

・ ÷ 嶋 一 ・重
一

一÷ ∫r凝 ・¥一 ÷ ∫
(農 〆

・B(2m+3/2,1/22
x)t・t;[4m-一 一3-ni・ ・(艶'∫ 識 ・9

・ 癖1
,。呈、 壕如一3・ 歯,(玄 つ野)・m+・(讐)・n

Employing(2.15)again,weob七ain七heproposi七ion.

For七hesecond七ermsin(2.14),wecanreadilyverify

[16]



(、.、8)iK・j・(・ ・μ)i

(え 。、 ・
.,・・C)m-e+'κ18+'

≦ 一{(λilj窪糧 ・撫 ・1

〈-m・・c[[
一(λ1デ欝 鉱 ・蛯l

where

轡)・ 副1(Q(・)一 ・Q(・))lx-y}・・"Ln㌦(,)酬.

Weshalles七i・ ・七・G

。」ki・diff・ … 七 七・。way・ ・

(エ)W・divid・ 七h・in七 ・g・al・ ・ 七h。f。11。wi。g

・
。」岬 磯 搾IQ(・)-Q(・>ltx-yt・ ・"'`iglX'"YltS'.j(・)ldy

一 融(∫

1。...。1〈一 、 ・/l。...,1>.、)

・G島 之(・・IL)・G織(・ ≠) ・

Empl。ying(2・2)andby七h・S・hwar・in・quali七y,w・find

・畠 豊(x・7tL)

≦A・2Q(x)崖 ∫

矧 ≦ 、 剛 叫 ち1靭il鑑 、(・)idy

≦ ・寄2(L

k、lx-y12k"2・'2「1・IX"Yldy)・/・(∫ 剛 ≦ 、i兄 」(・)1・dy)・/2

≦A尾/2(∫
。 ・2k'2・-2七d・)'/・(∫i。1≦ 、 乳j(x+・)i・dz)・/・ ・

Thenweob七ain

(2・・9)1盤)[2≦ ・免 ∫

1。1≦ 、1乳 」(x+・)[・dz.

「17]



Nex七apPlying(2 .3),wefind

・ll豊(x,
,/…)

幽 醜㌶ 諺∴ 溶L∵
idy

岬(∫ぼ≧・∴;∵ 鰯
〆 譜

Kk/2(い ぞ 噸

∫回/灘 緬 ア1引砒)、/2

瞭(∫2・2k・-2t・ ・

n)・/2・ ぜ(∫i。 い1・1・k・"12hlzid.>1/2

《 ・kk/2(鵡 ・2k・"t・ ・)'/2・

Hencef。ranyN・wecan・h。 ・sea・ 。n・ 七antCNwhi・hmayd・p・nd・nN・ ・u・h

that

,・・)1・1銀(・ ・IL)}2≦ ・N櫨2N-2・

Com『bining(2.19)and(2.20),weob七ain

(・・2・)1・ ・j・.(・,,L・L)12≦ ・k・ ∫1
。1〈一 、1.lg・j(…)12dz・Cix-M.2N-2・

(エエ)By七heBesselinequali七y,wefindforanyJ

裟 ㌦ 剛 ・ ≦ 樹3Q-)1・tx-yl・k・-2・1[・IX-Y1・y.

[18]



Thensimi!arco【npu七a七ionsasin(工)show七ha七

n4んlt・ ∬IQ(・)-Q(・)}・ 團 蝕3團 貯

・!

il...,i.1・ ∫i。,-Yl>-1

≦ ・ κ。+・Ntcfi2N-2・

Henceweob七ain

J

(2・22)蓋1・
・」k(・・〆 ≦ ・ 億 ・ ・Nt・li2N"2・

・・…y・ ・g(・ …)an・(・ ・22)…g・ 七 七hees七 ・ma・ …(2..
。j・"/・'・一)一(m"f+1)・ 。」。(

x・廼)in七h・f・n・w・ ・g町

訣 等 璽)κ14t-2

'2:壕箏㌢ ぐ 焼1轡)12

:謬1等麟.
Thenweob七ain

Proposi七ion2.7.

(2.23)壽 篶 一 虐

`一 ・〆1κ ヨ　 ・ ・〆2壽 τ 誘

回 ミ、iV?nj(x+y)i2d・

[lg]



・ ・Nぐ4≒ 詣 戸

Le七uscomeback七 〇(2.14).Asbeforewehave翫
(・.・4)(",.。 、 ・ μ)κn

≦maxτ 審
κ。・器l

where

㌦」岬 ・rκ 藍i∫=(一(・))(x+・)・e"tl(町)9。j(・)dy1・

1工1工)v{edivide七hein七egralasbefore

・
。、k(・,、k)≦ ノ κイIQ(・)-Q(・)i(x+・)・ ♂ 生㌦ 」(・)1dy

・ ・2κ 藍(∫

lx-yi≦ 、 ・ll。.yl>.、)

・H畠 豊(x・ノ乙)・ ・ll豊(・,声)・

Wefindby,(2.2)

・畠!(・,M)

く 鋤 藍

一Slf。.yt≦、lx-y1(・ ・y)・典y)19n、(・)1・y

≦ ・劉r侮 ・)2叫 魁y)'/2(/

i。}一く 、lpn、(・ ・y)12dz)・/・

≦ ・κ'ζ2☆2叩 ・・)'/2(/

i。1≦ 、ign・(x+y)12d・)'/2・

Thenwege七

(・・25)1・ 島〆<・ ㌔ ♂㌦k
、lp・j(x+y)1・dz

[20]



Nex七apPlying(2 .3),w・find

・ll豊(x・ノん)

〈一 ・2Q・(・)tc:S

l。.yl>.、(細k5(㌦j(・)ldy

≦ κ頚∵ ∴1ジ:魏 濫:∵lsp・j(y)ldy

・ κ訂

_、(x+y)2k・n卿 ・ト2n2Q(x)幽)dy)'/2

≦ ・kli/2(qσ 一∫〆k{・

n)'/2・ ・kfi'/2(∫ ζ 一 ・)'/2・

HencewehaveforanyN

(…6)・ll豊(・ ・升)2≦ ・Nlkll2N一2

wi七ha・ 。n・t・n七CNd・p・nding。nN・

combining(2.25)and(2.26),weob七ain

(・・27)H。jk(・ ザ)2≦ ・ぴ ∫

1。k陶 剛2d・+・Nκ1・N-・ ・

(∬)By七h・B・ ・selin・quali七y,w・find

壽i%」 岬i・ ≦ 副 『IQ(x)-Q(・)1・(・+・)・k幽 ・)dy.

Repea七ing七hesimilarargumen七sasabove,weob七ain

(…8)壽1・ 。、k(・野)12・9・ 艦 ♂ ㌔x・ ・Nκ三・N-・ ・

Employing(2.27)and(2.28),weob七ain

〔21]



P+coposi七ion2.8.

(一)壽÷ 鋳
一く ・〆't・[14m-3・-igx

・ 〆 ♂集 藁 下)l
i。k、IY・j(x+y)i2dz

J
+CN極2N-2多 τ 訴)・

C・mp・ ・i・g(2・23)・ ・(・ ・29),・ …se・v・ ・…L
。」k…b・ 七七・・es七i・a七es七h・n

一塩x

K
。jki・th・p。i・ 七 ・h・reei・mul七ipli・d七 。ce・ 七・i・ 七・r…B・ 七i・ 七hi・

ar七icle,weshallgainnoadvan七agesfrom七hisobserva七ionin七hefollowingargu-

men七s.

Werecall(2.14).Square七hebothsidesof(2.14)andse七

藩)・ 濤(∫謡 織 一)・
+R

umj(研)・

・h・n・ ・ra・y∫ ・a・・sf,i。g・<Sく ・,。 。h。v。

⑱
1・nmj(x・ 芦)}≦ 戸(!

.(暴)MEn(・ ….・C)P。j(・))・

ヅ叢藷葺 ・
UsingProposi七ion2.6,2.7and2.8,wefind

J

峯 、IRnm」(・ ・7L)i

[22]



㊧
σ ～婁(∫ 。(ii2}u)MEn(X'Y'.iSX-).IPnj(Y)dY)・

・・八 　 ・〆 覧 τ 論)
1。1≦、1兄」圃2血

≦+霧::な炉)
・〆 鴬 τ 瀞 ・)ll。1≦、1塩一 ㌦
+CNん ヨ　 2藍")・

Pt・ ・i・g5・ ・/4,・ ・hav・ ・・・・…d・h・f・n…n9…mawh・ ・h・ ・cru・i・ ・i・

s七udying七heze一 ヒafunc七ion。

1、emma2.9。AssumeQ(x)sa七isfy(0.ll).Therlwehave

読 ≒論 ド 峠(∫1(塾 騨 島締
+吾R

nmj(x・7Lt)・

・h…R
㎜j(・ ・ノ ・)… 七h・f・ ・・・…ges七 ・ma・ ・

J

鯉 ・30)釜IR-」(・ ・7・・)1

≦ ・。戸/4κ 三(4m+3)

・ 鷲 き 乏

1。t〈一、1・1).j(x+z)1・dz・kl・N-i

(ζ ・ κ。(・ヂ)・ ・Q(・)・ 潜)・

§3.・nt,hi。sec七i。nwes七 。dy七h。 。e七 。fun。 七i。 。d。fi。 。d。 。(Q.1・).エ 。 。ur

[23〕



case

◎9ec)

z(・,A)・ 釜 ζ
エλ爵 ・

工n七hefirs七placeweshow

Theoエ ・ern3.1.Le七Q(x)sa七isfy七hecondi七ions(○.ll)and(O.ユ3),七hen

c>b<9

(3・')蓋{ひ ヨ1@(β 〉') ・

ifandonlyif

;3・2)∫
。opQ(x)-e'1/2d.<・a・

PrOQf.Firs七lyassurne(3●2).Pickanin七egermsuch七ha七2m+2多 β ●

一 ・・-S

,OOQi・)一…-3/・dx<c…ByL・mma・ ・9-・i諾

(3・3)壽
(煮 ダ)2・+2

、

一く 濤 ・(∫5(み)mE・(・ …/)兄 」(・)・y)2・ 釜 ・-j(・ ・1/L…)

≦ 縣 、1呈猛(4・+3)・ ・。κヨ(4・+3)・ 一'sx

・礒 瀞 ∫
。1〈一、1!P・・(・'y)}2d・・κ題

《(磁 声 ・+略(着i劉 。幽 ㎞)12dz・鍋

工n七egra七inginx七hebo七hsidesof(3.3),wehave

章撮
≦::牒

)2m+3/、…%言(え 潔 凝 ・云f-

「24]



Hencewefind七ha七

(3・4)玩 語 《 嘘
Q(。ウ)2m+B/・dx

…d・w・ ・轟 ・・・・… 七C
。d・p・ ・d・・g…y-・f…u・ ・i・i・ …y・arg・ 光 ・

Recall七heiden七i七y

縣 ≠ ザ ・讐 ⊥(、1　 汐 く一 ・
Mu・ 七ip・y・ ・g(ノ{-s)γ ・i七hY…+・ 一ρ …h… 七h・ides・f(3・4)・ ・d

in七egra七inginfroms七 〇d》,wefind

τ響 壽壷 ≦%〔響 指 誌 ・血
≦ ・。響 鯉 詞rQ(・)一 β+'/2dx・

Summingup七heaboveexpressionfromltoN,wehave

書 転1。)β ≦ ・βζ(一)∫TQ(・)"e"1/2d」c・

Fix…0・i七h・1・ ・gec… 七ant・O・ ・dl・ 七N・Jラao・Th・ ・w・ ・b七 ・i・(3・1)・

C・ ・v・ ・selyass㎜ ・(3・1)・Pi・ka・nint・g・ ・m・u・hth・t2m+2>一 β.By

Lemma2。gwi七hJ=ΦandProposi七ion2.6,wefind

(3.5)量 ÷ 臨
j=1(λnj+ノ 乙)

T『(2m+3/2)=一
・審鵠 轟 ・飽 岬/・ ・書㌔」}
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Ov

・'七hζ

、IRnm」(・,」 ・t…)1

〈c。 ・・k--1/4、r際

劃 、k、19.j(x+・)1・dz・滋 ア!・

Th・ni七f。ll。z・ ・iSf。 ・ ・ 〉
一 ・○>0

(3.6)芝9・j(・)2
2m+2

j・・(2。j・ ノ乙)

〉一 議 諏 ・(一1/41-Cm升)
cU

一 濃 詩 ∫
1。k、1孔 」(x+・)12d・一 ・・.・議 ・ζ λヨ1・

・1・・七ip・y・ ・g(A『s)γ(r…+・ 一 β)・ ・ 七h・ …h・id…f(3・6)and七h・n

in七egra七ingfrQms七 〇 〇〇,wefind

(3・7)ユ線 卑 幾 昏

∵ 響;)聴1党:(s:1{∴(∴ ∴ λ認.
エ・七・g・a七i・g(3・6)i・ ・f・ 。・ ・。 七。X…hav・

(・-CB・-1/4)∫ 二

。(。・Q(。)'。 。)βi:一:i[7・2・iX≦ ・〆4)撫.

Fix・ ・sO・i七h・1・ ・gec… 七・・七 ・0・ ・dl・ 七Xうoc,・Th・ ・ …b七 ・i・(3・2)・

工fwearemorecarefulincompu七ing七hecons七an七swhichapPearin七heargurnents

above,wecanreadilysh。w七hefoll。wingf。rmuユa・

[26]



Theorem3.2.1、e七Q(x)sa七isfy七heconditions(0.2),(0.11)and(0・13)・

Theni七fQllOWS

(3・8)業
(弍.。)β 一 罧 瓢 詔Q(≒ β宙 ・dx

ass→N.

ApPlying七heKeldyshTau『berian七heorem七 〇(3.8),weob七aintheasymp七 〇七ic

formulaof七hedis七ribu七ionof七heeigenvaユuesin七heformの
(3・9)・(λ)一 ÷

。;、X>.n・Q(。)(い2Q(・))'/2d・

(seefor七hede七ailsA.G.KOs七yuchenko-B.M.Levi七a.n[8])。

Nex七weconsi(ler七heanaly七iccon七inua七ionof七heze七afunc七ion.Recall七he

iden七ity

(3…)∫1τ÷ 琳 コ響 評㌔ く一 ・)・

・・…3・3…tY
n(非)・n・ 馬(メ)・ ・b・un・ ・…a・u・ab・ ・fun・ 七i…

・a七i・fy・n9(i)1Y
。(メ)1〈 一 至 。(A)・

(ii)七hereexis七sacons七an七(}-such七ha一 ヒ

書 ∫陣 卿 く・・一 ・ミβくσ.

・h…(a)煮 ∫ 艦 轡 ・・ah・ ・一・・ph・・f-・ 七i…f・

inO〈R・aく(γ.

「27]



Proof.1、e七usdenote

㌦,,ε(・)・51蔦(轡,P。 ・ ・。,c。,・ ・

ThenF
。,rl,ε(a)・ ・an・ ・七i… 一 七i・n・f・ ・F・ ・R.>!,0くtく!,a・ くC「,

wefind七ha七

1Fn(・)一 ㌦,
,e(のk点(A)d/ec・ ∫1〆 ・勢)勢

holdsf。rall・ ・u・h七h・ 七 〇 ≦Reα ≦ ・

1・

ghissh。ws七h・t㌦R
,?,i・unif・rmly・ 一 ・rg・ ・七 七・F。f・ ・R→oP,ε ラO

i・Q≦R・a≦a、 ・…h・ ・F
。(・)i・h…m…hi・i・ ・ くR・ ・ く ・、 ・

rvloreoversince

℃

1・(・)一 嵩 ・n(・)1〈一 煮 レ 艶 ・乳(婚)勢
。。

≦ 姜1豚(系)勢 ・ 蕎 ∫
。〆 ・軸)勢 ・

N_1

ΣF。(・)…v・rges七 ・ ・(・)un・f・ ・m・y… ミ … ≦ ・、 ・ …ce・(a)

n=].

ish。1。mo「phicinOくRea<al・

L・tcr・ ・頃d!マQ(・)一 ・+・/・一 〈函S・No-a・ ・y・u・ ・he

proofofTheoremO.1.

ProofofTheoremO.1.ChOosea.nin一 ヒegermsuch七ha七2m+2>σ り .We

s七ar七wi七h(3・5)・ 工n七egra七inginxthebo七hsidesof(3.5),wehave

[28コ



⑭

(3・ ・2)≧'2
。+,

∂・1(2。 」+九 お

・ 2諏 き翻 。諦 ・dx

:熱 詣 ・繍弗
Le七usdeno七e

(3'・3)s?・(/・")・艶!∴lli離)毒 緬 研 臨

一卸 ∴撫 ≠影
・ ・ザ'/4∫

。(1　・2Q(・)・/)2・+3/・9

___♂ ザ/4(・ ・南 ∫rQ(・)-Ndx〉{(τ 訴 ・
w・c・n・ ・ad・ ・yseei。(/)1≦!Ei.(升)・ … 七ip・y…7・ ・ゾ(γ …+・ 一・)

七・ 七h・b・ 七h・'des・f(3・'2)and'n七eg・a七'ng'nメf・.・ 〇 七..り …f'・d

Py(3…)
ω

(3・・5)2!'1?iliE.rLg+2a)r(a)擁1

。o

一 響 論 瓢 誌
))卵虹・∫趣9吋)勢 ・

Wew'a.n七 七・useLemma3.3七Qse七tle七helas七 七erm・f(3.15).Le七abereal.

(3・・6)唐 鴨 卿

[29]



・%》 ∫瀞 撫 義3/・叫

・C
.E(2・+・;me3-/4∫ 。(n2Q

.(封幽 、/i・ ・cの
+C
m(1+一 誉 ∫一『Q(x)-NdLx・)工 禦 茎≡[♪⊂=藍11/49

F・r七hefirs七 七・rmQf(3.16),w・find

∫=7Lc2m+1.づ1(.。 」。2Q(。en2Q(。).μ)i農シ 、轡

《 ∫艶M∫離 岬
ぐ 噛(2・+2-・ 「 ・ ⊥
、 「2m+2

・2ユ 兎

Hence

毒… ∫ひ 一 箋(洛)哩

≦ ・。工攣
・%一(一 「(2・+2)(も2m+7/4一α)τ一(a-14

、2m+32)9(判7Qα)醜

・%。(・ ・ ～(・N)
-S"[iOQ(.)-Nd,,)(…3鵠 叫 ・(叫 ・)・

工n七hiswaywehaveproved

釜f戸 肱(充)dl/(・Lくa・ ・f・r・ 一一 ・/4<・.〈 ・m+・.

Sincemisarbi七rary,wefindbyLemma3.3七ha七

・(・)・二 登 噸(卿

i・h。1。m・rph.i.・in(tr-1/4〈R・ ・ く ・・)・

[30]



Nowwein七roducesomeexamples.

E・ ・mpエ 。3 .5.(i)Q(。)。.2t(・<κ く ・)f。 …rg・ ・

、(。,_4毒1))≒ 是)・h(の(・ 〈icぐ・)・
A

8斎 ・ τ謡'+h(の(fi・ ・1),

(ii)Q(。)。x2κ(、 。、 。)一 ・f(。<κ ・ 、,Y>・)・ 。。 ・。。g。x

・(…)・
2-・h(の一
2蕉 掌::=婁 ∴

(K+1α一2k))」 ・宝(・)・

wh…9(の ・・h・・・…ph・ ・i・R・ ・ 〉 緊an…n七i　 …i・R・ ・ 跨 掛 ・

Whenwe㎞ow七heformof七helarges七singuユarityQf七heze七afunc七ionlwe

cange七 七heasymp七 〇七icforrnofN(λ ノ)viaTauberiantheorems.Forme,i㌔seems

difficu].七 七QdescribebefOrehandwha七sor七 〇fsingulari七y七heze七afunc七ionhas.

Bu七anyhawconcerningExatnPle3・5,weob七ain七hefollowingbyemployingTheorem

。.2.P。 。。f。f七h。T。ub。 。ianth。 。。。。i。p。,。ff。 。七i・ §6.

(・)Q(。).x2尺(・<κ ≦ 、),。 。 、。。g。x

_、 語 糧 漕'　 (・くκ〈・)・

勧 ・・λ・(κ ・ ・)

[31]



(ii)Q(。).。2κ(、 。、 。)-2Y(・ 〈K〈 、,γ ・ ・)

・(λ)一
(、κ)婆(準 ≒)疋 侮・泳(　 幽

§4.エ 。 ・h・s。ec七i。 。
,。 。 、、。cuss七heeig。nva、 。。p。 。b、 。mf。 。 七h。 、。。、ace。,。 。a・ 。。

inanunboundeddomain(seeH.Tamura[1・O)andF.Asakura「 工1).Le七Gbe

・d・ 。。i。i。R2.Wec。 。。id。 。 七h。f。 、、。。i。gDi。i。h・ 。七P。 。b・ 。m

Au+λu=OinG

(4.1)

u=OonaG

where∠1u=u+uistheLaplaceQpera七 〇エ・.
xx-yy

WeassumeG七Qsa七isfy七hef。ll。wingc。ndi七iOns.

(4・2)(i)Gi・d・ ・id・ …G・G、)G2・h…G、i・ab。ur-d・dd。main

2
wi七hCb。und・ ・yandG2h・ ・ 七h・f。rm

G2-f(・,・)∈ ・21A<x…,・ 、(・)<・<・
、(・>/

w・ ・hC2f㎜ ・・i・nsa

、(・)(・ ・ …)・

(4・3)(ii)・ 、(・)・ ・、(x)・a七i・fy

(・)b(・)・a、(・)-a2(・)→ …x→ 。。,

(2)・i(x)・ ・杢(・)一 う ・ … 一一う ・・,

(3)1・ 、!t(・)1・1・2"(・){≦M・i七h・ ・… 七a・tM,

〔32]



lbt(x)1

(4)一 ≦Mwi七h…n・ 七antM,

lb(x)1

(5)∫ ㌦ ・(・)一 …

恥1。d。 。。七。byL2(G)七h。Hi、b。rt。pace。f。q。ar。i。 ・。gr。b・ 。f。n・ti…i・

・a…HJ(・)・ ・&(・)・ ・ua・ ・・・…v・paces・ …d・rj・T・ 」ecansh…h・

nex七proposi七ionjus七in七hesamemannerasProposi七ionl.1.

Proposi七ion4.1.Under七hecondi七ions(i)and(ii)一(1),七heinclusiOn

8pf…Hも(・)…2(・)isc・ ・… 七・

・…g・ ・d・h・D・ ・・・… 七in・ ・9…D(・)・ ・aq・ …a七i・f・ ・…Hl(・)・

Employing七hevaria七ionalme七hod(seeforexamPleCou2ran七 一Hi=Lber七 七ex一ヒ 「book),

wefin(1七ha七 七heree)ds七sacompleteorthonormalsys七emofeigenfunc七ionsof七he

LaplaceoperatorinGwi七h七heDirichle七condi七ion(4.1).

Nowle七usconsider七heLaplaceopera七 〇rasasyrnme七ricopera七 〇rfrom

C2(・)(・8(a)…2(・).'・ ・ec・nsh…h・ ・ 七hese・f-ad」 ・・…x・ …i・n・ 。

UniqUeinCer七ainCa3eS.

Theorem4・2・Assume七hecondi七ions(i)and(ii)andassumeb'(x)≦0

・・addi七i・ …h…heclosure…h・L…ace・ ・…t・ …f・ ・・…C2(・)(・1(e)

・・a・ 七・・…yse・f-adj…t・p…t・rw・ 七h・h・d・ma・ ・H2(・)(・1(・).

[33]



Aproofof七he七heOremisfQ㎜dinF.Asa上ura「21.

上10rsufficien七1yl∂rεeRwese七

・(1)一 £(・(・・)∈ ・i・<・ 、,

・(2R)・{(…)∈ ・1・.〉 ・ 玉

・…a・h」 ・・七N(∂

n)・h・ ・一・h・i・ ・…L・ ・ …h・p・ ・…m

△ ・ ・ λ …(・,・)∈ ・(豊)

(4.4)
」

…(。,,)e6・(1).

・…i・iユ ・・ …h・ 　 ・・七 ム(コ
n)・h・n-・h・ ・… ▽a・ ・・ ・・ …p・ ・・…

∠ ・+記 …(・,・)∈ ・(良)

(4・5)j…(…)∈ ∂・(豊)∩ ∂ ・

・
x・ ・(・,・)∈O・(豊)・i七h・ ・R.

Wed,eno七e

N(jR)(λ)・ 瓶 ・1ミ(藍)《 λ ろ

型(jR)(ん).朴{。1き(藍)≦ λ5.

ThenbyGou二r'antmini-rna.xprincipl」 ∋,wefind

Proposition4・3・Le七N(フ し)be七henurnberof七hee!genvaluesof(4 .1)

・。七 ・・ceedi・gλ ・Th・ ・N(元)isestima七 ・d・ ・
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(4・6)N(1)(ac)・ 冨(1)(λ)《 ・(・)《 旦(1)(Z)・NN(貫)(λ)・

Contiider七hefo!lowingchangeofthevariablesandfunc七ions

ξ・ ・
xb(x)

{=b(。)(y-a・(・)),9=πu

and・e七G(2R)-GR,9,一(・,・ ・)X(・,・)・ ・h・n・ ・f・ ・d

!レ ・…y乳 脚 ・d9・2・
bqapeoverdeno七e

・・ω ・ ∬ 蒼 ・略⑩

ER(9)・ 臆

ξ2・ 、(ξ)・胃 ・ξ・Z・

Thenweo「b七ain

Proposi七ion4・4.Foranysmallε ,>0,七hereexis七cons七an七sRand

I」such七ha七

⊆4・7)(・ 一 ε)・ 、(9)一 一LllEl・ll2〈DR(・)≦(・ ・ ε)ER(9)・Liiipil2・

Prdofiscarriedou七in七hesa皿emannerasProposi七ion3・2inE:・Asakura[1 .1.

　
Le七 ノ ㌔den。 七・ 七h・ ・一七h・ig・ …lueQf

箕馨・÷ 脇 朔 ・噸)d・
(4.8)

望 ・o(},h)∈DΩrt,
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similarlythen一 七heigenvalueof

n

、2

㌦+一 藷 ㌦ ・ 汐 ・o(ξ,,z・)GR・

(4・9)9・ ・(ミ ・如 ∈ ∂%・i七hn-0・ ・

異.・ ・(≒,2)C-∂ Ω,・i七h9・R・

Byvir七ueofProposi七ion4 .4,wefindemploying七heCouran七min-maJ(principle

(!一 ε)アh-L≦ 可 藍〉 ≦(1・ ε)ア
n+L

(4.10)

(・ 一 ε)/・ ・r
n-L≦ ≧(藍)≦(1・ ε)路n+L-、

Le七usdenQ七e

5(z)。#{。1兀 《 λ ㍉

£(λ)・tt{・ 瞭n≦z!.

Weob七ain

Pr・P・si七i・n4.5.N(λ)isestimat・da・

(4…)一 ・、い で(餐k・(Z)GC2)L・9(讐).

・・・・・…f…-sf・ 一(4…)・ ・…f3(言)≦ λ,・h・ 》 ㌔ ≦ ÷ 呈 ・

・hissh-・N(2R)(え)〈x9(÷ 毫)・

Simiユarlyweha▽e

Ti(2R)(λ)/>5(≒ ÷)
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…ceG(豊)・ ・b・un…,。 ・ ㎞ ・・ 七h・・ii(1)(X)≦ ・、λ ・・d玉(lt)(λ)《 ・《

hoユd・ith・ … 七ant・C

1・C2・H・ ・ce・e。b七 ・i・ 七h・p・ ・P。 ・i七 ・On・

2

SetQ(9)一 一詣 Σ ・:"」e・)bserve七h?.七forlangeR

(・)Q(ξ)∈C2(「 ・,・・)),

:::嚇燵 奪)慨認 藩1鹸 ≧威
…A・9・ 一(異 ザ ÷ ・均・)・n・ 一(・ …)×(…)・

Th・sw・h・ ▽・ ・een七h・ 七 七h・ ・P・ ・a七 ・rAGf・l!・in七 ・ 七h・p・ ・vi・usc。n・id・ ・a七i。n・ ・

Theorem4.6.Le七bl(λ ノ)bethenumberofeigenvaluesoftheLaplace

。P・ ・a七 。rin(4・i)・ ・七 ・xceedi・gλ ・A・ ・㎜ ・ 七h・ 七 七h・zet・f… 七i・nZ(・ ・AG)

has七heanaly七iccon七inua七ionof七hefOエ ・m

(4・・2)・(・ …)・

(。 ≒)hρ 讐]弍 ㌔ 」(・ 一 σ)・(・ ㎎(・-6))j

・9(・)(A
。Q-・ ・P/〉 ・)

・h…g(のi・h・1・m・ ・phi・inR・a>σa・d・ 。・七i・u・u・i・R・ ・ ≧ ぴ.Th・n

N(λ)ha・ 七h・a・ymp七 ・七i・f・rm

σ
(4・・3)・()L.)～mbpZ(… λ)P・

Proof.ByTheoremO.2,wefind
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A8
6(ル)～9(x)(・ 可 冗(・ ・9λ)P・

…ceC(λ;Ll
+巳)・ …h・a・y・p七 ・七i・ …av・ ・r

・(畏)-
C"、.戸A)(1+E)f(・ …>L)P・

七heni七fo] .lowsfrOmProposi七ion4.6七ha七

、imS。D浬_〈A
λ → ℃)LO「(・ 。9)L)P＼(1一 ε)8σrrl・

,f')

蟹 応(鑑)F>.(、 。9)%Ar(、 。P)・

Sinceεisarbi七racywe。b七ain

£埼(N島)P・ 諏 ≒ 戸 ・
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§5.エ 。 七hissec七i。 。we。 七。d。 七h。di。,。ib。 七i。 。 。f。ig。nva・ues。f七h。 。。・・a七 。・

(O.1)in。 。。七。in。a。 。。wn'。r。 七h。in七 。δ・al(O.12)d。esn・ 七 ・・nv・rg・f・ ・any・

(f。 。 。。。、,p・ 。Q(.).(・ 。ε 。)2k).エ 。thi。ca。e,we、a。 ・・七 。ai・e・se。f七h・

ze七afunc七iOnanymoreins七udying七hedi9七ri「bu七ionOfeigenvalues.Herewe

shalladoP七 七heme七hodsinF.Asakura[1],whiGhisbasedonauniformasymp七 〇七ic 、1
expansiOnof七hesolu七ion七 〇 七heS七urm-Liouvilleproblemdeve工oppedinE.C.

Mt。 ㎞ 。。。h[ll1.

!・lecQ・ ・b・ ・k七 ・th・p・ ・b…(2・ ・)・L・ 七i
n(・ ・X)b・ 七hes… 七i・・ 。f

至 五・+(X-n2Q(・))百n・ ・f・ ・x>・

(5")庖

(・,?L)2d.x〈Q。.

itleobser▽e七ha七 七hesolu七ionisde七ermined㎜ 工quelyup七 〇cons七an七mul七iples .

・・a'・ ・f'・d七h・ 七 λ
。j・ ・a・ ・ig・nva・ ・・ …h・p・ ・…m(…)・f・n… ユ・if

1互n(Q,λ ・nj)・o・

Rema「k5・1・F・ ・ 七h・p・ ・bl・m(2・')'・ecanseeth・ 七X

。j…n・ig・nva…

ifand・ ・lyifSli(O・ え
。」)・0・H・ ・ce・ ・need・h・un・f・r・a・y・p・ 。t'icex-

,…i・ 妥 ・f・ ・七hi。(x,L)・ ・d至 五(・,λ).

…,・ ・ 一 ・ ・:(・更 ・a七ユs・y(・.・7).rD・m・ket・ee>:,・ 。。a七i。_i。p、 。r
,we

may・ 七・dy七A'・ ・モ・・七i・ ・(2・1)i・ 七h・i・ 七・…1(R,・ σ)・i七h七hec。 ・di七i。nP(R)
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・O。f七 。,lt,eshif七 七h。i。 七。。val(0,・ 。>9・(二 ら 。e;by七 ・an記la七1・n・ ±'th・

2
… 闘 ・・ …%(・ ・)t')・ £Q(・ ・)・Tbe・%(・(,ル)・ 七se'f　 t'諭es

(5・ ・)(・)Qh(・ ・X)・ ・4(「 ・・,・・)・i・ ・ 一 ・(:・1,λ)〉 ・,

。塊 ㌦(・ ・λ)=q・

(5・3)(・ ・)轟 《 課 匙 論.f…>r・ ・

(5・4)(・ii)1聯)〈9,隅lll癌)ト 三,for・ 〉/R・

whereA,B,Careindependentofnan.dス ノ.

f・"e・bserveby(5 .3)tha七

(5.5)・ ≦ 鶉 く 』h・ ・d・f・r・ ≦ ・《 ・。 ・

S・七P
。(・ ・X)・ ・ 一%(・ ・X)・ 田h・n七heequa七i。 ・ise・p・ ・s・ed・ ・

(5・6)観!+]cp。(・ ・λ)S。(・ ・Z)・b・

Sincepli(・ ・X>∠ …h…exi・ …h・ ㎜ ・q・・p。i・ …X
。(X)・a七i・-

fy・ ・g・
。(X。()td)・X)・ …dP。(・ ・X)〈 ・f。r・ 〉 ・。(X)・P。(・ λ)

〉 ・f。 ・x〈x。(x)・

一 …ducea・ ㎜ ・七i・・9
。(x,λ)…h・f・ ・…i・gf・ ・h・…

-ip
。(x,Z)3/2-/=(・h(・ ・X)一 鬼(X.(X)・X))'/2dt

(5・7)・ ∫ ご 唖 ・λ))・/2dtf・r・ 〉/・.(z)・

1(-9。 圃3/・ ⊥(%(㌔(Z),7L)-Qn(・ ・勘 ・/・砒

一 ∫}(F
n(・λ))'/2d・f・r・ ≦ ・㌔(λ)・

[39]



Wecan・ ・ad・ ・ysee・h・ ・ φ
。(・,λ)isc・ ・　 c3・ ・ …d・a・i・ ・…

(5・8)≠
。(≠li)2・-Pn・

Le七Aia五dBi七heAiryfuユ ユc七ionsdefinedby

Ai(・)・ 崇 ∫『 ・・s(÷ ・3・zt)dt

Bi(・)・ 訂 ン3/3+zt・si・({i-・3・zt)dt・

whicharelinearlyindependen七solu七ions七 〇y,蟹=}=y・Se七

・
。(・,Z)・ φ五(・,λ)一'/2A・(tcユ 暁(・,X))

・
。(・,X)-Pli(・,i)一'/2B・(λ'/3鑑(・,λ))・

田henAandBarelinear].yindependen七so],u七ionsof七heequa七ion
nn

(5・9)・"・X・ 。(・・X.)・ ・yp。 ・・}…

・h・r・ 抄,・ ～i・ 七h・S・ ・・…ian・ ・r・va七i…f9・ ・f・n・d・ ・

{P・ ・～ ・%;'一 著 多 璽)・ ・

工nOU.rcase

(5…)÷ 隔 ・ 舞 一 髭!舞3・(;1)・!・
n

Y・lesh…takeA
。(・ ・λ)七 ・b・ 七h・fi・ ・七 ・p・ ・。・ima七i。 … 」}。(・ ・Z)・ ・

λ 七ends七 〇Ct).Se七

・
。(・,・,Z)・ 一 ・X'/3[・ 。(・,λ)・ 。(・,Z)-A。(・,λ)・ 。(・ λ)].
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Then七heequa七ion(5 .!)isequivalent七 〇 七hein七egralequa七ion

(5…)恥)・ 脚 一÷∴(・ 副 鱒 。(・,Z)…

For七hesolu七ionQf七hein七egralequa七ion(5.11),wecanshOw

Proposition5.1.Assume

(5・・2)∫ 陣,tii1・
。(・λ)1-・/・d・ 〈一 ・

・i・h・ ・…t…L・ …h・ ・i・d・p・ ・・・・・ …a・-dλ ・h・・ 馬h・ ・ 七・・

暫ollQwingasymp七 〇七icforms

(5・・3)彊(・ ・λ)一'/2A・(Z'/3pn(・,2-)♪1…(λ 一'/2)/

ヨi「n(x,z)=forx>/Xn(λ 〉 ・

(5・・4)pli(・,λ)一'/2A・(λ'/3Pn(・,λ 房 …(λ 一'/2)1

・ ・(Z-1/2nt(・,Z)'n'/2B・(Z'/39
n(・,川

f・rx≦x
。(λ)・

a・ λ ラ 。・,whi・hh。ld㎜if。 ・mlyinnandx.

P…f・W・ 。bse・v・ 七h・七A
。(x,λ)f・f・ ・x>/X。(え)・S・ 七

・
。(x,λ)一 零 ・1≡i劣.

n

Th・ ・Z
。(・,λ)i・ 七hes。 ・・七i・n・f尤heeq・a七i・ ・

Z
n(・・λ)・ ・ 一 迭 ∬(・ 副 ・n・曝i紘(・,λ)砒 ・
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Employingcer七aines七irna七esof七heAiryf㎜c七ions,wefind

A(七,X)

1・。(・…x)筑,・1渋 斎rl
n

〈 明 φ 。,瑚
＼7

・一・1/2Pli(・,z)iP
n(・,λ 〉}'/2

《 十(一 一 ・r61)-

Thenifweassume(う.12),weob七ain

・
。(x,λ)・ …(ズ'/2),

-r!iEtichshows(5.!3)・

F。r・ 《X
。(z)・inse・ 七i・g(5・13)i・ 七。(5・1⊥)・;・refi・d七h・ 七 七h・

equa七ionisexpressedas

互 。(x,x).歪(£)(.,z)結x・ α)・ 。(。,t,z){P。,・IEn(・,λ)・ ・
x

where

亜(£)姻 ・細)一 碧 ∵"… 噛 桝 ・・恥
n

・A
。(・λ)・ ・(ズ'/2A。(・,k))・ ・(V'/2B。(・,λ)).

・・七TtJ
n(x,λ)・(・ ・Z'/61φn(・ λ)1'/4)甑(・,Z)'/2鑑(・,λ).・h・n

by七hesimilardiscussionsasabOve,weo『b七ain(5.ユ3)(seefor七hede七ailsA .

Erd61yi〔6]andvn.Asakura「=31).

For(5.ユ2)wecanshow七hefOllowinglemmawhichiscrucialinourdiscussion .
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Lemrna5.2.AssumeQ(x)七 〇sa七isfy(o.エ7).Thenwehave

(　 )r吟 ～11・
。(・,x)1-'・/2dr`(CX.(X)-1(logx.(2.))1/2

wi七ha・ ・n・ 七an七ind・p・nd・n七 。fnandλ.

P・ 。・f・F…i・p・i・i七y…mi七X七 。d・ ・…P
。(・)・P。(七,X.),X。 ・

X
n(ル)・ ・七 …Pi・ka。 〉 ・・F… くa≦ ・。 ・di・id・ 七・・i・ 七・g・a…

!箔 瓜 ・ ∫二}・1こ/a・ 踏
=エ1+エ2+エ

3+エ4・

工n七hefollowingdiscussion,weabuseC七 〇deno七eanycons七an七whichis

independen七QfnandAノ.

(エ)E・ 七ima七es・fエ 、(・ ≧ ・X
。)

Recall

団 圭嗣 疏 一畦 ・(調

・ 一 斜 一 鵡
3・(Q「 』Pn)2S・n

L」ecarry・u七 七heestima七es・f(5.16)termby七erm.

(5・・7)1二{響 いP.1-・/・dt

n
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・ 俳 蝋(・)-9
。(・.))・-3/・dt

≦ ≒ 〕臨(・)(監(・)一%(㌔))-3/…

K÷(%(・X。)一%(・ 。))一'/2・
n

By七hemeanva],ue七heorem,wehave

=÷7・ 鬼(ミ 〉 ・・一 ・
。《 ≒≦ 喘 ・

n
Sinceby(5.3)曾

(5・・8)inf艦(≧
x歪言≦αXn)ラ 聯 ㌔ 絵 ≧ 濃 ≧鳶 ・

weob七ain

㊧

(5・・g)
aXn胤P.1-・/・dtミ ぜ ・

(5…)1陶1毒/鮮 …1∵ 撃))1/29・(・)-3dt・

・・七 ぐ
。 ・ 舗/2・ ・h・・w・f・n・ ダ∠ ・(-P。(・))'/2

and七heintegral(5.20)isexpressedas

号 ∫ン ニω・駆(・)㌔ ・号 弘(ズ.
n

Weobserve

鱈 癒 署:凝
砒.

By(5.18),wehave
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〈n(9÷ ア ・

Hencewefind

　)∫ 藩 押 … ギ2・

(　)爆 「㌦曲

・ ∫ 二%(・)2(eq(・)一%(X
n))-5/2d・

n

畦 ∫㍗ 叫 ・)(Qh(七)-Qh(Xn)醜 ・

強 飢 曳(・)(%(・)一轡)悲d七

・ 熱(X n)∴(・)(%(・)-Q(㌔))-5/・d・

≦ 受(%(・X
。)一%(・ 。))一'/2・ ÷(監(・X。)一%(・ 。))-3/2nn

←k・/:・
X翫1艦(S)1"iL/2・ ヤ ・暴 筆 唖1艦(9)i"3/2・

Theni七followsfrom(5。18)

圃 ∫藷2i%i伝 ギ.
n

工n七hiswaywehaveproved

C(⊥ 。gX)1/2

に 、1≦xn・

n

(エエ)E・ 七ima七es。fエ2(X。 ≦ ・x〈 ・X。)・

工n七egra七ing(5.7)byparts七wiσe,wefind

(5・・4)9中3ζ2-一(一 ・・)3/2蝋 ・ ・ 号 ・ff(醜 ・s・/

[45]



whereS
n一 号 響3ρ ∫ い 施 ・(・li)一一3-・3(・ht)2(剃 砒 ・

Fi・ ・七 。。(。h。w七h。 七wecan。akL。 七h。mag。i七 。d。 。fP・ ・P(P・)-2and

_nnn

S
na・bi七 ・ariユy・mall,ifwech・ 。seasuffi・i・ ・七ly・1・se七 ・1・

(5・・5)1・hl(・
ilL)一2P。i

・ 剛(eq)"2(%(・)一%(・
。))

lQh「(・)i黒(三)
=下 下(　 X

h)(x・ ≦ ≒≦ αx・)

c・u・%(9)≦
「㌃ 葡5可 τ(x-x・)・

SinGe

(5・26)・u・ 鬼(9
Xn≦}〈NaXh)ぐ ・ボ 執 畿 馨 ÷ ・

wefind七 〇ge-therwi七h(5.ユ8)

(5・・7)1・ 罫(・胸 畦 爵(x-X n)・

Thenbyvir七ueof(5.5),wefind

(5・ ・8)1・h'(・ilL)-2P。1-〈 ÷(・-x
。)9・(・ 一 ・).

n

(5・29)1・ ・1-〈・一,・%(・)(%(x)一%(・
・))'"3/2∫1

.(階)ト 膿 ド)

%(・)陶2(Qh(・)一%(・ 。))5/2・ ・

梅 腕 α)一%(Xn))-3/2K.%(・)'2(Q・(・)-Q・(・.))5/・dt

《 ≒(巡i
・f艦(毫))7/2(・ 一㌔ 菰(t-Xn)5/・dt
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《 ÷(監(・Xn)獅)7/2(x-・n)2≦e,(・-Xn)2・
nn

Hencewehave

(5・3・)i・
。1≦ ・(・ 一 ・)2・

By(5.28)a.ll〔i(5.30)wefind

(1・312=一(-P

。)3/2(・rlL)-1(・ ・ θ),合 ・ ・(・ 一 ・)・

工fwechQoseαsUfficien七lyclose七 〇1,weob七ain

(5・3・)+ヨ3-(-P。)-3(・
ilL)2乱 ・-9・ 五 ・(・ilL)-2P。+・(・ 。)・ ・((・ 五 ・)2(・il.)-4(・ 。)2

Hencewefind「by(5.31)七ha七 七heSchwarzianderiva七iveises七ima七edas

(5・3・)嘘 ・・/k・{(・lil)2(・li)-2・Pヨ2(・ 五)2s
。う ・

wecarryou七 七hees七ima七esof七herigh七sideof(5.32).

(5・33)(腎)2-([lil:i)2.〈1,

n

(5・34)1・;2(・ilL)2S.lx〈eq(・)2(ψ)一%(・
。))-21・ 。1

≦ ・lil罷il));:(・-x。)一 ・1・。l

Theni七followsfrom(5.29)

1・三2(・rl)2S・1
N〈 ÷.

n

Henceweob七ai口

(5・35)1{中
。・・blx〈c2

X
I1・
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1七fol!owsfrom(5.35)

!物 ・・t)ll・・(・)1"1/2d・

鱗ll}}一 、1㌔))一'/2・・

《 丁 痴 巧 玄
nn(・-x・)一'/2d・ ・

工h七hiswayweOb七ain

、(、 。gX)1/・

1エ21く 一ゴ ー 一 ・n
Thees七i・a七es。fエ3andエ4a「eca「 「ied。u七ju・stin七hesamemanne「

asabove.Henceweobtain七helemmac

。、,、.。 、惑op.s'七'o監_。mmaう.2,.。hav。 。h_

Th・ ・r・m5・3・Th・ …u七i。 ・ 歪
。 。f七h・p・ 。b…(5・ ・)h・ ・ 七h・a・y・p七 。七i・

form

(5・36)至 。(・?t)一 だ(・ ・λ)一'/2{・ ・(X'/3ゑ(x・ λ))・ ・(λ 一一'/2)/

whi・hh。ld・ ㎜if。 ・mlyinxandna・ λ →()c,・

For七hederiva七ives,wehave

Propobi七ion5.4.Assume,inaddi七ion七 〇(5.12)

(5・37)羅'
)・＼ ×〈 ・

・i七h…n・ 七・・七M・hi・hi・i・d・p・ ・d・ ・七 ・fX・nd・.Th。 。 七h。d。 。i▽a七i。 。

[48]



・f至
。h・ ・ 七h・a・y・p・ ・七i・f・ ・m

(5・38)λ ・/31:(・ λ)・/・A・ ・α ・/3A(・,2)).{… α 一'/3)/

至1(x,λ)…rx)1・ 。 ・

(5.39)t/39A(・ ・λ)'/2・ ・i・(X/3f.(・ ・λ))/…(K"1/3)}

・ ・(Pl(・ λ)'/2A・(ズ/3鑑(・,λ)))・ ・(κ'/6…(

ズ/托(x,z)))・ ・(N'/2丸/・,疋)'/2B・(疋/3ゑ(・,λ)))

f。 「x《x
。 ・

Ou七 ユineofproof.Differen七ia七ing七he「bo七hsidesof(5.ll),wefind

(5・4・風(x・ λ)…1(・ ・λ)一 智 》 … 砿 ・・19・(・λ)…

No七e

・li(・・X)・ ズ/31i
./(・・λ)・/・{・ ・,(え'/3淫(・ λ))

一 灘)Ai(で/3ゑ(・ λ))!

・ 愛/3淫1・ λ)・/・{・ ・,(λ'/'3森(・,x))・ ・(π ・/3・・(疋/3ゑ(。 ,2))

工nser七ing(5.13)and(5,i4)in七 〇(5.40)andes七ima七ing七heinteg]ral,we

ob毛ain七heresul七.

工nourcasewecanshow

Lemma.5。5.AssumeQ(x)七 〇sa七isfy(5.3)and(5.4).Thenwehave

[49]



(5・4・)1鴇 ト ⊥寄

wi七h・ ・。n・ 七・・七Cwhi・hi・ind・p・ ・d・n七 ・f・,λ
一andn・

Proof.Weobserve

圓 恭 一一希 一幾 略
.

ch・Qse・b>1・ ・…id・r七heca・e・ ラ ・x
。f・rlくa・ ・sao・

瞬 加∴ ピ:ぞ∴
、

》 羅 ぞ(})㌍1野(・-x・)!/2dt・

Theni七followsfrOm(5.18)

!/3C(エ
。gX)

(5・44)
。 ・)ミ ー`M,lfL'{・

(5・45)撫 λ 魍1遮(%(・)一%(Xn))'/2・¥ ,(・)dt

《 却=(%(・)一%(・ 。)ン'/2eq(・)・・

X
n鋸 ≦xn

×〈 ・(…9・)(-P
n(・,先))3/2.

Hencewehave

(5・46){(一 鵜)X〈 …/3(・ ・g・)・/3.

Using七hiswefind

l(6n　　Pn)繕 レ 齢 ド

〔50]



〈 ・(・・…)1/3≠ 号の

c(温(x)ミ τマ評3再)

態‡ 誉 辞 悪 芦㌔沸.
Theni七followsfrom(5.5)

い ヤ 制 ≦C(logXnX2/3
n)功 ・

エ・ 七hi…y・ ・hav・p・ 。・・d(5・37)f。 ・ ・ 〉/・x
。 ・W・canP・ 。ceed

…h・ ・a・ ・way…hecaseR〈,・ 《 ・二'X
。 ・

Nex七consideエ ・thecaseXSx1ミ αXnn
Recall七heproofQfLemma5.2,七heni七followsfrom(5.24)

(5・47)÷r・ 一頚 銚 ・(軌 ・s・1-

and

(5・48)転 ・ 一 一(・ 五)3/・P三 ・1・ 一 寺 ム,(・五)一・P。+・(・ 。)

・ ・((P,,
n)・(・rlL)-4・ 諺 ・

工nserting(5.48)in七 〇(5.47),wefind

(5・49)離 ・ ・(轡 弟)・ ・((・li)・/3・li・.))・

Wecarryou七 七hees一 七ユma七esOf七herigh一 七sideQf(5.43)

〔51]



(5・5・)1嗣 ・1
(剥 く 壷

C
《蔀 万'

Thenby(5.18)wefind

馴1÷731-〈 ⊥響 土 ・

棚 磁)祭ド轟

≦ 、(・ ・peq(・))2/31・ ・1.

(i・fQLrl(ぎ))(x-X。)

By(5.18),(5.26)and(う.29),weha▽e

(・ilL)2/3・n・(・ ・gX。)'『(・X。)2/3

1Pn〈 一 塑 マ ▽(x-x・)

,、(遡'/3ヘ ミ

X2/3'n

エ・ 七hi…yw・h・vep・ ・v・d(5・4・)i・ 七heca・ex
。 ・S、 ・ く ・x。 ・Wecan

…a・ 七・ecase・ 一'X
。《 ・ ≦ ・n…hesarn・w・yand・h・ ・we・ ・・・…h…mma.

、。p、。y、.、 、。… 。5.5蓋 …s'七'啄4,we.、,。 、。,heasy。p,.七i。f。r。.f

・h・d… ▽a七i…f!E
n・

Theorem5・6・Thederiva七iveof七hesolu七ion七 〇 七heproblem(う .1)has

七heasymp七 〇七icform

(5・53)至li(・ λ)・Ni/3Pli(・ ・λ)'/2f…(是/3鰍)・ ・(ぺ1/3)/・

TheAiryfunc七ionAi(z)has七heasympto七icform

〔52]



(5.54)・ ・(一・)一 ・・一・/・・一・/4{…(号 ・3/2一 奇)・ ・(・-3/2)/

(5・5・))…(一 ・)… 一"/2・ 一'/4{・ ・n(9・3/2・-i)・ ・(・-3/2)/

(・eeA.Erd61yi[6])・

These・ ・ymp七 ・七i・f・ ・m・s・y七h・t,f・r1・ ・自・n,Ai(一 ・)h…n・and・nly・n・

ze・ ・ar・un・(号(n-IX)・)3/2・ ・h・ ・・・…-a・ ・… 七h・七i七i・r・a・ly

尤hen一 七hzeroofAi(-z)●

L。 ㎜a5.7.エfni・sUffi・i・n七ly!・rg・,Ai(-x)hasexa・ 七lyn

ze・・si・ ・h・i…rva・ ・ く ・ く{途(・+t)・!2/3・

・・・ …P・ ・…f・h… 一 ・,・en・ 七iceM(一 ・)÷'/2}・ 、/3(C)・

J
..、/3(く)1・ ・h…J汐 ・・ 七h・Besse・fun・t・ ・・ ・…d・ ・)a・.・

9=S・3/2.・h・ …a・ ・一 ・f・e・ ・s・f・ ・/・f・ 、/3(・)・J.、/3(・)!

i。 。。、、 。t。di。di。 §7.9。fE.・.・ 、,。 ㎞ 。。。h[・ ・].工 七i。 ㎞ 。皿 ・、a・ 、h。re

…s七 ・・a・七・y・ ・er・ ・i・ ・h・i…rv…<・ く(n+士)・ …r・Uf…i・ ・…

largeintegern.Then七helemmafonOws・

Nowwearewellprepared七 〇show七heasymp七 〇七icformuユaof七hedis七ribu七ion

of七heeigenvalues.zdiecanseeeasilythatTheorem5・3andTheorem5.6

七〇ge七herwi七h(5.54),(5.55)andLemma5.7areallofwha七weneed七 〇emp10y

[53]



七h・arg。m。 。七。i。 §7.8～7.、 ・i。li..c.Ti七 。㎞ 。。。h〔 ・・〕and§4。fF.A・ak… 〔・].

Liejus七follow七heargumer1七s七hereand七henweob七ain

Pr・P。 ・i七i。n5.8.L・ 七N(λ)b・ 七henumb…f七heeig・nvalues。f(2.1)n

n。 七 ・xceedingλ
.・Th・nw・hav・

(5・56)Nn(")・ →/証()U-n・Q(・))'/2doc・ ・(・)

asAL ..→ ◎o,where七heremainderes七ima七eis▽aliduniformlyinn.

Nowwecancarryou七 七heproofofTheorernO.3.

PrOofofTheoremO.3.Le七N(2ノ)be七henurnberof七heeigenvaluesof七he

。riginalpr・bl・m(0.1)n。 七 ・xceedingλ.W・ 。bserv・

幻
N(え)・ ∠i乙N

。(L)・
n=1

・…eN
n(X)・ ・f… 〉/量/2Q(・)-1/2,・h・ ・u・nma七i・n・ ・i・ … 七f・ ・i七・

and七henwefind

[pe1/2・ 、1(,)一'/2]
N(x)一 ΣN

n(λ)
n=1

・ 熟}(:し 一n2q(x))・/・ 一 ・(冠/・ 〉 ・

工n七hiswayweob七ainthe七heorem.

F。 。Q(。)=(・ 。9。)2k,i七f。 …w・f…ab・v・

(5・57)・(X)・ 傲/2-・/4・ ・ 濯2kい ・ ・(〈L-・/・k)/.
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Fina!ly工wOuldlike七 〇makea.naddi七ionaユrernarkor1七heeigerlvaluesof七he

L・place。P・ra七 。・ina・nb・und・dd。mai・ ・ エfG・G

l)G2・h・r・Glisbounded

andG
2i・r・p…e・ 七・d・s

…{(…)∈ ・21・ く ・<・ … 〈 ・ 〈(、
。1。)・/・

七he

七h・ ・ 七h・1・rgeeig・ ・va・ ・es・f七h・L・p・ace。P・ra七 。・wi犀Di・i・h・ ・七 …di七i・ ・a・ ・

expec七ed七 〇behavelike七helargeeigenvaluesOf七heopera七 〇rconsideエ'edas七he

examplealbove・Bu七in七hiscasewemerelyob七ain

Proposi七ion5.9.N(λ)has七hees七ima七es

(5.58)・ 、 。(・-E)Xl/2k≦ ・(Z)≦c2。(・ ・ ε>Nl/2k

f。 ・a・ ・yεWithcer七 ・i…ns七 ・・七・C、 ・C2d・p・ndi・g。 ・ ε ・

Toshow(5・58),weshalユfollow七henota七ionsin七heproofofTheorem4.6.

s。 七Q(.).。2(・ 。9。)2k.Th。 。i七f。 ・・。。sf。 。。(5.57)

(5.59)-6(X),・N..9(λ)t・'v・ 諏/・ 一・/4・ 。N'/2k.

工nser七ing(5.59)in七 〇(4.n),wehave

虎/2-1/4k・x・((、 ≒)'/2k)(…(・))≦ ・(λ)ざ

t/2-'/4k・ ・p((、≒)'/2k)(…(・)).

Then(5.58)folloWS.

〔55]



§6.エ 。,、i。sec七i。 。weca。 。y。u,七h。p。 。。f。fTheQ。 。m・.・.・ ・f・ ・1…h・

prQofQf七he工keharaTauberian七heoreminD.V.Widder〔13].

Afunc七ionf(x)definedin(-cρ,(b)issaid七 〇bes!Qwlydecreasing,if

・i・ …1・(・ ・S)-f(・)/・ ・(・ → … εう ・ ・8>・)・

Le七K(x)beasmoo七h,posi七iveandevenfunc七ionso七ha七 七heFourier七ransform

K^(9)・ ・p・ ・i・i・ ・,・ …decr・a・i・g・ ・ ミ)
/・ ・a・i・fy…K-(・)一 岩,

・upPK"(彗)⊂[一 …]・S・ 七K
Z(・)・Z・(Zx)・ ・h・n・h・F。u・r・ …rans-

・…K£(9)・f・
λ(・)… 一(美)…eca…a…y・ …fy

Porposi七ion6.1(Theoremg,Chap.V,D.V.Widder〔13]).Le七f(x)

beboundedandsl。wlydecreasingsa七isfying

%

!'・K
u(・ 一 七)f(・)d・ ・A…a・ ・ λ 〉 ・ ・

X一 ラcb
-6ゆ

Then

limf(x)=A。x→◎e

Le七N(七)benon-nega七ive,non-decreasingfunc七iOnandle七

偽
z(の ・t-adN(t)

1

・a七i・fy七h・hyp。 七h・ ・e・QfTh・ …mO・2・Wi七h。u七!・ss。fg・n・ ・ah七yw・may

assu・n・(プ ・1・ ・dN(1)・ ・.W・ ・e七 七 ・es.Si…N(es)=
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・(e`as)f。ra。y・>1,。 。find

・(の ・ ∫ン ・N(eS)

一 ・∫F・ ・N(eS)ds・

Weshallprove七heIPauberian七heorernof七heform

rOheorem6
.2(seeD.▽.L・9idder〔13],Chap.V,rPheoreml7).Le七N(x)『be

non-nega七iveandnOn-decreasing.工f

(6.・)・(・)・/[]"・ 一・xN(・)dx

・・nv・rgesf。rRes>!・ndv・i七hP>/O

(6・ ・)・(・)・ ・(・)一(・ 一 ・)一(・ ・P)〔 茎]鴇 ㌔ 」(・ 一 ・)・(・ ・g(・ 一 ・))j

・anbeext・nd・d七 。 …n七inu・u・fun・ 七i・ninRes>/1,七h・nN(七)ha・ 七h・

asymp七 〇七icbehavior

A

(6・3)・(・)～ 「(・ 呈0ア)・ 七七9・ ・ 七 → …

Because

P…f・ ・」・ ・ay…um・?>0・wecan・kipdirec七ly七 ・(6・8)・ifア=O

Forl<七 くA,x>0,wefind

!》(・ 一・)P-・d・ ・ ズ ー ∫、l
eo

・ 「(P)x"P・-x七 一 ・-xt・-x'uuP『'd・ .

A一 七

Wecansee七ha七 七heb。 七hsides・fab。vemakesensef。rlくRet<A,x>O.
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Thenwehave

(6・4)毒)/:A・ 一・・(・ 一 ・)P-・ ・… 一ρ・-x`+・-2A)CGA(…)

・h…GA(・,七)i・c・ntinu・u・EM・unif・ ・m・yb・und・di・ ・ く ・ く ℃ ・1くRe七

〈A・ ・d七h・i・ 七・g・ali・tak・nal・ ・gtheP・th・a七i・fyi"gResクRe七 ・

工nasimilarfashiOnwehave

(6・5)rl

2)1:A(・ 一 ・)N-・(・ 一 ・)一 ・-P・ ・ 一 「(・.fi)≒)・ ・A(・)・

・h…HA(七)isc。 ・七i・ ・。・・f・r・ 《R・ 七 《A・E・i・fi・d七h・ 七 七h・i・ 七・g・al

2A

(6・6)了 婦

、(・ 一 ・)P-'(・ 一 ・)n-P-'(…(・ 一 ・))m・ ・

convergesforl≦Re七 三≦Aandcon七inuous七here,ifn三>2.Whenn=1,

斜 。。、,h。p。 潔 、p。、p。 。,。,(6.6)。 。 七→ 、iSa,.(、 。9(、.、))」.

j=1,2J

Thenw・find(6.6)i・expressedas

(6・7)一 青

、Bj('.・(t"'))」+HA(七)・

・h・r・HA(七)'sc・ ・七'・u…f… ≦ … ≦AandB」 ・ ・(j・ …)・ ・r

n/>2・

…R・ ・ 〉 ・,… 七ip・y・ ・…(6.・)r(P)一'(・ 一 ・)P-'an・ … 。9。a七i。g

from七 七〇2A,wefind
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の

(6.8)f(・)=e一 七Xx-PN(。)d。

0

・ 了 諸 ≒[・ 長

2G。(…(・ 一 ・ 〉)n・hA(・)・

・h・ ・'ehA(七)i・c。 ・七inu・u・i・ ・ ≦R・ 七 ≦A・S・ 七

・(・)・e一 七七一P・(・>Z
.(・),

・(・)・ 〒 語 巧)老(・)

・h… ■
.(・)・ ・ 七hech・ ・a・七・… 七i・f-・i・ ・ …h・i・ …v・ ・(・,ω)・ ・h… 七

followsfrom七hehypo七heses七ha七

・一 ε 七・(・)-e《1+£)七 七一tON(・)Z
.(・)

isaSU㎜ablefunc七i。nin(『 くV,C◎).Se七

・(乞λ)(x)=点(ご 圃 一A"))・-e・dt

・U
.。。貌(〆:七)・ 馨)(・(・)-A(・))e'e七d・

・ ∫ ∵ 弐〆 も(
一。o(・(・)-A(・ ♪)・"£`"9㌔ ・)・9・

ら 　
こ)ユnce

(。(,)-A(,))。-tt・ ・9・d,

・㌣ 巳)噺P-一 缶 倉 …～・砒

A
・f(・ ・ ε 一iも)-

r(、.9)IQε 一 、 》)　
・ Σ ・

。(・ ・g(ε 一 ・ξ))n+hA(・ ・ ε 一 ・9)
n=1,2
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and・uppK(3)⊂[一 λ,X],・ ・fi・d

・(k)(・)・k・ £(9)・ 一・・綬 蓋

,、・。(・・g(… 妄 ノ)・+h・(・ ・ε一・1)[]id1

・・eQb…v・ ・…h
。(・ ・ ε 一iち)・sun・f・m・y・ ・ur・d・df・ ・llkえ ・

・ ≦ 乏 《 £。 ・・dh
A(・ ・ と 一 ・ξ 〉 ・・nvg・ges七 ・h。(・ 一 ・～)・ ・ ε)・ ・

Moreoveエ ・,since

ロ ・・(E-・3)1≦ii・ ・g(ε2・>2)1・1

≦ ・maxξ ・・g隊b・5・

1。9(ε 一itl>i・d・mi・a七 ・dby・su・ ・mab・ ・f㎜ ・七i…hi・hd。 ・… 七d・p・ ・d。nε ・

田heni七fol〕.owsfrom七heLebesguedomina七edconvergence七heorem

錦 ・(ぞα)・ ∴ ・i(})璽2C。(・ ・g(・&))・+hA(・ 一・})1・ ㌻ ・

・・七 工
λ(・)一 剖 隻)(・)・Th…ecan・ …ess・i… ・一 ・b・・ 　 ・・i・・

至 七h・七

・歪 ・)・
一λ 至(～)・ 一'㌔

渦 鳳 轡)(a(・ 圃 ・))e"ε七d・ ・

Weobserve七ha七

%

趨=a。Kx(・ 一 ・)・(・)・-t七d・ 。。

・ 謬

。 ・(k)(・)・ 「為 之掌 。.♪(X-・)・ 一し・d・
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・ 塗)・ 轟 俸 ・)・y・

・・nceK

l、(1・一 一y)・(・2・'it・ ・p… 七i・ ・ ・ ・…ea・i・9・ ・ εa・ ・・ …v・ ・g・ ・9・ ・

艇 ・ 一 ・)・(・)・ ・・…t・ ・・…sfrom七h・B・p・ ・-L・vit・'…em

λ

・
」t(・)・ 一.至(9)自 一'X擁

一 ∫∵ 話 ・一・)(・(・)-A(・))…

EmployingtheRiemann-Le「besguelemmaiwefind

ゐ

。壌 伽 ・ 一 ・)(・(・)-A(・))・ ・ …

whichshows

。跳 伽x-・)・(・)・ ・コ ÷

Wecaneasilyverify七ha七a(七)isboundedandslowlydecreasing.Theni七

fo].lowsfrornProposi七ion6.ユ 七ha七

,ザ 轟 ・)・〒器 ・

SchoOloflijconornics

O七emon--Gai〈uinUniversi七y

OSAKA

[61]



References

〔1]F。Asakura,J.Math.Kyo七 〇univ.vo工.19,583-599,(lg79),

[2]F.A・akura,J.rq・ 七h.Ky・ 七・u・iv.v。1.21,593-598,(1981).

[3]tin.A・ak・ra,七 。apr・arOt。m。nK・i・aiR。n-・hif,V・1.17(inJapanese)・

〔4」R.Couvan七 一]).Hilbert,Me七hodender伍a七hematischenPhisik,Band工,

Springer(lg31).

[5]R.couran七 一D.Hilber七,ibid.Band工 工,Springer(1937).

[6]A.S.Erd61yi,Asymp七 〇七icExpansions,Dover(lg59).

[7]D.s.Jones,Proc.cam『b.Phil.soc.49,668--684,(lg53).

〔8]A.G.Kos七yuchenko-B.M.Levi七an,Funct.Anal.ApPl.vo1.1,75-83,(lg67).

[9]F.Rellich,S七udiesandEssaysPresented七 〇R.Coucan七,329-344,(lg48).

[10]H.Tamura,Nagoya丑{a七h.J.Vo工.60,7-33,(lg76).

[11]E.C.Ti七 ・㎞ar・h,Eig・nf㎜c七i。n呂xpan・i。n・,V。1.1,2ndEd.Oxf・rd(1962).

〔12]E.c.Ti七chmarsh,it)i(1.vol.2,0)cford(lg58).

[13]D.V.Widder,tpneLaplaceTransform,PrincetOnUniv.Press(lg41).

[62]


	R218_0
	R218a

