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1 導入

Circle actionと3-orbifold群

福田瑞季 (MathAM-OIL・東北大学）

（石川昌治氏（慶應義塾大）との共同研究）

多様体を 1つ固定したとき，その上にどのような circleactionが許容されるかという問
題は重要なテーマの一つである．例えば，ホモトピー加＋ 1-球面上の pseudo-free circle 
actionは， n=lのときは高々 2個の exceptio叫 orbitをもち [25],n 2: 3のときは任意
の自然数 Kに対して K個の exceptionalorbitをもつものが存在する [17,23]. n = 2の
ときは MontgomeryとYangによって exceptionalorbitは高々 3個であるという予想が
なされていて，未解決である [14,Conjecture 30]．一方で 2n次元球面はオイラー数が 0
ではないため， 2n次元球面上の circleactionは固定点を必ずもつ． 4次元球面上の circle
actionについては MontgomeryとYang,Fintushel, Paoの結果により分類が完了してい
る[16,7, 19]. 
閉3次元多様体において circleactionを許容するものは Seifertmanifoldと呼ばれ，多
様体の幾何構造の一つを特徴づけている重要な性質である [13,24]．結び目補空間で circle
actionを許容する結び目はトーラス結び目であり，特にトーラス結び目は circleactionで
（集合として）不変な集合である [2]．この性質を2次元の結び目に拡張したもの，つまり
4次元球面に滑らかに埋め込まれた 2次元球面であって， circleactionで不変なもの，を
branched twist spinという．この branchedtwist spinは 1次元結び目 K と互いに素な
自然数の組 (m,n)(m > n)もしくは (0,1)によって1つ構成することができるので Km,n
と表す（詳細な定義は§3.1を参照）．
1次元結び目的と K2が同値であるとは，炉上の微分同相写像 f:S3→炉で
f(K1)＝的となるものが存在するときをいう．同様に， 2次元結び目凡と的が同値で
あるとは，炉上の微分同相写像 f:S4→炉で f(F1)＝凡となるものが存在するとき
をいう．
これまでの研究で， m1ヂm2のとき K加”と K;'2,nは同値でないこと [9],mが 3
以上の奇数であれば Km,nとKm,m吋が同値でないことがわかっている [8]．本稿では

(m,n)を固定したときの branchedtwist spinの同値性に対して次の 2つが成り立つこと
を説明する．

定理 1.1([10]). m を3以上の自然数とし， K1とK2を素な 1次元結び目で， トーラス
結び目ではないとする．このとき， K~,n と K;''n が同値であることと K1 と K2 が同値
であることは必要十分である．

定理 1.2(［10リ・凡と応を素なサテライト結び目，もしくは Conwayreducibleとする．
このとき， Kf'l と K~,1 が同値であることと的と K2 が同値であることは必要十分で
ある．
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ここで， 1次元結び目が Conwayreducibleであるとは，その補空間内に本質的な4つ穴
開き球面が存在するときをいう．
注意として， m=Oのとき， KO,lしま Artinのspunknotである [l].Spun knotの結
び目群は K の結び目群と同型なので，結び目補空間予想の解決により全ての素な 1次元
結び目の spunknotに対して定理 1.1の主張は成立する [11]．また， m=1のとき， Kl,l
はZeemanの 1-twist spun knotであり， K によらず自明な 2次元結び目になる [28]．し
たがって定理 1.1と定理 1.2を合わせると， Kが素なサテライト結び目の場合は Km,nの
分類は完全に解決したことになる． トーラス結び目と合成結び目に関しては Hillmanの
preprintを参照されたい [12].

2 Circle action 

多様体 M 上の circleactionに対し， orbitは固定部分群によって次の 3つに分けられる．

• free orbit（固定部分群が自明），

• exceptional orbit（固定部分群が Z/mZ(m 2: 2)), 

• fixed point（固定部分群が s1).

特に固定部分群が Z/mZのexceptionalorbitをZ/mZータイプといい m をその位数と
しヽう．

4次元球面上の circleactionを説明するために，最初に奇数次元の球面について具体
例を 2つ紹介する．

2.1 奇数次元球面上の circleaction 

2n-1次元球面 s2n-l= {(z1,...'Zn) E ccn I Ei=llzil2 = 1}をCn内の単位球面とみな

し，ゞ＝ ｛（eFI0) E CC I 0 E [O, 2叫｝が作用するものとする．

例 2.1.(CC* -actionのS2n-1への制限）
次で定義される circleaction S1 x s2n-l→ S2n-1を考える．

eご 0(z1,...,Zn)= (eご国．．．，eご 0zn)-

この circleactionは固定点を持たず，全ての orbitはfreeである．これは斉次座標 [z1: 
．．．：叫 E(Cpn-1の定義で用いられる CC*-actionをS2n-1に制限した actionのorbitに

対応している．よって，この actionによる orbitspaceはCPn-1である．

例 2.2.(weighted CC*-actionのS2n-1への制限）

aい・・,an E Z~。は n 個の自然数で， gcd(a1,...,an) = lを満たすとする．次で定義
される circleaction S1 x s2n-l→ S2n-1を考える．

e□0(z1,..., Zn)= (ev'=恥0z1,••·,ev'=恥0zn)-

特に ai= 1 (i = 1,..., n)のときは例2.1のcircleactionである．全ての aiが 1より大き
いとき，｛zi= O} (i = 1,..., n)の点を通る orbitはexceptionalとなり，｛Z1・・・ZnヂO}
では freeとなる．次の Figure1は n= 2, a1 = 7, a2 = 30としたときの totalspace 



32

（左）と orbitspace（右）を表している．このとき，例 2.1同様に， orbitspaceは位相的
には cpl三炉と同相になるが、 exceptionalorbitの像に対応する 2点が特別な点とし
て現れる．注意として，釘＝ 0での exceptionalorbitの位数は a2= 30,砂＝ 0での
exceptional orbitの位数は釘＝ 7である．

竺
order 7 

昌（~硲— OJ

orld□9 
Figure 1: Weight (7, 30)のcircleaction 

2.2 4次元球面上の circleaction 

4次元球面上の circleactionはMontgomeryとYang,Fintushel, Paoによって分類が与
えられている． MontgomeryとYang,Fintushelはホモトピー牛球面上の circleaction 
の分類を行い， Paoによってそのようなホモトピー 4球面は実際に 4次元球面と微分同
相であることが示された．次の定理はその結果をまとめたものである．

定理 2.3.(Montgomery-Yang [16], Fintushel [7], Pao [19]) m, nを互いに素な 2以上の自
然数とする． 4次元球面上の circleactionは次の 4つのタイプに分類される．

(1) {D3}, (2) {S3}, (3){8叫m},(4) {(S3, K), m, n}. 

定理 2.3に現れる D叫炉は orbitspaceを表し， m,nはexceptionalorbitの位数を
表す．また， K はexceptionalorbitとfixedpointを合わせた集合の actionによる像で
ある．（1)から (4)のタイプに対応する circleactionを具体的に紹介する．

(1) {D咋
S を配 xC = {((x1,x2心），z)I xi E屈，zEC}内の単位球面とする．このとき，
次の circleaction S1 x炉→ S4を考える．

e,;=町(x1,X2，x3),z) = ((x1, x2,邸），ev'=I0z).

この actionでは，｛z=O}，すなわち {((x1心2心3),0)I Ix叶2+1x計＋lx3ド＝ 1}~ S2 
を通る orbitはfixedpointであり {zヂ0}，すなわち {((x1,X2心3),z) I lx1l2+lx附＋
鱈＝ 1―|z|2,|z| E (0, 1]｝を逼る orbitは freeである（例 2.1)．定義から circle
actionの影響は zのみであり，日は不変である．したがって， freeorbitのaction

による像は {(x1心2心3)E配||x1l2 +|四|2+ Ix附＝ 1―|Rezl2, Rez E (0, 1]｝であ
り，これは open3-ballと同相である．境界がfixedpoint setの像と一致することか
ら， orbitspaceはびとなる．
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(2)｛炉｝．
ゞを艮 xで＝ ｛（x, (z1, z2)) Ix E艮，ZiE (C}内の単位球面とする．このとき，次の
circle action S1 x炉→ S4を考える．

eご 0((x,(z1,硲）） ＝ （x, (ev'=I0釘，ev'=I0匂））．

この actionでは，｛Z1= 0，砂＝ O},すなわち｛X=土1}の2点は fixedpointとなる．
S『 {x=tltE(-1,1)}は3次元球面であり，その上の circleactionは<C*-action
を炉に制限したものである．よって，例 2.1でみたように，｛xヂ士1}の点を通る
orbitはfreeである．

(3) {S叫叫．
(2)と同じ座標系で次の circleaction S1 x炉→デを考える．

e..;=円(x,(z1,叫） ＝ （x, (ev'=Im0勺，ev'=I0砂））．

この actionでは，（2)と同様に｛X=土1}の2点は fixedpointとなる． S4n {x = 
titE(-1,1)｝は3次元球面であり，その上の circleactionはweighted<C* -action 
を炉に制限したものである．よって例 2.2でみたように，｛Z1-/-0，砂＝ O}の点を
通る orbitは， Z/mZ-タイプの exceptionalorbitであり，｛x#土1,Z2 -/-0}を通る
orbitはfreeである (Figure2)．各tに対して weighted<C* -actionを炉に制限した
ものになっていることに注意すると， orbitspaceはS2から 2つの固定点のそれぞ
れに cornを取ったもの，つまり炉である．特に exceptionalorbitの像は炉内で
固定点をつなぐ openarcである．

x=l 

s2 

X = -l 

Figure 2: {S汽m}に対応する actionのorbitspace 

(4) {(S3,0),m,n}, 0:自明な 1次元結び目．
(2)と同じ座標系で次の circleaction S1 x S4→デを考える．

e,;=町(x,(z1,む））＝ （X, (ey'=Im0 Z1, ey'=In0⇔)）． 

この actionでは，（3)と同様に，｛X=土1}の2点は fixedpointであり， S4n {x = 
titE(-1,1)}は 3次元球面，その上の circleactionは weightedC* -actionを
炉に制限したものである．｛Z1ヂ0，砂＝ O}の点を通る orbitは， Z/mZ-タイプ
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のexceptionalorbitであり，｛勾＝ 0,Z2 =j 0}の点を通る orbitは， Z/nZ-タイプの
exceptional orbitである．また，｛xヂ士l,z改ナ 0}の点を通る orbitはfreeであ
る．（3)と同様に orbitspaceは炉であり， exceptionalorbitの像は固定点をつなぐ
2つの disjointなopenarcである．特に炉が S2から 2つの固定点への cornとし
て得られていることに注意すると，固定点と exceptionalorbit全体の像の和集合 0
は自明な結び目である．

(4)では自明な結び目 0に対する circleactionの構成を説明したが， Fintushelは任
意の 1次元結び目 Kがcircleactionの固定点とそれを結ぶ exceptionalorbitの像の和集
合となる (Figure3)ホモトピー牛球面上の circleactionを構成した [7]．その後 Paoに
よってそのホモトピー 4球面は S4と微分同相であることが示されている [19].

竺
F 

ヽ

/S1 

Figure 3: { (S叫K),m,n}に対応する action

3 Branched twist spinとorbifold

この章では定理 2.3の (4)を用いて branchedtwist spinを定義し，その性質を述べた後
にorbifoldとの関係について述べる．

3.1 Branched twist spin 

定理2.3の(4)に対応する circleactionを1つ固定する．今， Z/mZ-タイプと Z/nZ-タイ
プの exceptionalorbitが存在するので， Em,En C 炉をそれぞれ Z/mZ-タイプ， Z/nZ-
タイプの exceptionalorbit全体の集合とする．また，固定点集合を Fとする．これら
のcircleactionによる像をそれぞれE;',,,E~, F*と書く．定義から K= E;',,UE~UF* で
ある．恥は E；の action による逆像なので， annulus と同相である． E~UF* は連結な
ので， EnUFは2次元球面と同相であり，実際微分同相になる．

定義 3.1.K = E記UE~UF* を 1 次元結び目とする．このとき， E砧JF を (m,n)-branched 
twist spinといい， Km,nと書く．また， KO,lをspunknotとして定義する．

注意として， KO,lに対応する circleactionは{Dサである．また， Km,lはtwistspun 

knotで，対応する circleactionは｛炉｝ （m=l)または {S叫m}(m > 1)である．
次の Paoの定理によって branchedtwist spinはファイバー結び目であることが知ら
れている．



35

定理 3.2([19]). m, nを互いに素な自然数とする．このとき局所自明なファイブレーション

f: S4 ¥ IntNbd(Km”)→ S1 

が存在する．このファイブレーションのファイバーは炉の K に沿った m璽分岐被覆か
らopen3-ballを 1つ取り除いた多様体で，モノドロミーは分岐被覆の基本領域を nず
らす周期的なものである．

3.2 結び目群と orbifold群

Branched twist spinの結び目群と orbifold群との関係を説明するために， orbifoldに関
する用語をいくつか述べる．詳細な orbifoldの説明に関しては、例えば [3,4, 5]などを
参照されたい．
n-orbifoldとは，連結で可分な距離空間であって，局所的には囮しを有限群で割った商
空間と同相になるものをいう．特に 3-orbifoldで， ramificationlocusが単純閉曲線の和集
合となっているものを cyclictypeという [3,6]. Cyclic typeの3-orbifoldが sufficiently
largeであるとは，向きづけ可能で圧縮不可能かつ境界圧縮不可能な 2-suborbfoldが存在
するときをいう．
3-orbifold 0のDeck変換群を吋心0と書く． Lを炉内の1次元絡み目とし， mを2以
上の自然数とする． Cyclictypeの3-orbifoldのうち， underlyingspaceがS凡ramification
locusがL,その位数が mであるものを O(L,m)と書く．このとき， 7r匹(O(L,m)）は L
の絡み目群の表示〈X1'...'XuI r1'...'r V〉を用いて

7r戸(O(L,m))竺〈X1,..,,XuI r1,..,,rv,μf,...,μ加〉

と表示できる．ここで， ILiはLの成分数であり， μiはLのi番目の成分のメリディア
ンである．

Mm(L)を炉の Lに沿った m重分岐被覆とすると，被覆写像 Mm(K)→ O(K,m)
は，単射準同型 1r1(Mm(K)）→ 7r戸(O(K,m)）を誘導する (cf.[4, Proposition 2.5]). 
次に紹介する竹内氏の定理は sufficientlylargeである orbifoldの剛性を示すもので
ある．

定理 3.3([26] Theorem 8.1)．ムとらを炉内の素な絡み目で，ある 2以上の自然数 r
に対して O(Li,r)はsufficientlylargeであると仮定する．このとき， L1とらが同値で
あることと，ある 2以上の自然数 m に対して 7r曰(O(L1,m)）と 7r四(O(L2,m)）が同型
であることは必要十分である．

注意として，ある 2以上の自然数 rに対して O(L,r)がsufficientlylargeであるとき，
任意の自然数 rに対して O(L,r)が sufficientlylargeである．
Cyclic typeの3-orbifoldの幾何構造の決定は BoileauとPortiによって完全に解決し
ている [3]．この事実と向きづけ可能な Euclideanとsphericalorbifoldの分類と合わせて
次の帰結を得る．

定理 3.4([3] Corollary 5)．コンパクトで向きづけ可能で既約な 3次元多様体を M とし，
その中の双曲絡み目を Lとする． 3以上の m に対して， M のLに沿った m重分岐被
覆は， m=3かつ M ＝炉かつ Lが8の字結び目の場合を除き，双曲構造をもつ．
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Branched twist spinの補空間 S八Km,nはKm,nの構成から Emとfreeorbit全体の集
合の和集合である． Freeorbitの集合は S3¥Kのactionによる逆像なので，（S八K)xS1 
であり，｛＊｝ XS1はfreeorbitである．よって， Km,nの結び目群 1r1(S八Km,n)は

1r1(S4 ¥ Km,n)竺(1r1(S3¥ K) X〈h〉)／〈μmhr,〉 (3.1) 

である．ここで，μは K のメリディアンであり， hは freeorbitである．また， 9は
n(3三 1(mod m)となる整数である．今， K のWirtinger表示を〈X1,...,Xz I r1,..., rz〉
とすると， X1= μと仮定でき，（3.1)は

叫ゞ＼K→）竺〈x1,...,Xz, h I r1,..., rz, xihx-;1h―1, XThり (3.2) 

と表示できる．結び目群は次の性質を満たす．

補題 3.5.m を2以上の自然数とし， K を非自明な結び目でトーラス結び目ではないと
する．また， Mm(K)はasphericalであると仮定する．このとき，町(S八Km,n)の中心
は (3.2)の hが生成する無限巡回群〈h〉であり，

町 (S八Km,n)／〈h〉竺 7r匹(O(K,m))

はK→の不変量である． K が自明な 1次元結び目のとき，町(S4¥ Km,n)はZと同型
であり，その中心と一致する．

証明． K が自明な 1次元結び目とすると，任意の m,nに対して Km,nのファイバーは

Mm(K)から open3-ballを 1つ取り除いた多様体であり， 3次元球体となる．よって
Kmれは自明な結び目であり，特に 1r1(S八Km,n)はZである．
以下 K は非自明でトーラス結び目でないと仮定する．また Mm(K)は asphericalで
あると仮定する．このとき 7r戸(K,m)の中心は自明になることが示せる．
式(3.2)から， hは1r1(S八Km,n)の中心の元であることは明らかである． 1r1(S八Km,n)
の中心が〈h〉であることを示す．今， 1r1(S八Km,n)の中心の非自明な元 yで， X1,...,Xz
の積で書けるが， x『，...， X『の積では書けないものが存在すると仮定する．このとき，
匹 Y―1x-;1= 1 (i = 1,...,l)なので， hも中心の元であることを考慮すると， YXiY―lXil

から 1に変形する Tietze変換の列で， hを含まないものが存在する． 7r日(O(K,m))内の変
換の列は町(S八Km,n)のTietze変換とワードに x『,...，x『を差し込む操作で得られるの
で， YXiY―lXilは吋rb(O(K,m))で自明になる．したがって yは 7r匹(O(K,m)）の中心の
元であって，年，．．．，呼の積で書けないので非自明である．これは吋叫O(K,m)）の中心
が自明になることに矛盾する．以上により 1r1(S八Km,n)の中心の非自明な元が存在すれば，
それは吋，．．．，年の積でかけるが，関係子 x『h/3によってその元は hで書ける．よって，
町(S八Km,n)の中心は〈h〉であり， h=lを(3.2)に代入すると〈X1,...,XzI r1,...,r1,x『〉
となり，主張は示せた．

ロ

4 定理 1.1と定理 1.2の証明の概略

これまでに紹介した Kmれに関する性質と Mm(K)や O(K,m)に関する事実を用いて定

理 1.1と定理 1.2の証明の概略を説明する．
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証明（定理 1.1)．仮定から K1とK2はトーラス結び目ではないので，双曲結び目かサテ
ライト結びHのいずれかである．氏と K2の結び目のクラスに分けて証明を行う．

(1) K1:自明な結び目， K2:非自明な結び目．
K~,n と K;''n が同値であると仮定すると，それぞれのファイバーは Mm(K1) と
叫 (K2)から open3-ballを1つ取り除いた多様体であり，基本群 1r1(Mm(Kリ）と
町(Mm(Kサ）は同型になる． Mm(K1)は聟なので，町(Mm（応））は自明な群である．
したがって， Poincareconjectureの解決によって Mm(K2)も炉になる [20,21, 22]. 
しかし Smithconjectureの解決によって Mm（応）は炉になり得ない [18]．したがっ
て K~,n と K;''n は同値でない．

(2)応双曲結び目，応：双曲結び目．
k戸と K;''nが同値であると仮定すると，（1)と同様に1r1(M』kリ）と 1r1(Mm(K2))
も同型となる．定理 3.4によって， Mostowの剛性定理から m=3かつ 8の字結び
目を除いて氏と氏は同値になる．

今， m=3とし，凡を 8の字結び目，氏を 8の字結び目でない双曲結び目とする．
このとき， Mm(K1)はHantzsche-Wendt多様体と呼ばれる多様体で，断面曲率が常
に0となるリーマン計量をもつ [15,27]. Mm(K1)はT3を被覆にもつが， M』氏）
は双曲多様体なのでその被覆の基本群は 1r1(Tりと同型にならない．よって K~,n と
k戸は同値でない．

(3) K1:サテライト結び目， K2:サテライト結び目．
サテライト結び目 K に対して，その補空間の本質的トーラスは O(K,m)¥K内の本
質的トーラスを誘導する．よって O(K1,m)とCJ(K2,m)はそれぞれsufficientlylarge 
である． K~,n と K;''n が同値であると仮定すると，補題 3.5 により 1r1(0(K1,m)) 
と町(O(K2,m)）は同型なので，定理 3.3より K1とK2は同値である．

(4)粕：双曲結び目， K2:サテライト結び目．
まず m > 3または m = 3かつ氏が 8の字結び目以外の結び目であるときを考
える． K万，nとK;''nが同値であると仮定すると，補題 3.5より 1r1(0(K1,m)）と
叫CJ(K2,m)）は同型である．さらに，応はサテライト結び目なので O(K,m)¥K 
内の本質的トーラスを誘導するので， 1r1(0(K2,m)）は Z①Zを部分群にもつ．一方，
定理 3.4より 1r1(0(K1,m)）は双曲構造をもつので Z 〶 Z を部分群にもたない．こ
れは矛盾であり，したがって K~,n と K;''n は同値でない．

m=3かつ氏が8の字結び目のとき， Hantzsche-Wendt多様体 Mm(K1)はその基
本群の部分群として Z 〶 Z 〶 Z をもっ．よって， K~,n と K;''n が同値であると仮
定すると，町(Mm(K2))もZ①Z①Zを部分群にもつ． 3次元多様体 Mで，その基
本群の部分群に Z①Z①Zもつとき，被覆写像 T3→M が存在することが知られ
いている [15]．この被覆写像と m重分岐被覆の写像の合成によって， SバKの本質
的トーラスの逆像を考えると， P を2つの成分に分解する本質的トーラスが存在す
る．これは矛盾である．ゆえに K~,n と K;''n は同値でない． ロ

証明（定理 1.2).1次元結び目 Kがsatelliteまたは Conwayreducibleのとき， O(K,m)
はsufficientlylarge である．よって， K~,n と K;''n が同値であると仮定すると，補題 3.5
により 1r1(0(K1,m)）と 1r1(CJ(K2,m)）は同型であって，定理 3.3より的と氏は同値
である． ロ
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