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要約 abstract

Dunkl[l]による 1変数Krawtchouk多項式の加法定理の導出に倣い，その多変数化を目指す．そ

のため，多変数Krawtchouk多項式を帯球函数に持つ群論的状況として，非アルキメデス的局所

体上の調和解析を取り上げる．対応する球表現を，部分群である wreath積の既約表現に分解する

とき，一般に無重複とは限らないため，適当な仮定・制限を設ける．そのもとで，多変数Hahn多

項式による展開を含む形で，多変数Krawtchouk多項式の加法定理が得られる．

We aim addition theorems for multivariate Krawtchouk polynomials, following Dunkl[l] for 1-

variate case. We work on the harmonic analysis on a non-Archimedean local field, that is a group 

theoretic situation related to these polynomials as zonal spherical functions. In our cases, the 

spherical representations are decomposed into irreducible representations of the wreath product, 

without multiplicity free. So we need to hypothesize some conditions. Then we have an addition 

theorem for the polynomials which includes expansions by multivariate Hahn polynomials. 

0 本稿の目的

群上の調和解析を利用して，帯球函数として現れる直交多項式の加法定理を導出する

研究は， 1970年代以降，多く行われている．選点系（直交閑係式が和で与えられるもの）

に限れば，例えばDunklによる Krawtchouk多項式 [1],Hahn多項式[2],Stantonによる

q-Krawtchouk多項式 [10]に関する研究が挙げられる．これらは，調和解析において，帯

球函数の「群移動」を部分群上の Fourier級数に展開することに対応し，調和解析の構造

と特殊関数の群論的意味を知る上で重要な意味を持っている．以上の加法定理はいずれ

も， 1変数のものである．その一方で，多変数の超幾何型多項式の調和解析的扱いに関し

て，近年多くの研究がなされている．例えば， Mizukawa[8]により，多変数Krawtchouk

多項式が複素鏡映群上の帯球函数として得られている．また，多変数Hahn多項式を対称

群上の intertwiningfunctions (絡函数；帯球函数の一般化）として捉える Scarabotti[9]の

研究も関連がある．そのため， 1変数の場合に用いられた手法を多変数の場合に運用して，
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その加法定理を考察する研究の路が開かれていると考えられるが，現状では，そのような

研究は見られないようである．

実際，そのような手法の運用は必ずしも容易ではない．取り扱われる Gelfandpair(G, G) 

の球表現を Gの表現と見たとき，それが無重複 (multiplicityfree)と限らないことが，研

究上の困難の原因の一つと考えられる．しかし，帯球函数の「群移動」に適当な制限を

加えるなどして，分解が無重複になるようにすれば，ある種の加法定理が獲得できる場

合はある．本稿では，そのような特殊な状況の一例を，筆者自身が[5]において扱った非

アルキメデス的局所体上の調和解析において提示する．そして，帯球函数である多変数

Krawtchouk多項式の加法定理を考察する．

1 帯球函数としての多変数Krawtchouk多項式

本節の内容は，一般に知られたことや，筆者の過去の研究結果のまとめである．

1.1 有限アーベル群上の帯球函数

コンパクト群Gが有限アーベル群Aに群自己同型として作用している状況を考え，こ

の作用に関する半直積群を G=A)<JGとおく．すると， GのAへの作用が，

CG r,,, A, (b, g)・a= b + g(a) (a, b EA, g E G) (1) 

で定まる．そして作用 (1)に関する置換表現が誘導される．すなわち， A上複素数値関数

全体のなす空間C[A]における， Gの表現

GへC[A], (b, g)<p =<pa (b, g)-1 (b EA, g E G, <p E C[A]) (2) 

である．表現(2)を既約分解すると，各既約成分には 1次元のG不変部分空間が含まれ

る（このことを， (G,G)がGelfand対であるという [11]).実際，表現 (2)は次のように

既約分解される： Aの指標群をiとし， Gのiへの反傾作用による軌道の全体をG¥Aと
おく．各軌道PEG直に対し， Vp= SpanP c C[A]とおく．このとき

(C[A] =④ Vp (3) 

PEG¥A 

が互いに直交する既約G表現への無重複な分解となる．なお直交性は， C[A]上の£2_内積

1 
〈r.p,心〉＝可Lr.p(a)心(a)

aEA 

(<p, ゆEC[A]) (4) 

による.Vpはペア (G,G)の球表現と呼ばれる.Frobeniusの相互律により， Vpはちょう

ど1次元のG不変部分空間V計：を持つ．その生成元であって，零元0EAにおける値が
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1となるように正規化したものを，球表現怜に付随する帯球函数と呼び， Wpで表す：

GへC[A]=① VpつC[A]c=① VpG =① Cwp. 
匹 G¥A PEG¥A PEG¥A 

1.2 非アルキメデス的局所体上のwreath積の作用に関する球表現

Fを非アルキメデス的局所休， V:F→ Z U {oo}をその上の離散付値， o= {a E FI 
v(a)~O} を F の整数環， p = {a E FI v(a)~1} を 0 の極大イデアルとする. pの生成

元を T とおく．剰余体o/pは有限体なので，位数を qとする（素数のべき）．また，自然

数£ ~1 を以下固定し，剰余環 o/pc を R と表す．これは位数がの有限環である. 0の乗

法群を炉とする.N次対称群6Nの作用による半直積群G= (ox)N ><I 6Nを炉のN次

wreath積と呼ぶ.Gは加法群A=RN J::: の群自己同型として，次のように作用する：

(c, u)a = (ckaa-1(k))f=1, (c = (ck)此 E(o勺凡 17E 6N, a= (a砂贔€炉） • (5) 

この作用の軌道をパラメトライズする集合として，次を導入する：

£-1 

X(C, N) = { x = (年）；―贔 E(Z::,:o)'lxl :=~Xr :SN}. (6) 

F上の付値vより誘導される R上の付値V:R→ {0, ... ,£-l}U{oo}を用いて， RNの
G軌道は次のように与えられる： x=(年）にも EX(£,N)に対して，

叩）＝｛（叫此 ERN tt{klv(叫 =r}=年，〇：：：： r :S£-1} (7) 

（なお， tは有限集合の要素数を表すとする）．一方，指標群h上の双対付値v:R→
{-oo}U{0, ... ,£-1}を次式で定める：

v(x) = max{v(a) I a ER, x(a) #-1}, 但し v(l)= -oo. (8) 

指標群A=厄は直積（かN と自然に同一視した上で， n=(糾）にも EX(£,N)に対し，

叩） = {(x心 E(恥 tt{kI恥） =r} =叫，〇：：：： r :S£-1} (9) 

がG軌道となる．以上のパラメータのもと，本例における帯球関数は次のようになる [13]:

命題 1.軌道P(n)に付随する帯球関数の，軌道O(x)における値叫(x):= WP(n)(O(x))は，

叫 x)=K門(x;~;N). (10) 

ただし右辺は次節に定める f変数Krawtchouk多項式である．
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1.3 多変数Krawtchouk多項式，多変数Hahn多項式

多変数Krawtchouk多項式は，多項係数に関する直交多項式として，最初に Griffiths[3]

により導入された．式 (10) に現れる K~e\x;p;N) (O < p < 1はパラメータ）は，その特
殊な場合であり， 1変数Krawtchouk多項式の積として定義される (Xu[12]による定義）．

まず 1変数の場合は，超幾何関数

h+lFh (>;,・.',;:+1 ;'Y) =と［言:: : : ~;:)i畠 "(k (11) 

（ここで(a)kはPochhammerの記号； (a)o = 1, (a)k = rr: 二~(a+s) (k 2'. 1))のh=lの
とき（ガウスの超幾何関数2凡）を用いて，

応 (x;p;N)= 2Fi (-n~;x ; t) =苫二いー,x;; (0~x,n~N) (12) 

と定義される.Xu[l2]による£変数化は， X= (叩）にも， n= (nr)仁6EX(£, N)およびパ
ラメータ P= (Pr)にtに対し，

1 
R-1 R-1 

K~R\x; p; N) = (-N) IT (ーN心位(xr;Pr;泣）， ここで Nr=N —区叩一 L ns 
lnl r=O s=O s=r+l 

(13) 

で定められる．特にp=(p,・・・,p)なる場合， K位(x;p;N) := Kl¥x;p; N)と表す．

舟関数による定義や直交関係式等の基本的性質は， [12],[5]を参照されたい．

次に，別種の超幾何塑直交多項式である Hahn多項式，およびその多変数化を紹介す

る．多変数化は，上と同じく， Xu[12]の定義を採用する．なお， Scarabotti[9]では二分木

(binary tree)に関連付けて多変数Hahn多項式が整理されており，ここで用いるXuの定

義はその特別な場合である.1変数の場合は，超幾何関数3凡を用いて，

Qm(x; a, (3; N) = 3F2 (-m, -x, m+a +(3 +l ; 1) =文 (-m)パ—叫 (-m-a-(3-l)k
a+l,-N (-a-l)k(-N)kk! k=O 

(14) 

(0:::; x,m:::; N)と定義される.e変数化は， X = (叩）にも， m= (mr)にもとパラメータ
r = (rr此。に対し，

1 
£-1 

Q臼(x;1;N)= IT(-Nふ心mr(xバ吝ぶ；Nふ
(-N)1ml r=O 

但し兄は式(13)中のものとし，今=L仇+2ms) +£-r -lとする．直交関係式等
s?:r+l 

の性質は， [12]参照のこと．



27

多変数Hahn多項式は，以下考察する多変数Krawtchouk多項式の加法定理において，

重要な意味を持って現れる．それは次のような意味で， Hahn多項式たちが対称群上の絡

函数 (intertwiningfunctions) という解釈を持つ [9]ことによる：

命題 2. 1::; t::; N, u = (ur)に6E X(£,N)とする．対称群(5N上の右6tX (5N-t―左
£-1 

II釘 X (5N-lul ―不変関数のなす空間 U=<C[IT仁~6ur X (5N-lul ¥応/6t x 6N-t]を
r=O 

考える．このとき Uの基底として，

{Q臼(x(CJ);-u0 -1, ・ ・ ・, -U£-l - 1, -N + lul -l; t)} mEX(£,t) (15) 

が取れる．ここで， CJE 6Nに対して， x(CJ)= (叩((J));こも EX(£,t)は次式で定まるとする：

叫） =~{ k E {1, ・ ・ ・, t}旦叫+1 ::; 鴫）さ芦Us} (O~r~R-1). (16) 

2 球表現の分解

2.1 加法定理を導く基本的アイデア

まず一般に， 1.1節の記号 (A:有限アーベル群， G:コンパクト群，他）のもとで述べる．

帯球函数を分解して加法定理を導く際， Dunkl[l](1変数Krawtchouk多項式の加法定理

の導出）に従い，次のような手順を用いるのが基本的である：

(i) 球表現Vp(これはG=A><1Gの表現として既約である）を，部分群GcGの表

現として既約分解する．

(ii) 帯球函数Wpに特定の元aEA C (Gの作用を施した函数wp(a+•) E Vpを考え，

(i)の既約分解により成分に分解する．

(iii) 帯球函数の恒等式

wp(g(a) -b) = dimVp <g•wp(a +•), wp(b +•)> (a,bEA,gEG) (17) 

を用い，さらに右辺を (ii)の成分分解で和の形に分ける．

IGI 
ここで等式(17)は，帯球函数の有名な恒等式である Wp*Wpr =ふ，P'―-Wp (*はG上

IPI 
の畳み込み積 (convolution), [7])を用いてすぐに導かれる．

Dunkl[l]の例では， (i)における VpのG既約分解が無重複に分かれ，またその分解が

自然数の有限列で単一的にパラメトライズされるため， (iii)においてまとまった形の加法

定理が得られている．一方，我々の例（局所体に関する 1.2節の A=R凡 G:wreath積

の例）においては，この分解は無重複とはならず，制御が難しい．そこで我々は，帯球函

数 Wnのパラメータである nE X(f,N)にlnl=Nという仮定を設け，かつ，手順(ii)で
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叫に作用させる元aEAについても a= (1, • • • , 1, 0, • • • , 0)という元に限定することで，

分解が多少制御しやすい状況を考える．本稿の結果は，このような限定の下での多変数

Krawtchouk多項式の加法定理である．

2.2 炉の指標と R= o/pc上の調和解析

G = (ox)N ><l応の既約表現を考えるには，炉の既約表現（指標）が基礎となる（次

節）．また， A=RN上の Gー表現を考えるには， R上の o凡表現を基礎とする．そのため

本節では， N=1の場合に当たる，作用oxへRに関する調和解析を考察する．
Rの指標群hは炉作用により，式(8)の双対付値行によって次の£+1個の軌道に分解
される：

凡={x ER I v(x) = r} (r = -oo, 0, 1, ・ ・ ・, £-1). (18) 

各軌道の要素数を Ir=I瓦」と略記する．具体的には次式で与えられる：

f_oo = 1, Ir=り(q-1) (r2'.0). (19) 

そして関数空間C[R]の中で部分空間Span凡を張ると， (3)で述べたように，これらが半

直積群R><1 oxの表現である C[R]の既約分解を与える：

£-1 

(C[R] = (C・1 EB④ Span凡 (20) 
r=O 

（便宜上， R_00= {1} (自明指標）の張る空間Spanfi_00 = C・1(定値関数全体）のみ分
離して書いた）．指標の直交性より， dimSpan凡 =I凡I=Irに注意する．
(20)の各Span凡を炉の表現と見た時，炉は可換群だから 1次元表現の直和に分かれ

るが，その分解を詳しく見よう．炉の部分群の減少列{o; }r=-oo,0,1,2, …を次で定める：

゜
X -00 =O  X ， 硲={1 + a1rr+1 I a E O} (r~0). (21) 

次の命題は，硲が任意のXE凡rC C[R]の固定部分群であることと， Frobeniusの相互律
を用いて示される．

命題 3. r = -oo, 0, 1, 2, ・・・について，記の 1次元表現で， o;に制限したとき自明表

現となるものが，ちょうどL個ある．そして Span凡の既約分解には，それらが無重複

に現れる．

そこで，炉の指標で， o;上自明となるものの全体を {~Cil}{こ1 とおく（特にくいは自明

指標である）．すると，〇：：：：： r:::; £-1について， Span凡の既約炉表現分解は，

Ir 

Span凡＝④C副 (22) 
i=l 
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と表すことができる．ただし， Rl:関数叶i) は指標 ~(i) に関して ox-相対不変であるとする：

副(ax)=別(a)叡 (x) (a E oバXER) (23) 

（特に叫1)は立不変）．また〈副，副〉 =1と正規化しておく．無重複性と (20)の直交

性より，次がqR]の正規直交基底となる：

{1} U {副 IO::;rさe-1,1さiさIr}. (24) 

(C[R]へのR-イ乍用（平行移動）に関する華底(24)の変換が，帯球函数の分解の基礎とな

る．特に我々の考察では，次が重要である．

命題 4. 0 :S r :S£-1について， ox-不変関数叶1)に対する 1ERの作用の結果は次の

ようになる：係数砂：＝—六および適当な係数の列｛仰}{!c21 C (Cを用いて，

q-l Ir 

副(1+・) = 0叫炉+Le叫訊 叩 (1+ .) =と。(i)叡 (1さrさ← 1). 
i=2 i=Ir-l +1 

(25) 

2.3 wreath積G=(炉）N ><I 6Nの既約表現

コンパクト群T上の wreath積TN><16Nの既約表現の分類については，一般論が知ら

れている ([4]など）．特にここではT=炉が可換群であることから，分類は以下のよう

に簡単にまとめることができる．

G = (ox)Nが 5Nの既約表現をパラメトライズする集合として，次が取れる：

YN(o勺={A=(灼）i=l,2,-··I 灼は分割で，〉〗入叫= N} (26) 
i;:>1 

（入（りが分割 (partition) であるとは，単調非増加な非負整数の有限列炉）＝（入屈，入~i)' ・・・）
であること） . A= (灼） E YN(o汀に対し，各分割灼）に対応する対称群61入(illの既約表

現とその表現空間を（入(il,wCil)として，（実質有限個の）テンソル積W=Q9W(i)におけ

i2:1 

る部分群GA:=(ox)N ><I IT 6⑮ I cGの表現を次式で定める：
i2:1 

N 

((aりr:=ll ((J(i)k1) = IT t(ik)囮）・R灼((J(i)) (ak E Ox, 叶） E釘(,)1) (27) 
k=l i>l 

（ここで1:S:k:S:Nに対し， ikはk:s: I入叫＋・・・+I入叫なる最小の iとする． また， f(i)
は前節2.1で定めた記の指標である）．そして誘導表現ind畠W を考えれば，これがG



30

の既約表現となっており，さらにこの構成でYN(oりと Gの既約表現全体が一対ーに対応

する．

球表現Vn(n EX(£, N))のG表現への分解においては，一般にはこれらの既約表現が

混在して出てくる．しかし我々が3.1節以降で扱う状況においては，入(1)が高々長さ 2の

分割灼＝（入訊副），灼 (i2:: 2)が長さ 1の分割（これはG灼） 1 の自明表現に対応す

る）の場合のみ現れる．

2.4 oxー相対不変関数による球表現Vnの分解

n E X(£,N)に対して，軌道P(n)E G¥愈に付随した球表現Vn:= VP(n) = Span P(n) C 

(C[R門が定まる．我々の計画 (2.1節の手順(i))では，これをG= (o汀N)<l(5Nー表現とし

て分解するのであった．ここではその第1段階として， 2.2節で定めたR=o/討上の ox-

相対不変関数 t_p~i) (0 ::::; rさ£-1, 1 ::::; i ::::; Ir)を用いて，見のG部分表現を構成する（ま
だ既約分解には至らない）．

n = (nr)にも EX(£,N)に対し，次のパラメータ集合を定める：

辺(n)= { a = (Oor); ニ6I Oor = (a~i))[こ 1 E (Z::c:of', la』=nr} (28) 

（いわゆる， mはnrのcomposition(本稿では分画と訳する）．またLは式 (19)に定めた
数である）．そして aE辺(n)に対し，

Vn,a = Span {@ fk 伍｝此は，副個の副 (Oさr::::;£-1, 1 ::::; iさIr)と
k=l 
N-1叫個の 1から成る

とおく．なお， N個のR上関数{!け心に対して，テンソル積k忍!,は炉上関数とし

怜） (a)= D応） (a= (保）贔 ER州 (30) 

N 
Cl として実現する．定義より叶 ESpan凡であることから， (29)の条件を満たす⑧ fkが

k=l 

vれに入ることは明らかである．そして，％の中で張られた部分空間 Vn,aがG部分表現
となることについては， cp~i) の相対 ox-不変性，および6Nー作用ではテンソル積の並び替

えが起こるだけであることからわかる．

さらに aが集合1.2t(n)を走るとき， Vn,aたちは恥の G表現の直交分解

Vn=④ Vn,a (31) 
aE辺(n)

を与える．
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2.5 ラドン変換

Vn,a を G表現としてさらに分解するため， G-作用と可換な作用素 d~i) : C[R門→C[RN] 
を導入する．ここで (r,i)= (0, 1)または1さr::; £-1, 1 ::; i ::; Ir-1とする．

まず， R上0又相対不変関数碕i)に対し，

如い：= 1, 8副：＝凶凡 (1 ::; r ::; £-1, 1 ::; i ::; Ir-1) (32) 

N 

と定める．そして， C[R]の基底 (24)の元をテンソル積で組合わせたRfkE C[R門 （す
k=l 

なわち，各!kは1またはある盈j)) に対し，

N 

心 ： Q9.fk→ ~ (!1 181・ ・ ・181 .fk-1 181 8.fk 181 fk+l 181・・ ・0fり (33) 
k=l (i 

fk='Pr 
） 

と定める．ただし{fけが凶i)を含まないときは行先を 0とする.{ 0九｝は{fけの構成
k=l 

が変わるとき <C[R汀の基底をなすから，これで線型変換 d~il : <C[R門→ <C[R門が定まる．
簡単に言えば， <p~i) を此ばに（複数個の積については 1 つずつ）謹き換える変換である．
この変換 d~i) を， <C[RN] 上のラドン変換と呼ぶ．また， d~i) の（内積 (4) に関する）随伴

写像を d的で表す．これは， d~i) とは逆に <p~i) を紺11 に置き換えるものとなる．

硲糾＊は， G= (炉）N)<l(5Nー作用と可換である．実際 (5Nー作用は@fkのテンソル
k=l 

積成分の置換を引き起こすのみであるから，定義(33)より，可換性は明らかである．また

0凡作用については， <p~i) と畔贔および凶畠が同値な oxー表現の生成元であることから，
これらの置き換えである d帆ii).との可換性がわかる．したがって，

Vn,a n n Ker d~il (34) 
r,,、

はVn,aの部分G表現となる．

実はこれが既約であり，さらに Vn,aはこのような形の既約表現の（無重複とは限らな

い）直和で表されると予想できる（このことについて証明はできていない）．以下では，

そのような一般的な分解は用いず，特別な場合に限定して考察する．

3 加法定理 Cini=Nの場合）
C-1 

以下では， n=(いに6E X(C,N)が，特にlnl= Lnr = Nを満たす場合を考える．
r=O 

3.1 帯球函数の平行移動と Vn,a-成分

球表現％に付随する帯球函数WnE VnGは， (ox)Nc G-不変であることから， 2.2節で
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定めた R上の o入不変関数{cp~l)}仁｝を用いて表されるであろう．更に 6NCGー不変性も
考慮すれば，次の明示的な表示が得られる：

命題 5 l<k<Nに対し， rk := mm{r I O≪::: r≪; £-1, k≪; n0 +・・・＋叫とおき，

6n C6Nを（叫f=lの固定部分群とする (6n竺 6n0X・ ・ ・X 6四— 1 である）．このとき，

1 
Wn= 
(N)Q L t.p~~)(l) ⑧・··® 戎~N)
n aE6N/6n 

(35) 

（ここで(:)は多項係数．また， Q= IT仁いパ［戸とする．これらで割っているのは，
叫 (0)= 1とするための定数倍の調整である）．

t個 N-t個
~~ 

次にO:St:SNなる整数tに対し， 1t:= (1, ・ ・ ・, 1, 0, ・ ・ ・, 0) E RNなる元を考え，これ

で帯球函数Wnを「平行移動」した関数Wn(1 t +・) E Vnを考察する．これは， (35)の各

項において第 1 から第 t までの t 個のテンソル成分を，ゃ~1) から cpい (1+ .)へ置き換えた
ものである．そして cp~l\1 十．）は，命題 4 のように展開する．
このことから，凸(lt+.)を％の分解(31)に関して成分にわけたとき，各aE別(n)に

対する枕，"'-成分を，次のように具体的に書き下すことができる．なお，関数fE C[R門
に対し，その Vn.a一成分を Vn,aU)と表すこととする．

命題 6. a= (年）にも EQl(n), 年＝（副）に1に対し， a(1):= (a~l))昌と表すとして，
(1) Vn,a (叫1t+ .))ヂ 0なる必要十分条件は，次の2点がともに成り立つことである：

(i) 1 :S r :S /i, -1, 2 :S i :S Ir-1について副=0, 
£-1 f-1 

(ii) L a~1) :S N -t :S la叫=L副・
r=l r=O 

(2) aが(1)の2条件を満たすとき， 2さi::; Iし1に対し， i::; Irなる最小の r(0 ::; 
[£-l 

ヨ1r::;£-1)を用いて砂：=a帆臼：＝攣と表す ((i)より,la叫 +Le団 =Nに注
i=2 

意）．また的＝副とする. 1さk::; tに対し，

往 ~{~in{i I 2 :5 i :5 I,_,, k :5 a<')+・・・＋砂) (k :5 N -la叫）' (36) 

(k > N -la叫）

Jg_, 

とおき，翫I=IT克(,)X 6t-N+la(lll C 6tを（殊）いの固定部分群とする．さらに 1::; 
i=2 

k::;N-tに対し，

r, ~ { min{r 1 1 $ r $£-I, k $副＋・・・＋副) (k $ la叫—副）' (37) 

0 (k > la(lll-a罰
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£-1 

とおき， ea,(1)= II気~1) x6N-t-la叫+ab')C 6 N -tを（叫1:::/の固定部分群とする．以上
r=l 

の表記のもと，

Ie-1 

Vn,a (叫1t+ .)) = 
げ）Q
l (0(1)) t-N+laC1ll rr例）砂）

i=2 
▽
 

CYE釣／気,,

TE¥5 N _tf¥5 0(1) 

t N-t 

R砂a(k)羹R吟贔
k=l k=l 

(38) 

（ここで， Qは命題5で定めた数， eCil(1 ::::; i ::::; De-1)は命題4で定めた係数である）．

3.2 Vn,aの分解

次に，命題6(1)の条件を満たすようなaE別(n)に関する Vn,aを，部分的に既約分解す

る（いくつかの無重複な既約成分と，今回欲する成分を含まない補空間に分ける） . 2.3 

節に G= (ox)N)<] 6Nの既約表現についてまとめたが，以下で既約成分として現れるの

は，次のようなものに限られる：

Ie-1 

命題 7. 非負整数の組h,(fJ(i))如；で， h+lfJI := h+ Lfl(i)さNなるものが与えられ
i=2 

たとする．このとき，

/3。=(0, /3(2), ... , /J(q-1)), 比=(0, ... , 0, (3(Ir-1+l), ... , (3(Ir)) (1'.S rさC-1) (39) 
ヽ
Ir-1個

と定め，んの第 1成分を h に代えたものを he(ll+f3。と書く• m = (h+lf3ol, lf3叶，..., lf3し1I) E 

X(£,N)とし，分画 (composition)の組 (he(l)+ (30, 厖・・・ '(3い） E 2l(m)を考える．一
方， (N-h―lf31,h)を小さくない順に並び変えた分割 (partition)を〈N-h-lf31,h〉と
表すとして，分割の組として

Ah,{3 = (〈N-h-lf31, h〉,((3(2l), ・ ・ ・, (f3(It-,))) E YN(o門 (40)

を考える．このとき， Vch,{3):= V (1) m,(he(l)+f3o, /31,---,(3い） nKerd。は， Ah,{3に対応する Gの既

約表現である．

この命題の証明は，まず分割〈N-h-lf31,h〉に対応する6N-lf31の既約表現の表現空間と

して， ½h,0,---,0),(he(1),o,---,O) C C[RN-lf3I]を取れることが，対称群の球表現の分解 (Dunkl[l])

から従い，それを 2.3節の手順に従い，誘導表現によって G上へ誘導する．

命題 8. 命題 6(1) の条件を満たす a=(年）にも€別(n) が与えられたとする．同命題と

同様に， a(ll= (aい）にt,砂） = a~i) (i~2, Ir-I < i :=:; Ir)とおき， a'=(砂））：二と
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おく．さらに， 0::; hさct61)A (10:(1) I -aい）を満たす整数hが与えられたとする（なお

a八b:= min{a, b}の記号を用いる）．

このとき，命題7で与えられる Gの既約表現Vih,a')から， Vn,aへの Gー表現の埋め込み

が，次の合成写像で与えられる：

（犀）a『＼。（虞）a仇+ai'),o ... o (贔＊）は aPl 。（年）国>~l)_h O (亭）la('ll-h o (亭）h
(41) 

この写像の像を Vn,a,hC Vn,aと表す CG-既約表現）．なお，逆写像Vn,a,h→杓h,a')は，
(41)の随伴写像（「＊」を外し，並びを逆にしたもの）で与えられる.hが動くとき，これ

らは互いに直交する．次の命題で今同必要な分解が完成する（証明は略）．

命題 9. 命題6(1)の条件を満たすaE辺(n)について，

(1) Vn,aは，次のように，互いに直交する G表現へ分解される（最後の成分を除いて

既約である）：

魯/¥(la(lll-a炉）
Vn,n~ 〶 Vn,n,O① Ke, (位）旦ぷ） 0 0 (似）土＋吟〗。（凰）吋り}

h=O 

(2) 〇：：：： t :SNに対し，帯球函数の平行移動の Vn,a-成分Vn,。（叫(1t + .)) (命題6)を
(1)の分解で分けたとき，最後の成分 (Ker-部分）は0となる．

3.3 加法定理

では本稿の結論として，命題9の分解に対応する加法定理を導こう．基本方針を述べた

2.1節の恒等式 (17)を，我々の設定において a= 1 t E RN (0'.S t'.S N)として用い，さら

に右辺を直交分解(31)および命題9(1)に従って分解すると，

叫 (g(lt)-b) dimVn〈g・叫 1t十．），凸(b+ .)〉

dimVn a~n)~ 〈g・Vn,a,h(叫 1t +・)) , Vn,a,h (凸(b+ .))〉42)
(b ER凡gE G = (ox)N~ 応）となる．精確にはaE別(n)は命題6(1)の条件を満たす

ものを走り， hは0さh:S a~1) /¥ (la叫ーaい）の範囲を走る.b E RNとしては（分解の

直交性を考え），一般の元を取って構わない．そこで， u=(叫）仁も EX(£,N)を決め，

b=(l ,l,1r, 1r C 1 ''7r―, ... ,1rc-1,0,・・・,0) E RN (43) 
‘ ‘、マ、
uo個 m個 叫ー1個

とおく．また， g= ((c砂贔， a)E G (ck E O叉aE 6N) とおく.(42)の両辺を，軌
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道(7)のパラメータを用いて書き換えるために，群作用を反映する数

叫=tt { k E {1, ・ ・ ・, t}苫叩+l:::;u(k):::;芦Us},
防=tt { k E {1, ・ ・ ・, t} 1:::; u(k):::; u。かつ Cu(k)E {1 + dが， d=J叫 (44) 

を定める (O:::;r:::; £-1) . このとき，

g(lt) -b E O(t + u0 -2x。+Yo, u1 -x1 + Y1, ・ ・ ・, U£-1 -XR-1 + yい） (45) 

が成り立つ（作用 (5)を施し，付値vの各値をもつ成分数を数えることでわかる）．した

がって命題1より， (42)の左辺は，

Ki£) (t + u0 -2x。+Yo墨1-X1 + Y1, ・ ・ ・, Uf-1 -Xぃ +Yt-1;q-¥N) (46) 
q 

となる．

(42)の右辺については，以下の点に注意する．

• 各aE辺(n)が命題6(1)を満たすので，和はa(l)= (a~l))にもと a'= (a(il){:21に分け

て考えられるが， a'の方を足し上げることでKlりc,(1)(y; 言立号，・・・，乃；xo)という形
にまとまる（単純計算による．詳細略）．

£-1 

・各項を gE Gの関数と見た時，それが右eパ 6N-tー左IT6ur X 6N-lul-不変性を持
r=O 

つことがわかる (6tX 6N-tの元は 1tを動かさないから， gに右からその元をかけたとし
£-1 

ても g・Vn,a,h(叫 1t十．））は不変である．同様に， IT6ur X 6N-lulの元は (43)のbを動
r=O 

かさないから，内積の群不変性も考慮し，左からの不変性も成り立つ）．

よって命題2により，各項は多変数Hahn多項式の線型結合で表せると期待できる（命

題2は6N上の関数に対するものなので，調整は要する）．実際，各hミ0に対し，合計

hなる非負整数の組m= (mr);=。にわたって線型結合で展開される．その係数を次式巾で

Amと表している．

以上の注意のもと計算を実行し，主結果となる恒等式を得る（特に係数Amを求める計

算がかなり大変であったが，その過程は省略する）．パラメータはp:=仁 1と罹き換える．

また，結果の簡潔な記述のために，次の記法を用いる：

記塾 有限列z= (zr)にもに対し，

(1) z + ae。によって，第0成分にのみaを加えた有限列 (zo+a,z1,・・・,ze-1)を表す．
£-1 

(2) zlh := L 各， zlh:=L各・

r=O r=h 

では，ここまでの設定も改めて記述した上で，本稿の主結果を述べる：
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定理（多変数Krawtchouk多項式の加法定理） . n=(nr)に6,lnl =N とする.O~t~

N, u = (ur); ニ6,lul さ N とする.x=(叩）二， lxl~t, Xr~Ur とし， Y = (Yr)二， IYI~X。
とする.O<p<lとする．このとき，次式が成り立つ：

K~f) (u -x + y + (t -xo)eo ; p; N) =□ (-7)t+uo 
X L p2(nl1(~a冒~;ー~~ll□ （二）凰りa(Y; 2P;1,p,・・・,p;x。)

a=(ar)~;;;t 

X L AmQ岱(x-(N -lal)e0; -u -le+ (N -lal)e0, -N + lal -1; t-N + lal)-
m=(mr)仁も

ここで係数Amはx,yに依らない次式で与えられる：

t-N+lal N-t-lml 

Am= (-l)lml 
(m)(°'11―1ml) 
(lal-2lml 
ao-lml) 

（三。~lal) ("11;;;。~11)
(lal-21';;;。;mo+l)(N-u~~2ml1) 

£-1 

X J几(N-ulr-l_::'r+lーピ］り (N-ulr;;;~mlr+i)
arAmr (°'Ir+~~~」r+l) (N-ulr -cxl;+1 -mlr+l) (N-ulr-l_27lr+l -mr+l) (N-ulr-l-;;,~!::;i-mlr•) 
X L N-ulr-l_cxlr+1-mlr+1-j+l・ 
j=。 (j)炉

XKa,-j (ur -j; P; N -ulr-l -nlr+l -mlr+l -2j). 

4 今後の課題

本稿で与えられた結果は， lnl=Nという特別な場合の帯球函数（多変数Krawtchouk

多項式）に関するもので，その群移動についても制限があった．この結果をより一般の場

合に拡張することが，今後の課題である．同時に，加法定理の表現論的な意味づけをより

明確にすることも，課題である．

また， Mizukawa[8]において実現された複素鏡映群上の帯球函数としての多変数Krawt

-chouk多項式は，局所体の場合とは多項式のパラメータが異なる．そのため，これにつ

いても加法定理の考察を行い，局所体の場合と比較することは，一般のパラメータの場合

の加法定理を見出すうえで重要と考えられる．次に，多変数Krawtchouk多項式のqー類似

を帯球函数に持つ，局所体上の行列群に関する例 (Stanton[ 10]の多変数化）についても，

考察を行いたい．課題は山稜みである．
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37

引用・参考文献

[1] C.F. Dunkl, A Krawtchouk polynomial addition theorem and wreath product of 

symmetric groups, Indiana Univ. Math. J., 25 (1976), 335-358. 

[2] C.F. Dunkl, An addition theorem for Hahn polynomials: the spherical functions, 

SIAM J. Math. Anal., 9 (1978), 627-637. 

[3] R.C. Griffiths, Orthogonal polynomials on the multinomial distribution, Austral. J. 

Statist., 13 (1971), 27-35. 

[4] A. Hora, T. Hirai and E. Hirai, Limits of characters of wreath products 6n(T) of a 

compact group T with the symmetric groups and characters of 600(T), II, From a 

viewpoint of probability theory, J. Math. Soc. Japan, 60 No.4 (2008), 1187-1217. 

[5] K. Kawamura, Infinite-variate extensions of Krawtchouk polynomials and zonal 

spherical functions over a local field, 京都大学博士学位論文 (2018),58pages; The 

FUNKCIALAJ EKVACIOJに掲載決定

[6] R. Koekoek, P.A. Lesky and R.F. Awarttouw , Hypergeometric Orthogonal Poly-

nomials and Their q-Analogues, Springer Monographs in Mathematics, Springer-

Verlag, Berlin Heidelberg, 2010. 

[7] LG. Macdonald, Symmetric Functions and Hall Polynomials, 2nd.ed. , Oxford 

Mathematical Monographs. Oxford University Press, 1995. 

[8] H. Mizukawa, Zonal spherical functons on the complex reflection groups and (m + 
l, n + 1)-hypergeometric functions, Adv. Math., 184 (2004), 1-17. 

[9] F. Scarabotti, Multidimensional Hahn polynomials, intertwining functions on the 

symmetric group and Clebsch-Gordan coefficients, Preprint, arXiv: 0805.0670vl. 

[10] D. Stanton, Three Addition Theorems for some q-Krawtchouk Polynomials, Geom. 

Dedicata, 10 (1981), 403-425. 

[11] A. Terras, Fourier Analysis on Finite Groups and Applications, London Mathmat-

ical Society Student Text 43, University of California, San Diego, 1999. 

[12] Y.Xu, Hahn, Jacobi, and Krawtchouk Polynomials of Several Variabls, Journal of 

Approximation Theory, 195 (2015), 19-42. 

[13]川村晃英，局所体上の帯球関数として現れる多変数qー超幾何型多項式， RIMS共同研

究「表現論と非可換調和解析をめぐる諸問題」報告集 (2016),15-32. 


