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千菓大学・融合理工学府 中谷友哉

Tomoya N akatani 

Graduate School of Science and Engineering, 

Chiba University 

多項式fES:= C[x1，．．．心n]の行列因子化は超曲面R:= S/(f)上の極大Cohen-Macaulay加

群を研究するために EisenbudとKni:irrerにより導入された概念である。その中でも ADE型特異

点を定める重み付き斉次多項式（以下、 ADE型の多項式） fの次数付き行列因子化の圏HMF嬰(f)

はADE型特異点のホモロジー的ミラー対称性における複素幾何側の圏であるだけではなく、表

現論の分野における Lie環やルート系とも関係が深い。このことは、 Kajima-Saito-Takahashiに

よって示された次の定理からも分かる。

定理1.1([1, Theorem 3.1]). f E C[x, y, z]をADE型の多項式とし、入を対応する型の Dynkin

簸とする。このとき、次の三角圏同値が存在する。

HMF嬰(f)~ Db(mod-Cふ

ここで右側の圏は、道代数c△上の有限生成右加群のなす圏の導来圏である。

ADE型の多項式fの普遍開折によってfを変形することで、次数付き行列因子化の圏

HMF嬰(f)を変形することを考える。 ADE型の多項式fの普逼開折は次で与えられる。fの

Jacobi環

Jae(!) := C[x, y, z] /（皇閾塁）
はCJ::有限次元であり、その単項式基底 {mi(x,y,z)}『=1が存在する。パラメーター空間cμ の座

標系をt=(t1,...,tμ)とし正則関数F(x,Y, z, t) : C3 X cμ→ Cを以下で定める。

μ 

F(x, y, z, t) = f (x, y, z）＋どt叫(x,y,z)
i=l 

このとき、正則関数Fと射影p:C3 x cμ →Cμ の組は ADE型の多項式の普遍開折になる。特
に、一般の点tE (Cμを固定すると F(x,y, z, t)は次の性質を持つ。
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•正則関数 F の臨界点は互いに相異なるµ個の点{p1,・ ・ ・,Pμ,}からなる。

•各点 Piにおける正則関数 F の臨界値 F(pi,t)は互いに相異なる。

•各点 Piについて、 F は小型特異点を定める。

fの次数付き行列因子化の圏の変形にはこれらの性質が反映されると予想している。fの次数付き

行列因子化の圏の変形を考えるために、まずパラメーター空間の一般の点tE Cμ を固定したとき

のFの次数付き行列因子化の圏を定義する。しかし一般に Fは定数項や線形項を含むため重み付

き斉次多項式でない。そこでqを次数が1の形式的な変数として、軍み付き斉次多項式Fqを

μ 

Fq(x, y, z, q) := f(x, y, z) +どti叫(x,Y, z)leg(f)-deg(m,) 
i=l 

で定める。本稿では、JがAμ 型の多項式の場合に上で定義した Fqの次数付き行列因子化の圏の

構造について述べる。

2 準備

この節では重み付き斉次多項式fESの次数付き行列因子化の隠を定義する。fを重み

(w1,...,wn)E霰。で次数hの重み付き斉次多項式とする。fの次数hによって Sを次数付き代

数④kE¾Z:,:o ふ， S。＝ Cとみなす。次数付き S加群M=④kE舟Z:,:oMkとnEZに対し次数付

きS加群M(n)を（M(n))s:= Ms＋伊で定める。また、g:M→ Nが次数tE予の S準同型

であるとは、任意の sE予に対してg(M』CNs+tとなることをいい、g:M→ N とnEZに

対してg(n)をg(n):M(n)→ N(n)で定める。

定義 2.1.F。，凡をランク r の自由 S—加群とし、fo: F。→ F1,Ji: F1→ F。をそれぞれ次数0

と2のSー準同型で hfo= f •idF。,Joh= f • idnを満たすとする。このとき組 (F。,Fぃfo,h)

をサイズrのfの次数付き行列因子化といい

F:=(F。→⇒Fl)
で表す。

定義 2.2.F = (Fi。三長Fi),P'=(Fo ➔国）をfの次数付き行列因子化とする。

•次数付き行列因子化の間の射<I>: F →p,とは、次数 0 の S—加群準同型の組伽： F。→

F6,¢1 :F1 → F｛であって ¢lfo= f仰o,cp。h=f伽を満たすものである。このような射

全体を Hom（たF’)とかく。

•次数付き行列因子化の射屯<I>':F→p,がホモトピックであるとは、次数ー2のS加群準

同型h。:F。→ F{と次数0のS珈群準同型h1:F1→ Foであって

少o-cp~ = hifo + f{(-h)h。,¢1-¢~ = f6h1 + ho(h)fi 

を満たすものが存在することをいい、このときの～cp'とかく。
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定義 2.3.fの次数付き行列因子化の圏 HMF嬰(f)を次で定義する。対象を全てのfの次数付き

行列因子化とし、対象瓦.F'EHMF嬰(f)に対して射の空間 HMF嬰(f)(P,p’)を

HMF嬰(f)(F,「'):=Hom(F,F')/~ 

で定める。また、射の合成は定義 2.2から自然に定まるものとする。

任意の nEZとF=(F。-9⇒F1)に対して、 HMF麿(f)の自己同型関手 (n)を

F(n) := (F。(n)¼ 凡(n))

で定める。また、射<I>=（如，¢1)E HMF窟(f)(F,F’)に対して<I>(n):=（のo(n)，釘(n))と定める。

定義 2.4.シフト関手T:HMF窟(f)→ HMF嬰(f)を F=（F。-長 F1)に対して、

T.F' :=(F1~ 凡(h))

で定める。また、射<I>=(¢。，か） EHMF嬰（f)（たF')に対して T<I>:= (¢1，伽（h))と定める。

定義より T2= (h)が成り立つことに注意する。

定義 2.5.射<I>=(¢。,¢1)E HMF嬰(f)(F,F’)に対して、写像錐C(<I>)E HMF窟(f)を

(―til 災） 以誓］）
F1 ①F~,、 Fo(h) ①F{) F1 ① F~ 

で定義する。

命題 2.6.HMF嬰(f)の任意の対象 F,.F'EHMF嬰(f)とその間の射<I>EHMF嬰（f)（た戸）に

対して、

F上 F'→ C(<I>)一 TF

は完全三角形となり、 HMF嬰(f)は三角圏となる。

3 主結果

この節ではfを Aμ,型の多項式J(x,y, z) = xμ,+1 + yzとし、Jの普遍開折のパラメーター空間
の一般の点tE CCμ,を固定する。このときfの普逼開折を与える正則関数Fは

μ,-1 

F(x, y, z, t) = xμ,+l + yz＋どti+lが
i=O 
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となる。fの重みとして（1,b, μ + 1 -b), 1：：：： b：：：：μ十 lをとるとねは

μ-1 
ね(x,y, z, t) = xμ,+l + yz +どti+lがqμ+1-t

i=O 

で与えられる。

注意 3.1.Fqの次数付き行列因子化を考える際、 Knorrer'sPeriodicity[2, Theorem 3.1]よりyz

の項は無視できる。以降、 Fq= xμ+l +冗仁計ti+1がqμ+l→とする。

S':= S[q]とする。恥はふ，．．．，入μ+1E Cを用いて Fq= H口以x十入iq)と因数分解できる。
特に、tEびが一般の点のとき入i=J入j,i=Jjとなる。空でない真部分集合I£;{1,..., μ + l}と

整数mの組に対して瓦のサイズ 1の次数付き行列因子化を

凡(m):= (s'(m)+ S'(m+ III)), Jo= ij(x＋燐）， h=I1（x十朽q)
iEI j(/_I 

で定める。ここで 1川はIの要素の個数を表す。

命題 3.2.集合{(I,m)10 =JI<;;; {l,...,μ+ 1},m E Z}と恥のサイズ 1の次数付き行列因子化
全体の集合の間に一対一対応が存在する。

{1,...,μ + 1}の空でない真部分集合の列 I15．．．こ Iμ をIk:={a1,...,a叶で定めると次の
定理が成り立つ。

定理 3.3.HMF忍詞(Fq)の任意のサイズ 1の対象はFr,,...,Fr,,, Fr, (1),..., Fr,, (1)で生成さ
れる。

証明はI<;;;Jのとき HMF嘉(Fq)に完全三角形

凡→凡→凡w(|I|)→T局

が存在することを用いて直接示す。また、定理3.3によって次の予想が立てられる。

予想 3.4.Fい・..,Fr,,,Fパl),...,Fr,,(l)が生成する充満三角部分圏は HMF謡虹(Fq)に一致す
る。つまり、三角圏同値〈Fr,,...,Fr,,, Fr, (1),...,Fr,,(l)〉c:::'HMF忍[qJ(Fq)が成り立つ。

この予想が成り立つ根拠として、孤立特異点を定める多項式の次数付き行列因子化の圏の生成定

理の存在がある。

定理 3.5([3, Theorem 4.5],[4, Lemma 2.12]). fは孤立特異点を定める多項式とし、 8を

HMF窟(f)の例外的対象系とする。 8を含む最小の充満三角部分圏〈E〉が条件

(1)〈E〉は次数シフトで閉じる。

(2)〈C〉は cstabを含む。



59

を満たすならば、 Cは例外的生成系である。ここで(CstabはS加群として CのKoszul分解から定

まるfの次数付き行列因子化である。

HMF忍碕(Fq)の場合でも、“十分に”一般の点tEびを固定すると定理 3.3における対象

凡，．．．，凡，凡（1),...，凡（1)は例外的対象になることが分かっており、適切に順番を決めるこ
とで例外的対象系になる。また、定理 3.3 は〈P1u•··,P炉 A1(l),... ，凡.µ(1)〉が次数シフトで閉

じることを主張している。しかし、一般には恥は孤立特異点を定めるとは限らないため、今後は

定理3.5の一般の重み付き斉次多項式への拡張を行い、予想3.4を示すことを計画している。
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