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ー
::Iヒ早
自早

複数の項目を持つデータ（ここで扱うデータはp+l個の項目を持ち，各項目はn個の成分を持

つとする）に対して，興味のある項日のデータを目的変数yE応凡それ以外の複数項目のデータを

説明変数XE脱nxpに設定し，次の連立一次方程式系を考える．

y = X{3 (1.1) 

方程式（1.1)の解を推定する問題は， Xがyに与える影響度を理解するために有用である．方程式

(1.1)は解が存在しない場合があるが，残差を最小にする問題（つまり，悶悶IIY-X/3112)を解くこ
とでその近似解を見つける事ができる．

Lasso (least absolute shrinkage and selection operator)は，残差をなるべく小さくし，求める

解の非零成分が少ない（スパースである）解を推定する事が期待できる． Lassoでは次の問題を考

える．

min -||y-X9||; +a||9|h (1.2) 
/3EIRP 2n 

ここで， II・ 111は£1ノルム， a>Oは正則化パラメータと呼ばれ，交差検証などを用いて決定する．
問題（1.2)を解くことで，スパースな解を見つけることができる．一方，現実の問題で扱われるデー

タは高次元でかつ欠損を多く含むという特徴を持つが（例えば，［6]),説明変数Xに欠損値が含ま

れていると Lassoは解くことができないため，欠損を平均値や中央値で補完する方法などが利用さ

れる．

* This work was supported by the Research Institute for Mathematical Sciences, an International Joint 
Usage/Research Center located in Kyoto University 
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最近， Takada等 [5]によって欠損を含むデータから高精度な解を推定できる HMLasso(Lasso 

with high missing rate)が提案された． HMLassoでは，以下の問題(1.3)及び問題(1.4)を解くこ

とで所望の解を推定する．

mm-||Wo (~ -spair) II危（1.3)
立と02

min ーゲ甑—ppair丁/3+ all/3111 (1.4) 
/3 2 

ここで， 3pair,WE即pxp,ppair E即（詳細は 2章で解説する）， 11・ IIFはFrobeniusノルム， 0は

アダマール積を表す． Xが欠損を含む場合，部分問題（1.3)を解いて得られた解を主問題（1.4)の

もに代入して(1.4)を解<.HMLassoは二つの最適化問題を解く必要があるが，主問題(1.4)に

は座標降下法，近接勾配法やその加速化法など，解を高速に近似する最適化手法がこれまでに提案

されている．一方，先行研究［5]では部分問題（1.3)を解くために ADMM(Alternating Direction 

Method of Multipliers [3])が適用されていた

本論文では，部分問題（1.3)に対する最適化手法について検討する．具体的には，（1.3)の目的関

数が持つ性質について検討し，得られた知見を駆使することで， ADMMとは異なる最適化手法を

適用し，その有効性の検証を行う．

2 準備

2.1 ノルム

A,BE野心とする． AのFrobeniusノルム IIAI圧及びAとBのHadamard積A①Bをそれ

ぞれ次のように定義する．

IIAIIF:=~'(A ① B)王＝知Bjk (2.1) 
j,k 

聟をp次対称行列の集合とし， CE聟とする．任意の XE恥Pに対して X丁Cx2".0が成り立つと

きCを半正定値といい， Cと0と書く．また，半正定値対称行列の集合を S［と書く．

2.2 関数

Ve聟とする．集合Pに対する指示関数を以下で定義する．

疇：＝｛゜CX)旦：悶 (2.2) 

f:聟→ （-OO,oo]を下半連続な真凸関数とする．］に対する近接写像proxJを次のように定義

する．

prox厄）：＝ a訊叩{f(W)十；IIW-冒｝．

集合S]の指示関数の近接写像について，以下が成り立つ．
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命題 2.1.([4]) 

proxなP 岱） ＝殷（刃） (2.3) 

但し，ルは集合S［の上への距離射影であり，次のように定義する．

仮（E):= {~Az丁［：：こ］
(I:+ I;丁）

ここで， F:= とし， ZはFの固有値分解によって得られる直交行列， AはFの固有値
2 

を成分に持つ対角行列とする． Aの各成分は Aを用いて以下のように定義する．

心：＝ ｛。心［~:: ~悶（1::; i ::;p) 

2.3 HMLasso 

Ijkは行列Xの第j,k列のうち， Xi]と Xikが欠損していない行番号の添字全体の集合，つまり

Ijk := {i I Xijと Xikは欠損していない｝．

また，巧KはIjkの要素の個数とする． Ijkと巧kを用いて， 5pairとW の各成分をそれぞれ以下

のように定義する．

(spairい：＝ ｛六どiEI丑砂Xik

゜
3 HMLassoの部分問題について

本論文では，次の問題を考える．

(Ijkヂ0) tTu¥.  njk 
'(W)jk := ~ 

(Ijk = 0) n 

minl||W o (刃-5pair)Iii. 
四to2 

先行研究 [5]では，問題 (3.1)を解くための最適化手法として ADMM[3]が適用されていた．

(3.1) 

問題 (3.1)に対する ADMMの有効性を具体例を使って確認する． X の欠損率を変化させた部

分問題 (3.1)に対する ADMMの収束の様子を図 1に示す．図 1の横軸は繰り返し回数，縦軸は

CVX*1で求めた部分問題の解と ADMMで生成した近似列との距離である．図 1より Xの欠損率

が高いほど近似列が解に収束する速さが遅くなる．先行研究 [5]ではADMM以外の最適化手法を

用いた検討は行われていなかった本研究では部分問題 (3.1)の目的関数の持つ性質を検討し，部

分問題 (3.1)を高速に求解するための最適化手法について検討する．

*1 http://cvxr.com/cvx/ 
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繰り返し回数：K

図1 X の欠損率を変化させた時の ADMMの収束

3.1 部分問題の再定式化

部分問題(3.1)は指示関数を使うことで以下の制約無しの最適化問題となる．

m:ig ¾11w 0 (I; -spair)II} + Is心）
X€SP 2 

ここで，

1 
!(~) := ~11w0 (~ -spair)II} 

2 

g（~)：＝伍（~)

(3.2) 

(3.3) 

(3.4) 

とおくことで，問題 (3.2)は2つの凸関数fとgの和の最小化問題となる．関数fは次の性質を

持つ．

命題 3.1.(3.3)で定義された関数fは微分可能で，その勾配▽fは

•f(~) = w0w0(~ -spair) 

となる．また，▽]は以下の性質を持つ．

• （リプシッツ連続性）任意の江 ESP(i = 1, 2)に対して次が成り立つ．

II▽f（江）―▽f（応）IIF:S IIW 0 WIIF||江-均||F

このとき，▽fは 11w0w11Fーリプシッツ連続であるという．

• （強凸性）任意の~i E SP (i = 1, 2)に対して次が成り立つ．

<•f (~1) —•f(> 2),~1 -~り 2min(Wow)Jk||S1 -X叫I} (3.7) 
j,k 

(3.5) 

(3.6) 

このとき，fは m~n(W0 W)jkー強凸関数という．
j,k 
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3.2 最適化手法について

2つの凸関数の和の最小化問題について，これまでにさまざまな最適化手法が開発されている

[1].次の問題を考える．

minf（I;)+ g（I;) 
XESP 

(3.8) 

ここで，関数j:§P →良はµ—強凸関数でその勾配▽fは Lーリプシッツ連続，関数g: §P→恥は凸

関数とする最適化問題 (3.8)に対する次の最適化手法について考える．

Algorithm 1問題 (3.8)に対する最適化手法 [1]

Require:詞cplE脱pxp,ti= O,q =り（L> 0, μ ~ 0) 

1: fork= 1, 2,... do 
叫＋ 1＋V4tK +4qt; + 1 

2: tk+l = 
2(1 -q) 

(tk+l -tり（1+叫）
3: Tk = 

tk+l + 2qt炒K+1- qt[ 
4: Ok= 

tk+l -tk 

1 + qtk+l 
5: 虹＝以＋叫虹ー以）

6: ~k+l = prox(l/L)g(¥J!k - t▽f（虹））

7: 如K+1= （1 -叫）虹十qOk虹＋似嘉＋1-虹）

8: end for 

Ensure:江k+l

注意 3.1.

• Algorithm 1はBeckとTeboulle[2]によって開発された近接勾配法の加速化法に基づく最

適化手法である．

• F (~) := f岱） ＋g岱）， F*:= argminF(~) とおく．また Algorithml によって構成された
刃ESP

近似列を｛均｝とする．このとき， F(~り→ F* (k→ oo)が成り立つ [l].

ここで特に，問題 (3.8)の関数fとgをそれぞれ(3.3)と(3.4)とおく．命題3.1から▽fのリプ

シッツ定数Lと関数fの強凸性の定数μはそれぞれ次のようになる．

L = IIW 0 WIIF, μ = m~n(W 0 W)jk・
j,k 

(3.9) 

また， Algorithm1で使用する近接写像prox9はsiの上への距離射影（（2.3)参照），fの勾配▽f
は(3.5)を使用する．
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4 数値実験

問題 (3.8)に対して， Algorithm1を適用してその有効性を検証する．実験環境は以下の通りで

ある．

表 1 実験環境

OS Windowsll 

CPU 12th Gen Intel(R) Core(TM) i5-12400 

メモリ 8.00GB 

プログラム言語 MATLAB(R2023b) 

数値実験では文献 [5]で使用されていた建築データセット＊2を利用する． XE恥300x27であり，

Xを20%,40%, 60%, 80%の割合で欠損させて数値実験を行った初期点は標準正規分布に従っ

た乱数 10点を使用した．グラフの横軸を繰り返し回数，縦軸を近似列｛凶叶と近似解 LCVXの距

離 II嘉ー醗vxllFとした．但し，グラフの縦軸は異なる初期点で構成した近似列と近似解との距

離の平均値とした．繰り返しの終了条件は II刃k+l-嘉 ||F< 1o-6としたまた，近似解立cvxは
CVX*3を使用して求めた解を利用した． Algorithmlの結果を’'SFPG",ADMMの結果を’'先行研

究’'と表記する．以下に実験結果を示す．

*2 https: / / archive.ics. uci.edu/ml/ datasets/Residential+ Building+ Data+Set 
*3 http://cvxr.com/cvx/ 
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図2 欠損率 20％データに対する収束の様子
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欠損率60％データに対する収束の様子
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欠損率40％データに対する収束の様子
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104 105 

欠損率80％データに対する収束の様子

欠損率 20％では先行研究の方が速く解に収束し，その他の欠損率 (40%,60%, 80%)において，

Algorithm 1とADMMは同程度の速さで解に収束している．

5
 

結論

本研究では HMLassoの部分問題(1.3)の目的関数について検討した．目的関数が強凸で，その

勾配がリプシッツ連続であることを利用した Algorithmlを適用し，数値実験によりその有効性を

確認した．今回採用した Algorithmlは先行研究の手法 (ADMM)と比較して収束の速さを改善す

るには至らなかった．高速に解を近似できる最適化手法についてさらに検討を行いたい．

また，本研究に取り組む過程で欠損値を含む実データが身近にあることを知った（例えば，学生

の満足度調査，進学アンケート等）．欠損値を含む実データに HMLassoを適用して，データから有

用な情報を抽出することで活用していきたい．
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