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§ 1. Introduction 

正規分布における予測問題を考える．すなわち， X~ N(0，叩Id)かつY~N(0,vyId) 

のとき， X =Xの下で Y の確率密度 ¢(y-0;vy)を推定する．ただし， d2: 3は次

元， 0は未知の平均パラメータ， Vx,Vy> 0は既知定数であり， hはd次単位行列を，

¢(z-0;v)は正規分布N(0,vId)の確率密度を表す．

ここでVx,Vyを導入している理由を述べる．例えば， Xi,...,Xm~ N(0,Jd),iidかつ

Y1,..., Yn rv N(0, Id), iidのとき， X~ N(0,m―1 Id)およびY~ N(0，戸I心となり，

上述の設定に含まれる．

予測の良さを aーダイバージェンスで測ることにする． a-ダイバージェンスを定義する

には次のような「べき乗」関数附を用意しておくと便利である．

叫 (t)：＝｛ }°[t1 [ ； ：： (1.1) 

ここで， a:=bまたは b=: aはbによって aを定義することを意昧する．後の議論を簡
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単にするために，逆関数u;:lを求めておく．

u;1(s) ＝ { exp(s) （r = 0)， 
(l+rs)~ (rヂ0).

(1.2) 

aE[―1,1]とする． a-ダイバージェンスは次のように定義される．

Definition 1.1 (0:—ダイバージェンス）．確率密度 p から確率密度 q への aーダイバージェ

ンスは，

恥 (Pllq):= Ep ［い（〗）］．
ただし，恥はpの下での期待値を表し9 /3 ：＝ （1 -a)/2であり，関数出は次のように定

義される．

鱈）＝｛ t；悶―_(：冨｝） （r ＝ 1)， 
r-1 

(r # 1). 

aダイバージェンスは Kullback-Leibelrダイバージェンスの一般化であり， D_1(Pllq)= 

KL(pllq)およびD+1(Pllq) = KL(qllP)が成り立つ．この 2つは互いに双対と言われる．

また， aE [-1, 1]および/3E [O, 1]に注意されたい．

事前密度1r(0)を仮定し， Bayes予測問題を構成すると，最適解が決まる．この最適解

はBayes予測密度と呼ばれる．標本分布 ¢(w-0;v)，事前分布1r(0)に対応する周辺分

布を m1rとおく．

叫 (w;v) := 1d cp(w -0; v)1r(0)d0. 
艮d

本論文のねらいは， improperな一様事前分布1ru(0)= 1に基づく Bayes予測分布を，頻

度主義の意昧で改善することを考察し， improperな調和関数型事前分布7rH(0)= 110112-d 

が果たす役割を明らかにすることである．

先行研究の結果を 2つ補題の形で引用する．

Lemma 1.1 (Stein, 1981) fJ = 0すなわち a=+lのとき，

国の下でのリスク）ー (7rの下でのリスク）

= ~ ld {-2三~ + IIVlogm1r(w;vx)ll2 
2vy即叫(w;vx)

十▽logm1r(w；□｝¢(w-0;vx)dw. 
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a = ＋1のとき， Bayes予測間題はパラメータの推定問題に帰着し， Kuに基づく予測は

最尤推定になるにことに注意されたい．

ここで，注意すべき等式を挙げる．非負関数fに対して，

△Vf △f 
-4 
汀
= -2~ + I|▽log !112. 
f 

より一般には次が成り立つ．

△fr △f 
ー＝rー＋r(r-1)1|▽log f 112 (rヂ0),fr 
△; 

△logf =~-II▽ logf|| 乞
f 

(1.3) 

Stein (1981)の結果は，《m;が優調和ならばリスクが改善されることを意味している．

Lemma 1.2 (George et al., 2006) fJ = 1すなわち a=-1のとき，

回の下でのリスク）ー (7rの下でのリスク）

= ： JRd[:） {-2△m：;+1|▽logmn(w;v)ll2} cf>(w-0;v)dvdw 
ただし， v(l)は次式で定義され， v(l)＜四である．

1 1 9 
:=—＋ー．

v(fJ) • Vx'Vy 
(1.4) 

George et al. (2006)の結果が意味するところは，△vm；三〇は改善のための十分条
件であるが，もう少し弱い条件

[:） ｛△二ご~}心— 0;v)dv::::; 0 
でも改善されるということである．
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§2. Preliminary results 

aーダイバージェンス損失の下での Bayes予測問題について， Corcuera& Giummole 

(1999)の結果が基本的である．

Lemma 2.1 (Corcuera & Giummole, 1999)．予測密度り(y;x)のよさを aーダイ

バージェンス損失 D。(¢(y-0; Vy) II p(y; x)）によって評価するとき， Bayes予測問題

の最適解は，

応 (y;x) ex:ザ (E01x［四（の(y-0; Vy))]). 

ここで， u(3 と U~l は (1.1) と（1.2) で定義された「べき乗関数」とその逆関数であり，

E。Ixは事後期待値を意味する．
Bayes予測密度加，T は確率密度のさまざまな平均になっている． /3= 0すなわち a=l

のとき幾何平均であり， /3= 1すなわち a=-1のとき算術平均である． f3ヂ0のとき，

加 (y;x)(X｛E0|。［屈(y-0; Vy)]} l//3 

のように書くこともできる．このことは， Hardyet al. (1952)の定理83から示される．

Lemma 2.2 (Hardy et al., 1934). Lemma 2.1における平均ではu13(t)= (t(3-1)/ /3 

および u~1(s) = (1 + f3s)1lf3をそれぞれ

tf3ぉよび s1//3 

に置き換えても平均は不変である．

Improperな一様事前密度 nuに基づく Bayes予測密度を求める． Lemma2.1を適用

すると次が得られる．

Lemma 2.3 (Maruyama et al. (2019)の結果 1).Improperな一様事前密度冗(0)

を仮定する． Bayes予測密度加，uは，

加，u(y;の） ＝¢(y-x;(3％ + %）． 
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これが改善のターゲットである． /3= 0のとき，最尤推定になっている． f3ヂ0のときは

分散が標本密度と異なっていて，推定問題の枠から外れることが分かる．

Lemma 2.2の証明は， Lemma2.1および次の補題による．

Lemma 2.4（平方完成による恒等式）． x,y,0に関する次の恒等式が成り立つ．

屈(y-0;vy)<P(x-0;vx) 

= {L(/3）｝B¢B(y-a9;/3Vx + vy)</J(x + 1(/3）（y -x) -0; v(/3））． 

ただし， v(/3）は (1.4)で定義された量であり， 'Y(/3)およびL(/3）は次のように定義される．

'Y(/3） ：＝ 
蜘x

応＋％’ 

L(/3） = ｛ [xp[y—叫}1)
応＋vy)

((3 ＝0), 

(0 <(3::::; 1). 

Lemma 2.3のBayes予測密度は， properな事前分布 0~ N(Od,cl心に基づく Bayes

予測分布において c→ooとすることによって得られる．したがって， Bayes統計学の定

理により，ミニマックス性が保証される．これを補題の形で述べておく．

Lemma 2.5 (Maruyama et al. (2019)の結果2).Improperな一様事前分布託(0)

に基づく Bayes予測分布p/3，uは，コンスタントリスクかつミニマックスである．

一般の事前密度 T に基づく Bayes予測密度を求める． Lemma2.1とLemma2.4を利

用すると，次の補題を得る．

Lemma 2.6 (Maruyama et al. (2019)の結果3)．一般の事前分布 7fに基づく Bayes

予測分布加，T は， /3i-0のとき

Pf3,1r(Y; x) ex: m;f !3(尤 +'Y(/3）（yーの）；v(/3）） P{3,v(y;x)
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であり， /3= 0のとき

恥 (y;x)ex ¢(yー仰；％），

仰：＝ X-Vx▽logm1r(a芦）

である．

Improperな一様事前密度に対する Bayes予測密度と比較されたい． 7r= 1ruのとき

m7l" ex 1であることに注意する．

以下， fJE (0, 1)を固定し，一般の事前密度に基づく Bayes予測密度加，7l"(y;x)と

improperな一様な事前密度に基づく Bayes予測密度加，u(y;x)のリスク差を計算する．

リスク差を計算するとき，次の恒等式が有用である．

恥 (P1IIP2)-Da(P1IIP3)= ~ 1尻(y){p戸(y)-p戸(y)}dy. 
fJ(l -fJ) 配

次の補題が得られる．

Lemma 2.7 (Maruyama et al. (2019)の結果4).p(3，u(Y；x)と加，1r(Y;X)のリス
ク差は，

誓9](3）｛f配切(w-0;v(f3))dw-1}. 
ただし，

Q:= Ld [l珈 (t)dtr-i¢(s)ds, 
配配

1/ /3 
R:= 
叫 (w十う(fJ)(t-s); v(fJ)) 

m匹(w;v(fJ)) 
の(t):= (d変量標準正規分布の確率密度），

う(fJ):= 
fJvx 
V応＋vy. 

、
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§3. Main results 

主要な結果を述べる．まず最初に， improperな調和関数型事前分布を仮定したときに

周辺分布が有界になることを示す．

Theorem 3.1（有界性）．咋(0):= 110112-dに対する improperな周辺分布

叫 (w;v):= 1d cp(w -0;v)加 (0)d0
政d

は有界な非負関数である．

証明 証明の本質だけを記す．極座標変換を行う． r= 11011とおくと， d0= rd-l drdwと

なる．ただし， dwは角度要素を意味する． r2-dx rd-1 = rに注意すれば所与の結果を

得る．ロ

次に， improperな調和関数型事前分布を仮定したときの周辺分布が優調和であること

を示す．

Theorem 3.2（優調和性）． Improperな周辺分布mH(w;v)は優調和関数である．

証明 町IはLaplace方程式の Green関数である：

△||0112-d = -(d -2)wd-18(0). 

ここで， Wd-1はd次元単位球の表面積であり， 6はDiracのふ関数である．次の Gauss

の発散定理

f(t)▽g(t)，｛▽f (t)}g(t)が無限遠点でゼロに収束するとき，

J ｛△f(t)}g(t)dt = -1d v'f(t).▽g(t)dt 
股,{ L'>f (t))g(t)dt : 1.民／恥；（t)△g(t)dt.

を適用して，

△mH(w; v) = -(d -2)wd-1¢(w; v)．ロ
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Improperな一様事前分布7rUに摂動を与えることを考える．具体的には， E> 0を＋

分小さい正数とし， improperな一様事前分布7rUに対して調和関数型事前分布7rHを摂動

として与える：

1r(0) = 1 + E叩 (0).

これに対応する improperな周辺分布は

m1r(w; v) := 1 + EmH(w; v) 

となる．このとき， リスクが改善される．

Theorem 3.3（リスクの改善）． c>Oとする． Improperな事前分布1r(0)= l+cllBll2-d 

を仮定するとき，ぎを無視する近似で， リスク差は

{L((3）｝f3 ["r(/3) 
-e (32 l sdT. 

ただし，

S := 2TJ¢（か△w加（w＋叫；v((3））dt.
賊d

したがって， リスクは改善される．

証明 Lemma 2.7により，リスク差は次の量に比例する：

J伽 (w-0;v((3））dw-1. 
股d

ただし， Qは(2.1)および (2.2)によって定義される．（2.2)によって定義される Rを近

似計算する． mHの有界性に注意して， eについて Taylor展開し，召を無視する近似を

行う．

R=｛叫(w十う((3)（t-s)；v((3）） 1/ /3 
叫 (w;v((3））

~ 1 +〗｛呵 (W 十う((3) （t-s) ； v((3））三 (w;"((3））｝．
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胤辺分布の pdfの差を

△mH := mH(w十う((3)（t-s);v((3）） -mH(w;v((3））． 

のように定義すると，

B-1 

[J配珈(t)dt] ：：：：： 1 -C 1 ;，JRd △mH ¢(t)dt 
Qの定義 (2.1)により，

1 -fJ 
Q ：：：：： lー c 3 J正△呵如幻吟

次の変数変換（直交変換）を行う：

~ t -s t+s 
t := 
v'2' 
s := v'2. 

ヤコビアンの絶対値が 1であり，

なので，

積分を用いて

¢(t)¢(s)dtds = ¢(i)の(s)dids.

Q~l-c 
1-(3 , J △mH ¢(t)¢(s)dtdふ

JR2d 

△mH := mH(w十う((3)（t-s);v((3）） -mH(w;v((3）） 

を表現すると，

△呵＝Jう(f3)竺呵(w+T(t-s);v((3））dT
。缶

= (t -s) ・ 1'y(f3)立叫(w+T(t-s);v((3））dT.

゜次の量を定義する：

S :＝J畠・▽w呵 (w＋⑪心v(/3))¢(t)dt. 
]Rd 
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Theorem 3.1における Sの定義と異なっているように見えるが，実は相等しいことを示

す．上で定義した Sが5に依存しないことに注意すると，

1 -/3 ["r(/3） 
Q ~1 -e f3 J dTj s ¢(8)d5 

0 JJRd 

1 -/3 ["r(/3） 
= 1 -e f3 l sdT. 

標準正規分布の pdfの性質和（か＝―▽¢（かに注意する．また，▽切と▽ぃの作用を考え

ると，

s＝喜j ▽w呵（w ＋叫； v(/3))• ▽¢(t)dt
即

1 
= -J  W呵 (w＋凸い（/3)).匹 (t)dt.
T JJRd 

Theorem 3.2の証明で言及した Gaussの発散定理を用いる．また，△切と△iの作用を

考えると，

1 
s= -Jvi 叫（w ＋叫； v(/3))• 喜(t)dt

T 配

1 
= -J ¢(i)△i呻 (w＋凸い(/3))dt 
T 配

= 2TJ須）△w叩 (w＋凸い(/3))di. ロ
Rd 

Theorem 3.3の証明において，刑辺分布の有界性および優調和性のみを使っていること

に注意すると，次の定理を得る．

Theorem 3.4（リスクの改善）． e＞ 0とする．ある事前分布 7r。に対する周辺分布が有

界かつ優調和と仮定する． Improperな事前分布n(0)= 1十玩o(0)を仮定するとき，竺

を無視する近似で， リスクは改善される．
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