
相関関数の理論

この図よりK-dV方程式に5階微分の項が付加される度合が増すにつれカオス状態-移行す

ることが分る｡

また図-4には 3-1の場合 (5階の空間微分のみ)について,初期波形の半値幅WH を変

化させた場合の最大リアプノフ数 Lの変化を示してある｡LはWHが増加するとある値で正

となるOこのLが正となり始めるWHの値は,孤立波が3個生成する初期波形であり,5階微

分を有する系では孤立波の三体衝突は不安定である事実を反映しているものと考えられる1.)

結論として,この系においては,初期波形で定まるso以上でLは正となり,カオス状態と

なり,カオス状態は非可積分系の孤立波の個性を保存 しない衝突によって生ずる｡
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相 関 関 数 の 理 論

東大 ･教養物理 十 河 清

§1. はじめに

量子可積分系の研究にとって,量子逆散乱法 (QISM)という手法は,次のようなめざまし

い良い特徴を持っている｡ (1)Bethestatesの代数的構成 (Bethe仮説の代数化 !)を可能に

する｡(2)S行列の因子化理論をとおして新しい可積分系を発見できる｡ (3)量子Gelfand-

Levitan方程式を基にして相関関数の計算を可能にする｡

1次元量子系と2次元古典系とのよく知られた対応があるので,上掲QISMの特徴 (1)に

よって,基底状態エネルギー (分配関数),素励起スペクトル (相関距離)など従来計算され

てきたものを容易に再現することができるlo)また (2)の手法によって,新しく解けるモデル

がっぎっぎと提出されてきている㌘

本稿の目的は,上掲 (3)QISMによる相関関数の理論の現状を報告することである｡ここ

ではほとんど全ての性質 (分配関数,秩序度,相関関数)が調べられている2次元Ising モ

デルを例にして,Sato-Miwa-Jimb｡の理論ラ)M｡C｡y-Wuの理論4)を述べる｡これら2次元

Isingモデル, 1次元 XYモデル,不透過 Boseガスなど,一般にfree-fermion系と呼ばれる

場合には,計算が厳密に遂行できるのである｡Freefermion系は,QISMの workす る系
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の特別な極限の場合と考えられるので,このことは教訓的である｡

与えられた紙数が少ないので,本稿では途中の計算を省略して結果のみを記 し,導出のポ

イントとなる諸定理,諸性質のみを述べる｡次の§2では,2次元 Isingモデルの相関関数の

計算に関するSMJの理論を紹介する｡§3では,freefermionの場合にSMJ理論がworkし

た理由を要約 したのち,これとの対比でQISM の現状について議論する｡なお末尾に文献を

あげたので詳細はそれらにあたるか,直接著者まで御質問ください｡

§2. 2次元 Isingモデルの相関関数

(a)諸 結 果

2次元Isingモデルに関して,Onsager,Yang以降の発展でめざましいのは,相関関数の

計算に関するものである｡現在までに得られている結果は以下のようである｡

(1)2点相関関数 (MWTBチ)Bari｡,5))

･ O.oomn,-<0,2exp 上 皇fr] (TくTc)
ここにくけ>は自発磁化で,Yangの結果

<o>- [11(sh2KISh2K2)-2]1/8

で与えられる｡またF(i)は

打 dOl ‥.rW d O2∠

l'打 27C-Shγ(01) ご打27CShγ(021)
メ /)- .∫

2/
×n eTLγ(Oj)-i7nO]
ノ■=1

sh[(r(0,･)-γ(0,.1))/2]
sinl(Oj+0,.1)/2]

chr(0)=ch(2Kl)ch(2K2*)-Sh(2Kl)sh(2K2*)coso

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

である｡ここにはT<Tcの場合を書いたが,もちろんT>Tcの場合の表式も得られている｡

(2)scalinglimit(MTW4))

T吉(o)≡limfT- Tc｢ 1/ 4 くo｡｡omn>
T-TC
m?花→∞

2β≡ lim
T-iTC
7nJn-う0〇巨卜 TcFノ京子 言
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という極限をscalinglimitと呼ぶ｡このとき,

･巌 con st･(: H exp [% -IOdt% ( (#- )]

というコンパクトな表式を持っ｡ここに少は

雷 十言霊 -号sh(2少)

即ちsine-Gordon方程式に従う｡あるいは変換 で(0)-exp(-少(0))によって,

霊 鳥霊一言(% )2-73･言

(2.7)

(2.8)

(2.9)

という,Painl｡ve'Ⅱと呼ばれる非線形常微分方程式に帰着される｡

(3)discretePainleve'方程式 (MW4),Itzykson6))

前節の計算はscalinglimitをとらなくとも遂行できる｡その場合には(2.8),(2.9)式の離

散形であるdis｡r｡tePainleve'方程式に帰着される｡表式は長 くなるのでここには記 さない｡

(b)Sato-Miwa-Jimboの理論3)

相関関数に関するSMJ理論は,Clifford群の理論とモノドロミ-保存変形の理論という2

つの道具から成 りたっている｡

(1)Clifford群の理論

2次元Isingモデルの伝送行列がJordan-Wigner変換によってspinからfermionの演算

子に変換されて解けることはよく知られている｡

sm- Ⅰ⑯ --･⑯ (去 _ 冒 )㊨ -- ⑭ I

cm- Ⅰ㊥ -.･･㊥ (冒 去)㊨ --･㊥ Ⅰ

として

p,a-coc1- cm-1 Sm,po-So

q,a-CoCl-･cm_lC,aS,a

をJordan-Wigner変換という.すると
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p,ap,n′+p,n′p,a -2♂,a,n′

qmqm′+q,n′q,a= -2∂,nm′

p,nq,n′+qm′p,a=0

(2.12)

である｡このときSmとp,n′,qm′との間には次のような興味ある関係が成立する｡写像 Tgを,

Tg･W …gwg~1によって定義したとき,

Tsm･pm′- t pn′
Ip7花/

Tsn･qm′ - t qm′
-q7n/

0<m/<m-1

m<7n/<M-1

0<m/<m11

7n<m/<M-1

(2.13)

となっている｡このようなTgによってWにひきおこされた変換をinducedrotationという｡

この物理にはなじみのfermionの代数のことを数学ではClifford代数と呼んでいる｡これ

に関して次の定理がある｡

定理 1.norm表現

Clifford代数の基底をtwj)とし,その期待値の tableをK,k-<W,Wk>とするo Cli-

fford群の任意の要素gは必らずnorm表現を持っ｡

g-<g>:exp(〟/2):
(2.14)

p=jFkR,kWjWk, Rjk= - Rkノ

ここに記号 : :はnormalorderingをあらわす｡このとき行列 Rは,gによるinduced

rotationの行列 T(Tgwk=ヲW,T,k)と次の関係で結ばれている｡
T-(1-RtK)~1(1+RK)

R-(T-1)(tKT+K)~1

定理 2. 積 公 式

clifford群の要素 g(1),･･･,g(n)がnorm表現

g(/)-<g(～)>:exp(〟(/)/2):

p(～)-FkR,'Zk'W,Wk (～-1,2,-,n)
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を持つ とき,積 g(1)-g(n)のnorm表現は以下で与えられる.

g(1)･･･g(n)-<g(1).･･g(n)>:exp(p/2):

P-Pm Fk RYkn'-, - k

こ こ に

< g(1)･･････g(n)>
<g(1)>･･･<g(n)>

ノdet(ド 孟A)

R-(Rl'::ttR (n,) , A-(二三 驚､二言 )

(R(lm))-(ド RA)llR

である｡

(2)2点相関関数 (丁関数 )

2次元Isingモデルの相関関数は

･2(m,n)- <soos,nn>

smn- e-imPl-nP2 CooeimPl十nP2

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)

と書ける｡ここにPl,P2はboostoperatorである.

まず S,nnはClifford群の要素であ り,そのinducedrotation(2･13)の行列Tから,定理 1･

(2.16)を用いてそのnorm表現を得る｡

S,nn-<S,nn> :exp(p,nn/2):

すると定理 2を用いて,相関関数は

くS.osmn>-<S｡o><smn> 諭 ｡t(1-RiT

- [1-(sh2KISh2K2)-2]1/4exp[去trace･log(1-RA)]
と書ける｡従って(2.1)式の

〆J)-trace(RA)～
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を得る｡これがMWTB,Barievの結果である｡

(3)scalinglimit

e-lT-TcFとして,x1-m6, x2- 応nE(Kはある定数)を固定した6-0,m,n-- 檀

限を考える｡この連続化によって

smn～(const･6)1/89(x) (T<Tc)

となる｡このときの甲によるrotationは

9,(a)卑 (x)- 6(al-Xl)++(x)?(a)

である｡

相関関数は本質的にこれら9,(x)の積の期待値に他ならない｡

pn(x(1)'-'x(n))-(const･E)n/8<?(x(1))- p(x(n))>

ここで波動関数と呼ぶ,次の期待値

wo5)(x,x′)-くれ (x減 ,(x′)甲(al)- 甲(an)>

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

を考えると,これは以下のような著しい性質を持っている｡

i) Wはxの関数として,freeequationofmotionに従 う｡

ii)Wは点 al,-,anにおいて,2価のモノドロミ-性質を持つ ((2･26)式 )0

iii)モノドロミ-は,al,-,anの変形に依存しない｡

そこで逆に関数炉を,このような性質 (モノドロミ-保存変形)によってとらえなおすこと

ができる｡その結果の両立条件として(変形方程式),非線形なPainleve'方程式が出てくる

のである｡

§3. まとめと展望

(a)SMJ理論はなぜworkしたのか ?

その理由は次のように要約できると思 う｡

1)freefield¢十(α)の存在0

2)mainfield9,(a)がClifford群に属すること｡

3)effectiveformulaeの存在｡

また波動関数を考えるというideaは教訓的である｡
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(b)QISM の現状7)

前節 (a)との対比によってQISM の現状を見てゆこう｡

1)freefieldは存在するか- YES

QISM に登場する演算子 R(i),R*(i)がそれである｡これらは次の交換関係を持つ.

R(i)R*(p)-S(i-p)R*(p)R(i)+27C∂(i-p)

ここにS(i-p)はS行列で,

S(i-Fl)-

S(i-p)-

i- p- ic

i-p+ic
(nonlinearSchr6dingermodel)

sh(i-p+2i甲)

sh(スーFL-2i甲)
(ⅩⅩZmodel)

(3.1)

(3.2)

(3.3)

で与えられる｡どちらの場合も,C--,符-言という極限をとれば,S-11とな り,(3･1)
はfermionの交換関係になってしまう｡このようにQISM は,特別な場合として不透過Bo-

seガスとXYモデルを含んでいる｡

またQISM におけるboostoperatorも著者達によって見出されている7.)かくしてfreefi-

eldとはQISM におけるnormalmodeR,IFであることがわかったが,その代数 (3.1)(S-

algebraと呼ぶ)は特別の場合 を除いて一般にはClifford代数とはならない｡

2)mainfieldは再構成 されるか- YES

量子 G｡lfa｡d-L｡vita｡方程式が,その解答を与える?それは次のような展開 (symbolical)

∴
- ∑ R*+∑ R*R*R+- (3.4)

で与えられる｡

3)effectiveformulaはあるか

部分的にはあるといえが,､ここでは述べない｡いずれにせよ,S一代数 (3･1)の研究が解答

を与えるはずである｡

(C)展 望

QISM による相関関数の理論は,前節で述べたようにmainfieldの構成までは出来あがっ

ている｡ここには残された課題と解決の方向にっいて,著者の予想を述べさせていただく｡

1●)S一代数にたいするWickの定理を定式化すること｡

2)波動関数 (Jost関数)を積極的に媒介として利用すべきである｡
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BetheAnsatzとSoliton

北大･工 飛 田 和 男
§1.序

古典一次元系では,逆散乱法等によって,いくつかの完全可積分系が知られ,その多くで

ソリトンが存在する｡一方,量子一次元系については,古くからBetheAnsatzで解ける例

が知られていた｡近年,このBetheAnsatzは逆散乱法の量子化に他ならないことが明らか

にされてきた｡ここでは,量子系におけるソリトンに焦点をあて,BetheAnsatz及び,それ

を用いた統計力学を紹介し,あわせて,量子サイン･ゴル ドン系-適用 した結果を紹介する｡

§2.BetheAnsatz

この節及び次節においでは,最も簡単で,ソリトンをもっ例として,♂-関数形の2体力

で相互作用している一次元ボーズ系1)を考える｡ノ､ミル トニアンは(i--1)

H-I[ax¢*∂転+C¢*¢*掴 ]dx
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