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講義ノート

Keldysh形式に基づくメゾスコピック系の

非平衡久保公式とショットノイズ

東京大学物性研究所 藤井達也 1

(2009年8月4日受理)

メゾスコピック系のKeldysh形式での摂動項の酷熱的印加による定式化が、 Zubarevが提案し

た不変部分による定式{~~こ対応していることを示す。この新たな理論的な側面から、 Keldysh 形

式での密度行列が、 Mac-LennanとZubarevが提案した非平構統計演算子の一語となることを示

すc この密度行列を用いて、微分コンダクタンスG(V)が一較的に、カレント カレント相関関

数S(V)と電子濯での非自明なカレントー電荷相関関数Sh(V)の和として表されることを述べるむ

線影応答領域では久保公式により、微分コンダクタンスはカレントーカレント相関関数のみで表

されていた。この背景には揺動と散逸の関の普遍的な関係式があることはよく知られているむ一

般の非平衡領域では撞動散逸定理からのずれが、非自明な相関関数として付加されることになる。

これをメゾスコゼック系での非平衡久保公式と呼ぶことにする。

この結果は、メゾスコピック系での物理量に対しでも新しい知見を与えている。非平調久保公

式の結果は、観測量のノイズパワ-S(V)と微分コンダクタンスG(V)を用いてSh(V)= S(γ) 

4kBTG(V)となる。組対零度T=OではSh(γ}はこれまでのショットノイズの定義S(V)と等

しくなるむ線形応答領域ではSh(V)= 0となり、 Kyquist-.Johnson関係式針。)= 4kBTG(0)を

正しく再現できている。また、棺関効果がない系ではショットノイズはノイズパワーから熟雑膏を

ヲ!いたものとして議論されてきた。この事から Sh(~つを任意の温度でのショットノイズの公式と

して提案する。結果として、非平復久保公式に基づいて計算された込(V)を、観測量から決まる

S(V) -4kBTG(V)と比較することで、 f壬意の温震での新たなショットノイズ研究が可能となって

いるむさらに同じ枠組みから、定常性や散逸に関する性質も証明できることを議論する。

なお、このノートは、 2007年 8丹 22日から 24日まで千葉県富津市で行われた、東京大学生

産技術研究所羽田野研究室の夏合宿における講義に基づいている。

1 E-mail: tfujii@issp.u-tokyo.ac.jp 
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1 はじめに

1.1 メゾスコピック系における非平衝定常状態の基礎的な理解

近年、メゾスコピック系において非平嶺定常状態の電子相関効果の研究が注目されてきているc

有限サイズの導体が電子濯へ結合された系では、電子濯題の電位差を外部から変えることで自然に

非平衡状態が実現できるという利点がある G 輪送量を遥じて非平衡状襲にある系の持性を実験的に

研究していくことができるようになっている。例えば、非平衡状態にある近藤効果や朝永-Luttinger

液体といった課題は興味深い碗究対象となっているつ

非平衡:民態でも、栢互f乍居がない系ではランダウアー公式そ用いた議論がなされ、興味深い結

果がこれまでに明らかにされてきた。しかし、棺関効果のある系で誌取り扱いが難しいため進展

は遅々としていたむ近年になって、 KeldyshM式に基づく系統的な手法が有用であることが、様々

な系での研究で明らかになってきた。そこでは、線影から大きくずれた領域でのカレント、ある

いはそれを電位差Vで領分した微分コンダクタンスG(V)などが典型的な物理量として議論され

ている口さらには、カレントーカレント相関関数によるノイズパワー釘'1)の絶対零裏で定義され

るショットノイズという量も計算され、実験との比較対応がなされている。

一方で、系の詳細に依存しない特性を明らかにすることも、有理バイアス下での輸送現象の包

括的な見識を得る上で重要となってくる。これまでに隷形tt苔額域の議論は謹立されてお今、久

保公式により線形コンダクタンスとノイズパワーという異なる観測量が一般に関連付けられるこ

とはよく知られているむこれは Nyquist-Johnson関係式として知られているc 諌形領域から外れ

た場合には久保公式の一般イとに対応するものが荷であるか、はっきりと分かつておらず、それが

メゾスコピック系の物理量を一般的に関連付けるだけの普遍牲をもつのかも明らかではない。

この課題を検討する lつのアブローチとして、メゾスコピック系での密度行列を考察するのは

有用かもしれないむ 1つの手法である Keldysh形式では、密度行列の形式的な表式が文献 [1]で器

案されている。この研究は、量子ドット系で一体問題へと還元できるような問題への応用問が行

われただけで¥それ以上の一般論としての進展はなかったむまた別の手法である C*代数法によ

り、密度行列が、lVfacLennanとZubarevが提案した非平密統計演葬子の一種になることが明らか

にされているが [3 ぅ 4~ 5]、久保公式のー殻化の議論は系統的には行われていないG

1.2 本積の構成

まず、メゾスコピック系のKeldysh形式の標準的主主定式化を見た後に、 KeldyshGreen関数導入

の前の段階での、摂動項の断熱的な印却による記述を詳績に検討しよう。実は、それがZubarevが

提案した不変部分による定式化と等舗になっていることを証明する。その結果を用いて、文献[1]で

の密度行列は三lacLennan-Z ubarevによる非平衡統計演算子となることを明らかにする。この密度

行列が不変部分となっている事実から、微分コンダクタンスG(V)は線形応答から予想されるカしン

トーカレント桔関関数民V)だけではなく、非自明なカレントー電荷栢関関数Sh(V)によって与え

られることを示す。これを非平衡久保公式と呼ぶこと;こするむ次に、このSh(V)がショットノイズの
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任意の温度への自然な拡張老与えていることを提案する G その結果として、不変部分という棋念が

メゾスコピック系の物理量在任意の非平衡状態で常に関連付ける等式Sh(V)= S(V) -4kBTG(V) 

へと導くことを見る。さらに、この結果に基づいたショットノイズの薪たな研究の方針を示そう。

最後に、密度行列が持つ不変部分という特性から、定常世や不可逆牲に関する議論も行えること

を示そう。なお、本稿の内容は参考文献 [6]に基づいている。

2 Keldysh形式

Keldysh形式 [7]は非平賓現象を記述するための理論の Iつで、広麓な現象の記述;こ用いられて

きたc 解説が幾つかあり、 Green関数に基づいた文献 [8ぅ9]はよく知られている。文献 [9]は1986

年に書かれたもので、イントロダクションの部分で、 Keldysh形式と関連した理論のそれまでの研

究小史が述べられ、様今な研究対象への応用を模援するのに役にたつ。汎関数法を用いた解説は

文献 [10]が知られている。 Keldysh形式をメゾスコピック系へ応用したものとして誌、 Green関

数を用いた文献 [11]があるc これはカレントを計算するプロセスがコンパクトにまとまっていて

見やすい。一方で、汎関数に基づきメゾスコピック系を定式化しているものとしては文献 [12ぅ13]

がある c

Keldysh彰式の特徴としては、やはり S行列の時間発展への閉経路 (Keldyshcontour)の導入

と、その結果としてのKeldyshGreen関数の導入が挙げられる。関経路 (Keldyshcontour)とは、

S行事!の詩開発展を通常の -0むから十さむまでに加えて、逆向きの時間発展÷∞から-∞も考嘉

するものである。通常、 Keldysh形式というとほとんどこれらを指している。一方で、 Keldysh自

身の定式化 [7]にもあるように、 Keldyshcontour導入前のステップで摂動項の軒熱的印加による

記述を行っているが、これは手続きの一種のように見られこれまで省みられること誌なかったc し

かし、実はこれが重要な概念を与えていることを明らかにする点が、本講義の大きな特徴であるG

ここでは、メゾスコピック系の非平衡定常状態の記述へと応用されたKeldysh形式 [14ぅ15ぅ16]

を議論の土台にしよう。まずは、 Keldysh形式の標準的な理解のために、関経路の導入が不可逆な

現象の記述と関連している様子を見てみよう。これを考えるためには絶対零度がわかりやすいむそ

の後に、第3章と第4章で先に述べた断熱的E[J加による記述を密裏行列を通じて考察を違めよう。

2.1 Keldysh contourとKeldyshGreen関数

ここでは、メゾスコピック系における絶対零震でのKeldyァ由形式の定式fとそ行い、 Keldyshcon-

tourとKeldyshGreen関数を導入しよう。まずその誌に、理論の設定についていくつか整理して

し九こう。

まず、考える系のハミルトニアンを、有眼サイズの導体部分 Hc~ 左右の無根大の電子溜部分

HL.R、境界での結合部分 HcL.R老用いて次のように定義する:

H 三 Hc 十 HL十 HR  ート HcL.R' (1) 
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HCL HCR 

HL Hc HR 

図 1:典主的なメゾスコどック系

この系を図 1~こ示す。以下の議論では、有担サイズ、導体での相互作用は陽に現れないが、常に Hc

Lこ含まれていることを注意しておきたい。 Hcに対して、非摂動項Hcoと相互作用Hc1の効果を分

けて表したとすると、

Hc = Hcu十Hc1 (2) 

と書ける。

ここで、この系のハミんトニアンHを、非摂動項Hoと喪動項H1に分けることにしよう:

Ho三 Hc+HL十HRぅ

H1三 HcL.R.

(3) 

(4) 

Hoは3つの独立した系を記述し、 Hlは境界での結合HcLRにより決まっているc ところで、例

えば量子ドット系では、局所的なクーロン相互作用をvVickの定理を用いて取扱いたい場合など

は、 Hcに含まれる Hclを喪動項H1に含む場合もある [15ぅ 16]0この場合でも、以下の議論は変

更なく進められる。

さて、ここから Hoに摂動項H1を断熱的に印加することを考えよう:

Hε 三 Ho十seEiz|fZIZ (5) 

ここで、 g註パラメタであり、けま断熱因子である。摂動項はt=土∞で顕熱的Lこゼロになるとし

ているc また HEと系の全ハミルトニアンHは、 lim HE二万で結ばれている。上で定義した
g-→1ゥE テO

HEで記述される系の時開発屡を表すS行列を定義しよう:
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と作用する。第2行巨の符号はそれぞれ、十がボゾン、ーがフェルミオンの場合に対応している9

H1的は以下で定義する H1の相互作用表示である。
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ここで、以下の議論で用いる表記の仕方について整理しておこう:

Schrodinger表示: ム
相互作用表示 A(t)= eiHotAe-iHot， 

Heisenberg表示: AH(t) = 8，，(0，のA(t)8，，(tう0)=む二(0，のAU二(仁0).

ここでUE(tぅto)は、

UE(tぅto)= e-iHot8E(t， to)eiHoto 

二日xp(-i 1:此 (t') (8) 

と与えられている。なお、 Schrodinger表示において、例えばHEのように時間依在する演算子で

ある場合にも、それが明らかな場合に誌時間依存性老適宣省略すること;こするむ

初期条件として、 to= ∞で系が基ま状悪にある場合を考え、それを|争。)と表わすことにす

るc 初期状態問。〉は、 3つの独立した系の基底状態を表しており、初期時郊to= -00で左右の

電子溜の化学ポテンシャルが異なった状態もとりうる。導体部分と電子沼部分との相互作用を断

熱的に印加することで、任意の時刻において系が定常状態にあるとするc とくに、 t=Oでの状態

担げま、初期状態陣。)を用いて次のように書ける:

sE(Oぅ一∞)1争。〉
;雪)三
((toI8ξ(0う一∞)1争。)
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斬熱因子がゼ、ロの極限E→ 0で分子から現れる発散を取り除くために、提格化因子((toISE(Oラーとに)I争。)

が必要となることが知られている [17ぅ18]0この点で断熱因子の議論に注意する必要があるが、在

意の譲算子Cのl軒で規格fとされた期待値

一(守IOH(t)1雷)
(OH(t)) == 

〈宙i守)
、、t'ノハv

t
Eム
〆
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の議論へと進んだ時に誌、断熱因子の影響は陽に現れてこなくなるa この点については最後にま

た触れることにしようD

さてここから、 Keldyshcontourの導入を契機づける様子を見てみるために、式 (9)の状態を用

いた Green関数を議論しよう:

一拍ITdH(tI)dt(t2)1申)
g(tl1 t2) == -i 

(言!守)
(11) 

dは電子の泊減演算子で、簡単のため空間依存性は陽には書き表してい老いq 式 (11)において、

沖)の定義式 (9)を代入する:

g(t1: t2) 

-i倍。ISE(ーっ0，O)T [SE(O， tl)d仇)SE(tlぅO)SE(Oうら)d(t2)S，ε(らう0)]SE(Oぅ一∞)担。)/(到雪)

= -i(争olT[SE( ∞ぅ則的SE(tl，t川匂

戸一-a一一
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ここで注目したい事は、系が平衡状態か非平調状態にあるかに関わらず、 S行列による-∞から

-∞までの時間発展が自然に現れていることであるc これちの遣いを議論できるように、式 (12)

にSE(ーっc，tl) = SE( 札。C)SE(おうむ)を代入する:

g(tl， t2) = 刷 T[SE(一見∞)SE(叫 l)d(以 (tl，t2)dt(t2)SE(らう 叫]icto)/(的) (13) 

この時、摂まず、左右の化学ポテンシャルが等しくなる平衡状態μL二μRを場含を考えよう。

動項を断熱的に切る (t→∞)と、元の状態に戻ることが知られている [17ぅ18]: 

(14) 

これは時刻が -cむから未来へと時開発展するのと、とむから過去へと時開発展してくることが本質

的に同じであることを示しているc この事実は、系に時間反転対称性があることを意味している。

この時、 S行列は ∞から∞までの通常の時間発展だけが残ることになる:

SE(∞，O)Sε(0ぅ一∞)陣。)= 1争。). 

品的=-i(争olT[SE(OO， tl)d(た)Sε(tl，t2)dt (桝 (t21ーお)]1吾川向 (15) 

しかし、 μLチμRで、の有限バイアス下では、摂動項H1の中;こ含まれる境界での結合HcL.R~こ

よち不可逆な過程が現れることになる。ここで電子溜が無最大に大きく、端に当たって粒子が跳

ね返されてくるようなことはないと仮定している。平望者状態において成り立っていた式 (14)は、

有霞バイアス下では期待できない。この場合、 S行列の時開発展は -00から∞、そして -00へ

戻る経路を考える必要がま5る。

このような時開発震を表す閉経路として図2のようなKeldvshcontourを導入しよう cそこで、

t ーーー・・ーーー・・--嘩----一咽‘昏---------箇.也---
.ー・ーーーー--ーーー------・ー-姐ーーー即-----ー----J
-00 00 

国 2:Keldysh contour 

それに伴い、関経路に沿った時開発展を去す演算子を次式で定義する:

sf同∞)二日P(十 (16) 

(17) 

ここで、工は図2のKeldyshcontourに沿った時間順序積を表し、
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と作用するc ここで、ァ十が上側の経蕗、ァ が下慌の経路の時刻を表しているとする。通需の時

間tとの関係は、ァ土二 t土iε となっている。また、 Tは逆持関}I贋序穫であるc Keldysh閉経路に

治った時間順序積であるため、通常の時間)1展序積Tとは異なる作用をするので註意を要するc
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最後に、 Keldvshcontourに沿って次の4つの G民間関数を定義しよう:

g--(tlヲt2)= -i(TcdH(T1)dT(T:よ))= -i(TdH(tl)dt(ら))ぅ

g一十(むうち)こ -i(TcdH(ァl)dt(Ti))二十i(dt(t2)dH(tl))， 

g十一(むうち)= -i(TcdH(ァ了)dk(T2))= -i(dH(tl)dt(t2))， 

g++(tlうち)= -i(T~dH(Ti)dþ(Ti)) = -i(TdH(む)dt(t2))'

ここでKeldyshcontourでの時間の配置は図3のようになっているO ここまでで、標準的なKeldysh

τ十
1τ2  

一一一一 ー一一一一 一一一一一 .一一一ー一一一一一ー 戸一一.ー ー一一一----一一一 '一一一

一一一一一 一一一一一ー→一一一一一 一ー一一 ー一一 ー一一' ーーー 'ー← ー一ー

1:1 1:2 

図 3:Keldysh contourでの時間の配置

t 

形式の簡単な紹介を行ってきた。先に述べたように、この KeldyshGreen関数のように規諮fとさ

れた量を議論している分には、断熱因子の影響は表に現れてこなくなるc この事実が、断熱因子

は理論をよく定義するための便法と思われてきた一因ではないかと患われるc 次章では、この断

熱的な手続きについての議論をもっと深く掘り下げることにしようc

3 Keldysh形式における摂動項の断熱的印加

結対零度でのKeldysh形式の定式イとそ一般の有限渥度へ拡張し、ここではK司令shcontourや

Keldysh Green関数ではなく、とくに断熱的な印加による定式化の部分に長点在当てよう Q また

最後に、散乱理論に基づく Keldysh形式が、メゾスコピック系での非平衡定常状態の記述に有用

であることも議論しよう口

有限温度も含んだ定式化を行うので、具体的には密度行列を議論していくむこの系での密度行

列の時開発展はvonNeumann方程式

十(t)= [HE1 PE(t)] 
により記述される。ここで [A今 Bl三 AB-BAである。

この方程式の形式解は、式 (8)の

ι(tお)二 Texp(ぱ内(t
を吊いて、

ん(t)= UE(tラto)ρξ(to)UE(おうt)

-7-
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(19) 
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と書ける。ただしHE(t)法HEの相互作用表示ではなく、その時間依存性をあらわに書いたもので

ある。

系の初期状態toニー∞において導体部分と電子溜が再じ温震で平嶺状惑にあるとすると、その

分布はBoltzmann分布によって

ρβ(Ho-μl'Vcー μLNL μRNR-0.0)。=e (21) 

と与えられるcここでグ =ljksTであり、 μcぅμLμRとNcぅNL，NR辻、それぞれ導体部分と左

右の電子溜の初期の化学ポテンシャルと粒子数である。また、 noは初期状態(平衡状態)における
熱力学ポテンシャんで、次の式で定義される:

no三 jln(壬 e-s(Ho一山一山引っ (22) 

さて左右の電子溜間の竃イ立差をそのイヒ学ポテンシャんの差を周いて定義し、平均により μという

量を決める:

μL-μR eV 
(23) 

2 2 う

μL+μR 
2 

三 μ. (24) 

エネルギーの原点、は μ=0と選ぶことにする。さらに嵩単のため導体の初期の化学ポテンシャル

はμに等しいとする:ん =μ=0。このとき初期状態での密慶行列は、

ρ -，s(Ho一εV(NL-NR)j2-0.o)。=e

とえ主る。さらに熱力学ポテンシャルは、

Qo=-jin{も同

となる G

この初期条件のもとで、任意の時期tにおける密農行列は、式(20)でto二一∞として

ρE(t) =ι(tぅ一∞}ρoUE(-∞ぅt)

(25) 

(26) 

(27) 

と書ける。万。で記述される系誌3つの独立な系からなっているので、 HoとJVLきHoとJVR泣それ

ぞれ可換であるc 従って、

[HoヲNL- _NR] = 0 (28) 

である。これはρoの表式(25)を見ると明らかなように、 [HoぅPol= 0在意味する。

さてここで、期待値について議論しておこうむ時刻tでの期待値誌任意の演算子Cに対して、

Tr(OρE(t)) = Tr(OH(t)戸E)三 (OH(t)) (29) 

8-
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と与えられている。ここで長三ん拘)である G 従って、時新t=Oでの密室行列が自然と考察の

対象となる。以下で、ある特定の時刻t=Oでの密度行列を議論していたとしても、それは定常

状態が実現している事実とは関わりがない点そ注意しておきたい。期待値の時間依在性は Cの

Heisenberg表示を通じて記述されている。定常状態の実現については、あらためて第7章で証明

することにする。

さて、式 (27)の密室行列の形式解在、式(8)のUE(tぅto)=ε iHotsξ(tうお)eiHotoを吊いてS行列

による表式に書き直そう:

ムニ S正(0吟-cむ)eiHO(-oc)ρoe-iHo(-oo)SE(-∞ぅ0)

= SE(Oぅーとむ)ρoS，ε(-(X;ゥ0). (30) 

最後の等式は [Ho、ρ0]を用いたQ 通業のKelsysh形式では、この段階から Keldyshcontourの導入

へと入ることになる。しかし冒頭でも強謂したように、そのステップへと行く前の、断熱的印加

による表式 (30)自体がここでの議論の対象となる。これが出発点で島り、その詳細な計算は次章

で行おう。

さて、この章を終えるに当たって、この定式化の有用性について少し触れておこうむ電子溜を

含む非摂動項Hoは無限大の系の寄与であるのに対し、摂動項Hlは有限サイズ系の寄与でしかな

いc この時、高々右限サイズの影響のために、無限大の電子溜を椙転移させることはないと期待し

てよい。これ誌現実のメゾスコピック系を考えてみたときに、導体老電極につ主いだために、例

えば電極全体が絶縁体になったりするようなことは通常は起らないことに対応している。結果と

して、無理級数で定義される S行列が、よく定義された級数となっていることを意味しているむ

定常的に電流が涜れていると、粒子数変イヒと熱の発生が生じるG ナノスケールの導体在通過す

ることによる粒子数変化は、無限大の電子溜にとっては十分無握できるとするc さらに導体で熱

が発生しても、それは電子溜が熱浴の役割を果たして吸収できるとするc この時、電子溜泣{ヒ学

ポテンシャルと温度が定義できる熱平衡状態で記述しでもよいと期待できるむ系全体から眺める

と廷とんどが電子溜から成るので、広麓囲な領域で熟平衡状態にあるように見えるG メゾスコピッ

ク系の非平笥定常状態とは、それよりはるかに小さい有限サイズ領域に限定されていると考えて

よいむこのような系の葬平復状態を記述するために、 Hlを摂動とした散乱理論は、まおよく定義

された理論になっていると期待できる。

4 MacLennan-Zubarevの密度行列

この章ではまず、 Keld)由形式の断熱的な記述方法が、 Zubarevが提案した不変部分という鞭

念による記述と等しくなっているという理論的な背景を示そう。この不変部分という披念と、結

果的に導出される非平讃統計演算子を見るために、今の議論から一旦離れ、 Zubarevの局所平傷

系での議論を模観してみるc その後に、式(30)の密度行列も Zubarevが導入した非平衡演算子に

なっていることを示そう。

-9-
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4.1 断熱的な時間発展と Zubarevの不変部分

本節では、 Keldysh形式における摂動項の断熱的印却による記述が、 Zubarevが提案した不変

部分による記述に正確に対応していることを示す。

von Nemnann方程式の形式解を考察するために、 S行手jを患いて定義される以下の量を考える:

A正三 SE(O，とむ)ASE(∞¥ 0). (31) 

ただし演算子Aは沖、Ho]= 0を溝たすとするむ Aがρ。の時は、式 (30)のんに帰着する。さら

に以下の議論で必要となる、演算子Atこ対する“current"

JAH(t)三一三AH(t)
δz 

= i[AH(t)ラHEH(t)]= i[)ミ(0ヲt)[AうHξ]UE(久0)

をここで定義しておこう。

(32) 

(33) 

まず、交換関係 [A、SE(Oぅ-3c))の計算から始めよう。この交換関孫;こ、 SE(O今 ∞)を展開した

表式

制一∞)=山(-il=命 EltlH1 (t)) 
+主己主主/。I dtl . . . dtne -E(ltll十十!tn')T(H1(tI)・雀H1 ( tn) ) (34 ) 
17z!j-∞ 

を代入しよう:

山

=す己f手乎]と土 (odtl'" dω一州十十itnl)
ご:η! 1-
×工的一世代q一的 ([Aιl(tp)lHl(tq)Hl(tr) 
P(p，q，r，…) 

十 H1 (ら)[A ぅ H1 (tq)]H1 (川十 Hl(tp)Hl(tq)[A~H1(し)]十). (35) 

ただし、 P(p，q.rf'・)は(pうも T..・1の聾換を表し、。(めはステッフ関数で品るc ここで、式(35)

での [A，Hl(引を、 JAH(O)三 JA= ig[A， Hllに対する相互作用表示 JA(t)= eiHotJAe-iHot二

ig[A，H1(引を用いて書き産そう。ここで導入した JAを基準にして、式 (35)の時間!畏序穣をむ

の左右に分けて表そう。 らが左から i番目にあるとき、 H1の分け方が丸一lCl-l通りあり、また

んの積分変数の選び方が η 通りある c そこで、改めて m=n一仁ば =l-lとすると次式が得

-10-
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られる:

[A， SE(O，-∞トλdtze-Eltli

従って、

す且竺 (0ds~ ... (0 ds~， e-E(lsil十 +ls~，I) T [叫)民(ル)J
JT。(mf)! ム Jtl

x JA(tl) 

で己主主 ftdS1 itt dM-E(;S1|十十Isrnl)T[HE(Sl) . . . HE(sm)] と。 (m)! J-∞ J-∞ 

二一λむ -Eltll仙台)品川

[A，SE(O， -(0)] =-λ快 E1tISE(0，t)州刑判

二 - j_~ dte 'Itl (JA) ，，(t)Sc(Oぅ一勾 (37) 

が導かれることになる。ここで、 (JA)H約三 Se(Oぅt)JA(t)SE(tぅ0)とJAH(t)三-gtAH(りを比較

をしてみよう:

(JA)H(t) = [AH(t)ぅSE(O，t)eiHoti(Ho + gH1)e-iHot SE(t， 0)] 

=よ4H(時十ig(l-e-Eltl)[AH(t)ゥH1H(t)]. (38) 

これから正→ 0の極限の下で、は第2項が十分に無視できて、両者を等しいとしてよいc 以下で誌

ξ→ 0を明示的に書いていない場合も、常にその極限は考慮に入れているとする。最終的に以下の

結果が得られる:

同日 (39) 

この交換関係を使って、~4_E の定義式 (31) そ書き直そう。 S行列のユニタリ性SE(Oぅ一∞)SE( ∞ぅ 0) 二

1を考慮すると、 Hoと可換な Aに対して

AE = S.ξ(0ぅ一∞)ASE( ∞ρ) 

二 (ASE(O，∞) -[A， SE(Oぅ一∞)J)SE(-∞ぅ0)

二 (A 十 l~ dte 一dlJ弘IJAH(川Jゐ担州川A血副AH(t副凶(作t吟か)

二 A ÷ fι∞JJyyd占扶前dte-E1tたte-E訂e-E戸刊一吋寸-Elt司命iいt川 t吟) μ伺州O司) 

と書けることがわかるO これが以降の主要な結論の根幹部分を支えている重要な表式である9 その

意味合いを考察するために時間穣分の解析を進めてみようむ右辺第2項で JAH(t)= -gtAH(t) 

を吊いて部分積分すると、

[0= dt川 (41) 

-11-
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と書き下せる G これを式(40)に代入すると、最終的に以下の結果を得る:

←L松市IAH(t) (42) 

実のところ、この表式がZubarevによって導入された不変部分の定義に他ならないc

この概念の理解を深めるために、 Zubぽ ev自身の局所平衡系で、の議論を次の第4.2節で晃てみよ

う。そこで、不変部分という披念と、さらには非平鮪統計演算子についても述べよう。

以上で、 Keldvsh形式での摂動項の断熱的な印加は、 Zubarev形式での遅延性をもっ長時間平

均(不変部分)をとることと等価であることを明らかにした。 Keldysh形式のこの新たな理論的な

苦景から、以下に挙げる本講義の主要内容が導かれることになる:

第 4.3節 MacLennan-Z u barevタイプの密度行手j

第 5，6章 久保公式のー殻化とショットノイズ公式

第 7 章 時間栢関関数の定常性と不可逆性

4.2 Zubarevの非平衡統計演算子

本節では、メゾスコピック系での議論から一旦離れ、 Zubarevの定式fとに従い、局所平衝状態

がよく成立しているような系の議論を行おう c そこで導入された不変部分という概念と、第4.3宣告

の議論で必要となる非平衡統計演算子を見てみることにしよう [19，20]む

まず、局所的な物理量Pmり)とそれに共役な場Fmいうt)

Po(X) =万(X)ラ Fo(xぅt)=β(X， t)う

Pl(X) = p(x)， Fl(X， t) = -β〈ιt)v(X，t)う
Pi+l(X) = n.i(X)ぅ Fi+l(ιt) =-β〈ιt)(向いうの -η'1iV2(X，の/2)

(43) 

で与えられるような局所平傷系を考えよう。なお、ここでは zにより 3次元の空間座壊を表して

いるとする。この系での局所平衡統計、演聾子は、

川)三叫(-<h(tl-~ f d3Fm(X印刷)三 exp(-SL附 出)

により定義される。ここでSL(t)はエントロピーである。争Lめは密度行列を規格化Tr(PL(t)]= 1 

するように以下で与えられる:

相)三…p(-~ f dxFm(x川) (45) 

ここで、この系で不可逆性が記述できるかを、エントロピ一生成を計算してみることで考察し

てみよう:

Tr (:t SL(t)ρL(サ=云u山)二 G ( 46) 

ワ中
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すなわち、局所平傷系で誌エントロビーの時間変化がないため、不可逆な現象を記述できないむ

Zubarevはある演算子Az(t)(時間設存があってもよい〉に対する不変部分という概念
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を定義して、不可逆牲を記述できるような理論老構成した。ここで、 AZH(むうち)泣AZ(tl)のHeisen-

berg表示である:

AZH(tl， t2)三 e
iHt2AZ(tl)e-iHt2 (48) 

繰り返しになるが、 Zubarev自身の定義では Az引に時間依存性があってもよい。とくに定常

状態で Az(t)に時間依存性がない場合は、

Az三 Az(t)う

AZH(t)三 eiHtAze -iHtう

AZE三 Azξ(t) (49) 

とすると、

ι=ει白'e-EIt'IAzH的 (50) 

が得られる。この結果が、定常状態でのKeldysh形式の断熱的な記述法から得られた式 (42)と同

じになっている。

この不変部分という量は、 (i)長時間平均による粗視化、 (ii)遅延性 (t二 ∞→ 0のみ寄与)と

いう詩徴をもっており、正→ 0でハミルトニアンと可換になることが示されている。

Zubarevは局所平債の性質を生かしながら不可逆性を記述できるように、局所平衡系でのエン

トロピーに対応する密度行列に対して、式(47)そ用いて不変部分という捜念を適用した:
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(51) 

ここで導入された密度行列PLE(時が、 MacLennan-Z ubarevが定義した非平衡続計演算子である。

この密慶行手IJを用いて、エントロビー
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(52) 

を新たに定義し、これについてエントロビー生成が正となることが示されたG

ここでは先に述べたように、l¥1acLennan-Z ubarevの非平衡統計演算子に焦点在当て、それを導

いておこうD 式 (44)でのFm(ιt)とPm(X)そ用いた ρL(t)の表式を、式 (51)に代入し部分積分

令
d
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する:

山いιl:dt占tい円I(←(ぐい一4吋争
ニ一る色ι叫Lぷ以d山E(tβ糾t吟)一写fρ4む川川zペ[ト←e-E1河(伊吋うt十仇H山(伊Z川ちJグtず均川/う)

+ λ 前 E付ゲi伊it'r写f介dx( δ Fm  ( ; j + ~ 
ただしるLE(t)は次で定義される:

ιι叫Uελぷ訓〈♂的t吟戸)
ここで、式 (53)のPmH(ιt)の時間微分の項老保存期:

δPmH(X~ t) → 

δt 十マ.JmH(丸 t)= 0 

を用いて書き直し、その結果に対して空間に関する部合積分を行う:

J dxFm(x， t + t'山川 fdxFm(xぅt十t')~~ m:J_~~' U J I dxFm(x， t + t')マ.fmH(x， t') 
δt' f 

=-B十j日 ι〈丸山')• .hnH(X， t') 
ここでB辻無担遠方での表面SBでの積分を表し、物理的にそれ詰寄与しないとしてよい:

S = I dS Fm(xぅt+ t') [.lmH(X， t') = O. (57) 
JSB 

なお、 5はlIDSに垂直な単位ベクトルである。式(56)と式 (57)の結果を、式(53)に代入すると、
最終的に密度行事jの表式が得られる:

k九Mξ正点(引…t

一 (O dめt'e乍ε一E桝]t'肘tl的2つ;γ / 刈δF九'm(い吋うtμ山十什ザ叫t'η~Fう)P九'm(収υU川うJグt'内Fう)十マVFm(μZι吋うバ州t+什げ叫tずめfう)ふんHポ(川)1J-= ム-'f ~---，δt' -;1(>¥--7- J 7 - Ilu¥--7 - I ~ / -tH..L.L \~;~ J) I 

(58) 

(54) 

(55) 

(56) 

これが Zubarevが導入した非平衡統計演算子である。

後の議論のために、 Fm(ιt)が時間に依存しなくなる定常状態Fm(ιt)三Fm(吟を考えよう。

この持、式(49)を捷って各物理量を表記すると、密度行列は次式となる:

戸L ニ e伎叫吋X却ベpべ(争<TL 写引/む叫叩ι叫(川Z
なお、右辺で、の熱力学ポテンシャル争L培、式(54)のるLE(t)に対して、定常状態では争L(t)三争L

となることを利用して、時間積分を実行した結果として得られた:

民 E(t)こ Eλdt'eξit'l争山')二争L 、‘e，
/

Q
V
 

ρ
り
/
g
a
¥
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4.3 Keldysh形式での密度行列

さてここから、 Keldysh形式での密度行列の議論に戻ることにしよう。この笥では、 Keldysh形

式での密度行列が、1¥rlacLennan-Zu barevの非平携統計演算子となることを見てみよう口式(30)の

長に対して、 ρ。の表式(2.5)を用いて展開する:

ミス (-s)η r TT  e V f 7¥ T "T  ¥ ，， 1 一色合7i品 y(NL NR)一口01s正日)
ミミ (-s)η [ εVf1¥T 7¥T ¥nl  A¥  r'¥ l 
=):~ ISE(O~ 一判的￡(-∞， 0) -え (O ， -oo)~~ (NL-.NR)SE(-OO，O)-Ool 。! I ，-， ~~， ~"2' ~ >"/-'¥  ~I 

(61 ) 

NL，NRはそれぞれHoと可換であるから、式 (40)を用いることができる:

S州E(O，仰机0仏う ∞叫 ∞丸U叫，0刈0的恥)ドニ 品品+λ快釘dte-E1一『イ吋EI
£仰印(抑似0仏ラ「一叩吋∞叫)三守;会(山託一九NR)弘削£削(一∞瓜叫ヲ，0)ト=一(山況一NR)μ+I ~~~ d占te-EitJcゐ制万ポ凶州(t判tめ). (何側3) 

e___ __，  J~ 

2' ~ '"1 I ~~ 

ここで、

JeH(t)三一三HOH(t)・
δt 

JcH(t)三一三三日LH(t)-JVR以前
δt2 

と定義されている。これらを用いると、式(30)のんは最終的に

ド戸e却斗叶(十一叶β[HO 十λ扶 併勺iソJ川 V巾(~仇昨一h刷ル)+λ占快前dte-E戸一吋寸引ξ司|

(64) 

(6.5) 

(66) 

となる。ここで、この結果と式(.59)との対応関係を見てみよう。メゾスコピック系と昂所平衡系

では系が完全に対応するもので;まないので、表式自体が等倍になっているわけではないが、式(.59) 

のFmPmで、 Fo→ βとPo→ Ho~こ応じて、マFo → β と JOH → JeH を対応させ、 F1 → -βV

とP1→ ε(NL-NR)/2ではマFl→ -sVとJIH→ JcHをとり、そして争L→ -βS10とするこ

とで、式 (59)を式(66)へと読み替えることができる。より本質的な共通因子辻、どちろも密室行

列の指数部が Zubarevの提案した不変部分により記述されているという点であるむその意味で、

Keldysh形式での密度行列 (30)が、前節で導いた MacLennan-Zubarevの非平衡統計演賀子 (59)

と同じ彰になっている。この結果は、 C本代数法によって得られた結果とも一致している吾、 4ラ.5]0

この表式の特徴として、密度行列が不変部分によって表わされていたことで、指数部分の頁もま

た不変部分によって決まっている点に着目しよう。とくに、バイアス V~こ共役な量が ε(I"h-N R) /2 

の不変部分を与えている。次章では、実はこの事実こそが、微分コンダクタンスに対する久保公

式の一般的な表式を決定していることを見ていこうむ

-15-
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5 非平衡久保公式

5.1 非平衡久保公式

この節では、メゾスコピック系での観誕量であるカレントを電位差Vで数分した微分コンダク

タンス老議論するc その表式が、本講義の主要なテーマである久保公式の一殻化として得られる

ことを示そう。

まずカレントの定義は、式 (65)の演算子を使って

J(V)三 JP→。(4H(t))=Ji!と。(お (67)

となっている。最後の等式では、第7章で証明することになる定常状襲の性質を罷ったs 微分コ

ンダクタンスを、先ほど定義したカレントの微分で以下のように定義する:

δJ(V) 
G(V)二一C¥TT ・ (68) υv 

この微分コンダクタンス (68)を具体的に書き下そうむ式 (67)を式 (68)に代入し、式(66)を用

いて密度行列のバイアス微分を行う:

G(町二 limjLTr(4FJ
g→1ちf→oaV

f T i e / "r "T  ¥ {o ，. ~δS10 1 _ i lim 晶~ Jc 1 ~(lVL -lVR) + I dte~EltIJcH(t) 十一一 !ρE~' (69) 
9→ r→o 1 -L I 2 ~- LJ - HJ  JーっC -GH¥-j'  aVJ，cJ 

この表式の[…]の中で、。。のV微分以外の項に着目しよう。これは、式 (66)の密度行列の指

数部分での、 V~こ共役な量である ε(入TL -1VR)/2の不変部分に他ならないc 従って、微分コンダ

クタンスは、カレント Jcと叫んTL-NR)/2の不変部分との栢関関数によって決定されることにな

るG その結果として、カレントー電荷相関関数とカレントーカレント相関関数が現れている点に

詮意しよう。

一方で、S10のV微分を求めてみる。熱力学ポテンシヤJvS10の定義式 (26)を使うと、

九ハー (e OfTT ~lTI i\. T 1¥T ¥ />) ii 1") -1=-EJE(NL-hh)eβ[Ho~eV(NL~NR)/2~nol ↓ 
δV --L 2 ¥. -. LJ - • ur  J 

二 Tr[SE(Oぅ∞)i(足-J.Vが E(-.X， 0) SE(O， -∞)叫(-∞ρ)]

= - (~仇 J.VR) + λdte~IElt(JcH叫刊

と書ける。したがって、 8A三 A-(A)を罷って、

G(V) = l!mβド(Jc(8NL-81VR)) + (O dte 正Itl(Jc8JcH(t)) ) g→1，E→0'- ¥2'-C¥--LJ -- ""/1 • J~= ---- ，-L--CH¥-Jlj  

二 gA O βベ巾(~討持仰似附川Jみ以柑川~(ポ(仔州5印N抗L 尚凶山))計)+十ι a飴前dte~Eltl戸刊一イイ叶引叫吋ε付市桐引叩叩i伊矧刊何t司引勺川|片V阿(持似6仏JcH(O的山)

を得るむただしくA8B)= (8A8B)とJc二 JcH(O)を使ったc 先ほど指掃したように、撤分コンダ

クタンスは2種類の相関関数により決定されている。

-16-



iKeldysh形式に基づくメゾスコピック系の非平禽久保公式とショットノイズj

微分コンダクタンスを対称化するために、上とは別の表式若書き下そう。これまでの議論で仮

定している交換関係式(2討を用いると、

「 ε 、1
0= SE(Oぅ一∞)I Ho， ~(lVL -NR) 1 SE( ∞ぅ0)L~~U'2\~'L ~'nJJ 

「 ε 1
= ISε(0 ぅ -oc)HOSE (ーおう 0) ぅ SE(Oぅ一∞)~(NL -NR)SE(-σ0，0) 1 L -..._ ¥ -) v-- '---¥ ..__ ¥ - J 2 ¥ ~ _，_'-'/._ ¥ / J 

=イ[H!比O十ι d怯tおe 正lt討り川1].
となることがわかる D ここで式加わと式(63)を用いた。この交換する 2つの量は、式 (66)にお

けるPEの指数の肩に対応しているので、

[戸E ， Ho 十 t~ dte川 (t)1 = 0 

[ト戸んE 主乎(問足一h恥)十λ d占保釘dte-Eたte-E一イ勺E
となることが分かる O このうち式(74)を式(69)式に用いると、

( ~ r e . ~ ~ (O _ ~，+'βοハ l _ ) 
G(γ)ニ JitL。吋，8¥ ~(lVL -NR) +ムdte-E'tIJcH(t)+ず IJcp十
二ゾgJjiL!旦L1hO巾附 向山}河dJc引桁)+十ι佐司中川叩t計引i同(伊山s

と書ける O ここでも (AdB)= (dAdB)を用いた。これ泣先;まどの式(71)中の期待値の中身を入れ

替えた10になっている G ここでカレントの時間に対する定堂牲を用いると、

(73) 

(74) 

JitL。(6JcH(MJcH(0))=JitPJcH(0)64以前 (76) 

を得る。これを式(75)の最右辺第2項に対して用いると、

iヰ!?O / d tおe付ギt計勺|
g→ 1，う →υ J一 f符芯 g-+i，e-+V JO 

となる。これを式(75)に戻したものと、式(71)の最右辺第2項に同様の変形をしたもの、および

式 (71)と式(75)の合計4つの式を全て足し合わせると、

I ~ e 
4G(V) = 1~1Il β~ 2 x ~[(ðJc (dNL -dNR))十 ((dJVL-dJVR) dJc)] 

g→l，E→ 0' I 2 

÷にr計山川(t))+ (dJcH(t)5.JcH(O))) } ワ討

を得るc 最終的に、徴分コンダクタンスは次のように対称化された表式で書ける事がわかる:

G(V) = 1!1Il ~ ~({ðJc ぅ ε(ðl'h -dNR)}) 
g→ 1，E→o 4 

十 l~m ~ ~ r= dte-Eltl({dJcH(t)，dJcH(的})
g→iぅE→u 士J-∞

(79) 

ウ

i
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ここで{AうB}= AB +BAは反交換関係である。

密度行列が不変部分となっていたために、被分コンタクタンス辻、力しントと ε(入TL-NR)lの

不変部分との桓関関数が決定していた。その結果として、微分コンダクタンスがカレントーカレ

ント相関関数と、電子濯での非吉明なカレントー電荷相関関数の和として表されることを示した。

次節で示すように、カレントー電荷栢関関数は隷形応答領域ではゼロになり、式 (79)は久保公

式の結果と一致する。線形コンダクタンスが、カレントーカレント相関関数で表されていた苦景

には、揺動と散逸の毘の普遍的な関係式があることはよく知られている。任意のバイアス下では、

謡動散逸定理からのずれが、非自明なカレント-電荷相関関数として付加されることになるc これ

をメゾスコピック系で、の非平模久保公式と呼ぶことにしよう。線形応答領域での確認の後に、第6

章でこのカレント-電荷栢関関数をメゾズコゼック系での物理量の読点から再検討することにし

よう c

5.2 線形応答領域

本節では、線形応答領域で、の非平穫久保公式が、これまで、の線形応答の久課公式の結果と等し

くなることを確かめる。カレントに対する線形a;答積域を議論するので、カレントのバイアス微

分であるG(V)のV=oを考えることになる。従って、線形応答領域では式(79)の右辺の相関関

数の期待誼はゼロバイアスの平衡系を考えればよい。先に述べたように、ここではカレント 電

荷相関関数を議論しようむ

そこでまず、ある演算子Cに対する平衡系の極限での期待{直 (O)e'1~こついての表記を整理して

おこう。ここでの定義は

日
U一一

喝
i
pc
 

J
F
4

ミ、nu 
n
-

-
1
i
T
i
 

Q
d
 

一一一q
 
e
 
c
 

(80) 

としている。ここで、平衡系の極限での密度行列辻、

l!m Pf!V二 Oニ εβ(H-o.)
g→1 ，E~O 

(81) 

と求められている。この結果を式俗的で使うと、 (0)刊誌通常の平衡系での期待値も表している:

{O)e'1三JitP)lv=O二 Tr(Oe -，s(H -0.)) (82) 

さて、ここからカレント←電荷梧関関数の平衡系の極援で、の議論へと移ろう:

lim〆ιe(民一向)})1"ノ=0二苛({仏ε(同 -81VR)}e-s(H-rl)) 同)
gー辻、f→

右辺への変形は式 (82)を捷った。このトレース部分において、まず式 (6めから得られる Jc エ

i[ε明記 -NR)/2、H]を代入する。その結果を{[AちB]‘A}= A_2B -BA_2を用いて書き査し、さら

Q
O
 



rKeldysh形式に基づくメゾスコピック系の非平衡久保公式とショットノイズJ

;こHln)= Enlη〉を用いてトレースを計算する:

Tr ({ 5Jc~ e( dlVL -5N R)} e-.B(H叫)= Tr ({ i [主的-52VR) ， H] : e(民-5JVR)}εs(H-!l) ) 

=125(n|[(川内)2，Enll山 -s(E日!l)

=0. (84) 

挺って、線形応答領域でこの項は寄与せず、非平衡久保公式は平傷系で、のカレントーカレント相

関関数のみで表されることが分かった:

側 =1j:む({dJcH(t)， 5Jc州 )eq (85) 

次に、この結果が従来の久保公式と一致することを確かめよう。線形応答理論から、電場の 1

次までの力しントは以下で与えられている:

み川二Jdx' cr a，s (;T， ;-r/ ，叫ん(川
ここで、 αぅ3はx:YぅZ成分を表し、電気伝導率は、

川?九J)=j[43Mω)+主16(z-zFMM]

(86) 

(87) 

と求められている [21]0ιどにより 3次元の空間座標老表しているとするむ在担サイズ導体が電

子溜へと接続された系への応用を念頭に置いて、式(87)では空間に対する並進対称性を仮定して

いないものとしようc また、カレント←カレント桔関関数法以下で定義されている:

ιョ叫ω)二 -IJ dteIwt8(t) ([djaH(X， t)ぅ灼胤的 (88) 

ここから等ポテンシャル面のアイデアを利用して、童子溜に接続された系での線形コンダクタ

ンスを求めよう [22]0まず等ポテンシャル酉&を通過するカレントを、それに垂直な単位ベクト

ルι付α)を用いて定義する:
恥叫三j叫凶恥叫

=イj気仇ωb品d叶
第2行へは式{何86引)を用い、 x'~にこついての空間積分をごιb と S主b に関する穣分;にこ直したO またカレン

トは実数の量なので電気長導率の実部だけが寄与し、それは式 (87)から

Re cras(::C， X'ういう=-iML3Mω) 、、L
F
f
J

A
V
 

ハ
吋
U

J
J
I
l
h

、、

と求められる G さらに、電場は常;こ等ポテンシャル面に垂直に生じている(E(勾ぅ叫 =E(Cb)忌(Xb)) 
事実と、 σαβ 二九句の詩に5・(crE)二({・a)(a・E)となることを用いると、 I(ιω)は、

品 ω)= J品 (jI前川刈)E(ごb) 伶
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となることが示せる。ここで J(Tは式 (88)でのカレント演算子を新たに、

ん耐)三j日付α). JH(Xa. (92) 

として定義された量である。

さて、ここから求めるべき定常電流の計算へと移ろう:

J(V)三 li弘I(ふω)

=J品叫{br怜ミ一:
まず、式 (93)の1m瓦Tに揺動最逸定理を用いると、

(93) 

1 1 e~ ，ßw - 1 r ・ 4

J当当L戸fIhmK T ( ごια

= tリj批時叩柿伊IH丘M ちJ川品品訂dIH凶H

を得る0 この結果はιとιの入れ替えに対して対称になっていることを示すことができるc 一方
で、定常電流を考えているので、 I(ごα)はどこの等ポテンシャル面かを指定している変数ιに誌
依存しなくなるc ふとιの入れ替えに隠して対称でなくて誌ならないので、結果的にι設存性も
なくなってしまう。

これらの依存性がない事実を利用して、カレントを電子溜と導体との2つの譲触部分SLとSR

での平均として再定義する:

山三 ~(J叫L(XL) 旭川十j吋~(XR) . JH(XRで今 附

この様子を図 4に示す。電流保存期に対してガウスの定理を用いると、右辺の量はそれぞれ、

図三:電子溜と左右の等ポテンシャル面SL・SR

d“SL むω(μ♂L).j沼附Hポ凶(μ(XLlt /→→メ→ 8 ケ
117~ δt 1 T7~ 

/→→ん→ δf口dSRお(XR). jH(XR， t) = -I dxv・jH(X:t) = :_，_e I dxρ(民t)三 εNRH(t)} V R ---.  J H ¥ ~~ ; -I at -}γ口
¥
}
ノco 
A
Y
 

〆'a
号、、
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iKeldysh形式に基づくメゾスコピック系の非平禽久謀公式とショットノイズj

となる。結果として、式 (95)のカレントは、

JcH(t) =←三三(NLH(t)-NRH(t)) 
δt2 

(97) 

となる。これは確かに式 (65)のカレントの定義に他ならない。よって、式 (94)のカレントをこの

みを用いて書き産すことで、式 (93)の定常電流は:

市)ニ/品 (~Jむ(陥(t)loJcH(O)])eq (98) 

と求められる。

もう一方で、カレントーカレント相関関数のι故存性がなくなる事実を踏まえると、式 (98)の
ごb積分は電場に対してのみ実行できることになる。電子海内ではポテンシャル一定とするので電

場は発生していなし10 積分は等ポテンシャル面に沿って電子謡と導体との2つの譲触部分まで行

うことになる。その電位差がちょうど、導体に印加されているパイアスを決めている:

J dCbEb = -(ct(CR) 地 ))=-v. (99) 

この結果そ式 (98)に用いると、縁形応答領域での定常電流は:

J(V) = G(O)V (100) 

と書け、隷形コンダンダクタンス G(O)は:

仰)こ;日山H(川 H(O)})eq (101) 

と得られる号

以上より、線形応答領域で、の非平衡久保公式 (85)は、確かに式 (101)の久保公式の結果と一致

している事が謹認された。

6 ショットノイズ

6.1 ショットノイズの頚究意義

さてここから、議論そ非平衡久保公式 (79)へと更し、それをメソスコピック系でのショットノ

イズという物理量の観点から見てみること;こする。それにあたって、まずはじめにショットノイズ

の研究について概観しておこうc

メゾスコピック系の観測量としては、電涜(または微分コンダクタンス)以外にカレントーカレ

ント相関関数で与えられるノイズ、パワーS(V)という量がある。それはここでの表記に従うと、以

下で定義される:

m 三J110に快 Eltl({ OJcH(t)， OJcH(O)}) (102) 
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ショットノイズは、熱雑音の消える絶対零度(T二引におけるノイズパワーS(1/)として与えられ

この量が注自を集めるようになったのは、透過率の小さな導体の議論から、 Sj2Jという

量により、電涜J(V)だけから誌議論できない単位電荷を決定できる可能性が示されたためであ

シrソトノイズがもっこの可能性が、その後の多くの系での研究を誘発してきた。中でも成功

例としては、分数量子ホール系のエッジ状態閣でのラフワン準粒子の分数電荷ε/3が決定された

ことが挙げられる [26ぅ 27]c 参考までに、図5に実験でショットノイズの電流に対する比例係数か

ら単位電話が決定された結果を示しておく j271c

てきた。

る。
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FIG. 2. Tunneling noise at v = 1/3 (VL = 2/3) whel1 f01-
!o官 il1gpath A al1d plotted versus Isニ (εヱ/3h)V山一 1(五lled
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国 5:分数電荷ej3の決定 [27]

現在では、ショットノイズは非平語特性を議論する際の標準的な物理量としての地位が確立され

ている。これまでのショットノイズ研究では、熱雑音が掠制された低温が主に関心が持たれてきた

ことは述べた。任意の温慶鎮域でのショットノイズを議論するための処方実があると、研究の可能

性が広がると期待される。

非平衡久保公式に基づくシ三ツトノイズの研究

次に、非平衡久保公式(79)をこのショットノイズという量から考察してみよう。まず、式(102)

からカレントーカレント栢関関数はS(V)と表わされていた。さらに、非自明なカレント-電荷相

6.2 

(103) 

関関数を次式で定義する:

Sh(V)三 l!IIl ~ ({ r5Jcラε(r5NL- r5NR)}) 
g→l宅E→0
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この持、非平衡久保公式 (79)は、

Sh(V) = S(V) -4kBTG(V) (104) 

と書き直すことができる。ここでβ=1/匂Tを用いたc

さて、このSh行うという量がこれまでのショットノイズの稜念の自黙な拡張を寺えていることそ

見てみよう。まずはじめに、これまでショットノイズは、絶対零度T=OでのノイズパワーS(V)

として定義されてきたことは先にも述べた。 T=Oでは式(104)はSh(V)= S(V)そ与え、 Sh(V)

が確かにこれまでのショットノイズの定義と等しくなっていることを示している。次Lこ、有摂温

室でも相互作用のない系では、ノイズパワーから熱雑吾をヲ|いた量SO(V)-4kBTGo(V)がショッ

トノイズを与えてきた [23ぅ24]0式(104)の右辺は、この議論を相互作用がある場合へと一般化し

た表式となっている。最後に、カレントに対する線形応答領域では式(84)で示したように、カレ

ント-電荷相関関数が寄与しなくなるため、定義式 (103)から明ちかに Sh(O)= 0となる。結果

として、 Nyquist-Johnson関係式針。)= 4kBTG(0)[23ぅ24}が正しく導かれるc 以上の考察から、

Sh(刊を任意の温度でのショットノイズ公式として提案しよう G

結果的に不変部分という概念が、非平衡久保公式を通じてメゾスコゼック系の物理量の一穀的

な関係式 (104)へと導かれることがわかる。これを用いてぬ(V)を理論的に見積もった結果は、

実験での観測量である S(V)とG(V)から決定された S(¥/)-4kBTG(V)と比較検討できる。従っ

て、非平衡久保公式により、任意の混度でのショットノイズ研究の処方妻が与えられている。

6.3 U = 0 Anderson模型による確認

前節までで、非平模久保公式とショットノイズについての一般論は終えているが、呉体的な系で

ある量子ドット系でこの提案を確認することにより理論を補強しておこう。

モデルとしては、相互作用のない Anderson模型を考察する:

H 二玄 εαkcLた〆αkσ 十 ξd~nσ+2二 IWC;kσdσ 十 h.c (105) 
αkσ σ αl屯σ

α泣左右のリード線を表す変数で、 LとRをとる。第1項が左右のリード線の運動エネルギーで、

第2項がドット内のエネルギー準位で、あり、最後がドット リード間の混成項を表すむ CLKJま、左

または右のリード線で波数kでスピン σをもっ電子を生成する演算子であるむまた、 dtがドット
内でスピン σをもっ電子を生成する演算子である。さらに、均二dtιと与えられている。
この模型に対し、 KeldyshGreen関数を用いてカレントが計算できる:

日 r=dcム)
" .]¥J(1/) = 2e I ~--Tll(ゅう(fL(叫 -fR(ω))署 (106) 

J-= 2π 

ここで、各量に対して指数0によりクーロン相互律用 Uの零次そ表すものとする。透過確率TO(ω)

は、

。 (ω)rR(ω)
TU(ω〉二

Lい)+rR(ω) 

-23-
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と得られ、共鳴幅rL，R(叫と左右のリード線でのフェルミ分布関数誌、

rL，R(ω)ニ計三二|九州28(ω εL，Rk)ぅ

fL，R(W)二 4iTJ/引寸 (目的

により与えられている。

微分コンダクタンスは定義により、式 (106)をVで数分すると得られる:

r. ~_ _， _.， r∞ dw " 
ぴ(V)ニ sef- I ~-_ TU(ω)(fL(ω)(1 -fL糾)+ fR(ω)(1 -fRい))). (109) 

)-00 2π 

一方、ノイズパワーも定義式(102)にKeldyshGreen関数を用いて計算できる:

ハ.， r= dw _() 
SU(V) = 4e;o I ~-Tυ(ω)(!L(ω)(l-fL(ω)) + fR(ω)(1 -fR(W))) 

) -00 27了

+也壬4e2に主PT?門九内O(w川O(w)(μ川州ω吋州)(什ト1ト一TO(w))(仇丘仙川(い川ω叫)ト一h耐仙山い糾ω)げ)2 川

相互イ作宇用のない系ではよく知られているよう;にこ[ロ23、2註4う25司i、ノイズパワーは第 l項の熱雑音と第
2項のショットノイズの和として表されている。

式 (109)と式(110)からすぐに、

っ f∞ dwSO(V) -4kBTC
o(V) =釘 I ~..u TO ( w ) (1 -TO (叫)(fL(ω)← fRいうf (111) 

J_
∞ 2π 

が得られる。左辺がノイズパワーかち熱雑吾そヲ|いた表式に対応しており、そして右辺がショット

ノイズを表していることがわかるc ここまでは、これまでによく知られた事実であるc

繰り返しになるが、非平衡久保公式に基づいた理論で新しい点は、ショットノイズ自捧の公式そ

式 (103)により提案した点であるc その公式は当然、 S(γ)や C(V)とは独立して計算できるc 相

互作用のないAnderson模型に対して、実擦に KeldyshGreen関数を思いて SR(V)を計算してみ

ると、

将(V)二 4e2に宮内(1 内)(山←叫)2 (112) 

と求められる。これは式 (111)のショットノイズに生ならないことがわかる。

以上ょっ、相互作用のないAnderson摸型に対し、新公式(103)誌確かにショットノイズ老表し、

結果として非手傷久保公式SR(V)ニデ(V)-4kBTCO(V)が成立していることを証明したc

7 非平衡定常状態の性質

ここまでで、本講義の中心的なテーマで、ある非平笥久保公式の導出と、それに基づくショットノ

イズ公式とその応用の提案を終えたことになるむ第4.1諒で指摘し、そしてこれまでにも見てき

たように、これは密度行列が不変部分として表わされる事実の直接的な帰結であった。実はこの

同じ普景から、全く対象が異なると思われるような、定需性と不可逆性を議議することができる。

この最畿の章では、これまで Kelds¥γh形式では言及されてこなかった、この非平衡定書状態の註

質を証明してみよう c
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7.1 時間相関関数の定堂性

まずここでは、カレントの期待値の時間依存性を議論し、式 (67)を示そう:

l!m ~ (JcH(t)) = l~m ~ (Jc). 
→i、E→ u g→ 1，ε→u 

定義より、

(JcH( t))二 Tr(んJcH(t))

二 Tr(UE(tぢ叫んUE(O、t)み) (113) 

となっている。ここで UE布、O)pεU<:(Oぅt)に注目しようc これを考察するために、任意の演賀子B

Lこ対する豆eisenberg表示:BH(時二 UE(Oぅt)BUE(tぅ0)の時間微分を考える:

。ι(0，t) δUE(tぅ0)
-BH(t)z ' BUE(Zぅ0)十立(0ぅt)B
δtδtδt  

= -iUE(Oうt)[BラHE(t)]に(仁0)

= -JBH(t). (114) 

ここで第2行へは、 UE(仁0)の運動方程式とそのエルミート共役な表式:

ifIE日仁0)二 Hε(t)UE(t，O)ぅ
δt 

i三UE(Oグ)= U<:(Oパ)H<:(t)
δt 

を吊いているc また第3行へは定義式:

(115) 

JB三 i[B‘HE(t)] (116) 

を舟いたc 以下の議論のために便宣上、 HEの時間依存性を陽に HE(t)と書いているョ

ここで、式 (114)の両辺を [0，t]にわたって時間積分しよう:

帥)一 B ニ-ltd山何 (117) 

この両辺に、左から ι(tラ0)と右から ι(0ぅt)をそれぞれ演算し、 Uε(tぅO)BU<:(O，t)についての表

式;こ変形する:

引 tぅ肌川 =B十lt叫ドぅ山(t川ぅt)
この式でB=長としたものを式 (113)に代入する:

日ト Tr[(ι トltdt1 UE(t叫ポt1)民(O，t))JC] 
二中ltdtlTr [JpEH(以 H(t)]

(118) 

(119) 

戸ひっ担
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この結果から、定常性を示すには右辺第2項が ξ→ 0で0になることを示せばよい。

まずは、 Jんという量に着目しよう c ここで、長の定義式 (30)は、実は式 (42)を用いて不変部

分の表式としても書ける: 一j二位ffε~同 (120) 

この密度行列の表式を式 (116)に代入することでJんが得られる:

ド (121) 

さてここから、式 (121)にH王(伺t吟)士 Hξf(t収t')十 (HE(例fめ)~H，正 (t')片)を用いた表式を書き宣そう:

ι ~ ic 1~ dt'e 旬 。H(t')互酎耐叫E(t'川(οゲ的t'めfうド)

二 ξλd心d船前t'e釘F乍γe一ぺ一咋P円)ト十什i〈 dhεltrig(fti-e-M)[山川
=ε(ρo 叶 iEλdt'e叫 (e-Eltl ~ e -E1t/l)川)，HIJ . (122) 

最後の表式の第2項は、ぞ→0のもとでは、 e-E1tl~ e-Elt/l→ 0のため寄与しない。この結果在、

ξ→ Gでの式 (119)の右辺第2項のトレースに用いると、

lizZTI[JAH(Z1)JcH(t);=← limξ. Tr [(ρo 一戸~) UE(tl， O)JcH(りι二(0，tl)] (123) 
ε→ O 

と書ける。 ρ。や長での期待誼が有程であると仮定すると、 εの比例昌子のために、

lirも工r[Jp~H(た )JcH(t)] ェ 0

となる。この結果を、 E→ 0のもとでの式 (119)に用いると、

liIZ(JcH(t)〉=li当(Jc)

が最終的に得られる。従ってカレントの定常牲が示された。同様の議論に基づいて、

も言正明できる。

lirrl(JcH(t)JcH(t')) = lill}(JcH(t ~ t')JcH(O)) 
Eー→O

(124) 

(125) 

(126) 

これまでKcldysh形式では、時間に依存した期待値の定幸性の性質は薮定されてきたcしかし

ながら、ここで示したように、 Keldysh形式での蜜度行列が不変部分になっているという事実か

ら定堂状患が証明できることがわかったc
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7.2 不可逆性

本節では、エントロビー生成をバイアスの最抵次まで、求め、不可逆牲を議論しよう。まず、 Zubぽ仰

が定義したエントロビーは、

S(t) 三 l~rn ~ Tr (ρ正(t)lnρ。)
g--> 1，E→υ 

と与えられている D このエントロゼーの定義を用いて、エントロど一生成は、

σ(t)三 11s(t)
δt 

二 l巨im T主壬引r(魯( 三《州叫州(収的t時引杭〉汁l
g一1，司E→o--¥δt r c ¥ ~ J ---rv  ) 

(127) 

(128) 

(129) 

となる。

このエントロビ一生成の一較的な表式を導出しよう c そこで式 (129)のトレース部分を求めるむ

密度行列の時間微分は vonNeumann方程式 (18)を用いて書き直し、その表式を Tr([AラB]C)二

主主(B[CちA])により変形する:

u (iMt)川 = 吋[民 以州山t吟叫叩}月肝]ln 
-}山吋壬吋(州[lnpoρ向o，HEウιιι叫iウ). (β1制

式(ロ25司)のρ拘Oの定義と、 vonNeumann方程式の形式解 (20)を用いると、

lnρo二 s[ι 主同 NR)一向]
ρε(t) ェ ζTE(tち0)ρε(0)じε(0守的 (131) 

が得られる。これらを用いると、式(130)の最後の表式は、

一 iTr(叫 [lnPo~ HE1) 
(/__  _" re 1_ ，¥'1 

= isTr i PE(O) {Uε(0うt)[HoぅHE]UE(t，O)-Vu三(0宅t)卜(J¥江-JVR)‘HE I UE(t~ 0) ) ~ (132) l' ~， I ¥ ~， ， J L ~， ~J ~ ¥ ~， - J L 2 ¥ ，J '"/  ~ J ~， / J J 

と求められる。ところで、式(64)と式 (65)で定義したカレント JεH仰と JcH(りは、式 (33)のカ

レントの表式を考慮すると、

iu三(0弓t)[Ho、Hε]UE(tラ0)二 jεH(りで

iι(仰)[i(NLATR)ιE]UE(t，O)二 JcH(t)

と書ける。これを式 (132) の右辺に1~入すると、

(133) 

(134) 

/1Tr [ρE(O) (J，εH(t) -lT JcH(t))] = β( (JeH(め)-V (JcH (t)) ) 

が得られる。この結果を用いると、式 (130)泣次のように得られる:

Tr (が山内)=β((JeH(t))-V (JcH(t))) 

(135) 

(136) 

円

iつム
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これを式 (129)に代入することで、出発点となるエントヨピ一生成の一般的な表式が得られる:

σ(t)=-J!?-044HO))-V〈4d))) (137) 

ここから、式(137)のエントヨゼ一生成の表式を、バイアスの最抵次である 2次まで求め、それ

が常に正であることを示そう。まず準備として、エントロゼ一生成に対する Vの1階微分と 2階

微分を求める:

θσ(t) 
一一二 βlim っ((Je)-V(Jc)) 
δV 9→1.1'→o 8l 

/δ(Je) δ(Jcl I T ¥ ¥ 
二 -s ltm ~ ( ~一一ーし一一一(お)‘ (138) 
タ→1，E→o¥δVδV \-~J ) 

。2σ(t) θ/δ(J，ε)δ(Jc) I T ¥ ¥ 

← lT  r'1 β 1im -l-- V一一一一 (Jc)I 8V2 9→1.1'→o8V ¥δVδV 、 f} 

/δ2(Je) TT82(Jcl δ(Jc) ¥ 
= β lim ~ I ~一一一予一一一 -2一一:_ ) • (139) 
g→1ぅE→o¥δV2 δV2 -8¥7 } 

次;こ、密度行列ι;こ対しても γの 1階微分と 2階微分を求める:
生二JLP一β[丘一V(lVLε一九)/2-00]
δVδV  

二 βi(九九片品刊九九)/2-Do]. (140) 

ど151'二三?一円 β戸ひと+引九九)/2-00]
δV2 δγγ 

ニド;(丸一九)]2 e-s[HoE+eI'凡一九件叫 (141) 

エントロビ一生成のVの1次の努数を求めよう。式 (138)でV=oとすると、 (Jc)!V=O二 Oと

なるので JeのV微分の項だけが残る:

δσ(t) 1 n ，. _ 8(Je) 1 
一一 =-s l!m ~ -~:;I 1 (142) 
δV 1""=0 9→1戸 0δV [V=。

(，f.ε)のV微分では、式(140)を用い密裏行亨IJのV微分を行う。さらに、式(133)から Je= i[HolH] 

を用いると、

日下044]ihO
=ぺ叫(民)H-同)九一九)151']Iv=o (143) 

を得る。式 (143)を式 (142)に代入する:

。σ(t)1 "o2e ，"_ 1T'__lfTTTT  TTTT¥/7¥T 1¥T \~l\ V~T\;JI =iß2~ l!m ~Trl(HoH-HHo)(抗l' - 1VRE)15ell δV Iv=o -/-2 9→l.e→o --L ¥--V-- -----Vj ，-LJC - iLLjr '-J ! v=。
ところで、 g-→1，E ------+ 0では、不変部分の特徴としてハミルトニアンと可換となっていた。すな

わち、 H とJVL，Reとんがそれぞれ可換となる。この事実とトレース内の巡屈置換を用いると以下

の関祭式が得られる:

(144) 
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この結果を考慮すると、式(144)の右辺はゼロとなるc 従って、エントロビー生成のVのl次の

係数は、

δσ(t) 1 n 

δv Iv= 
(146) 

となり寄与しないことがわかる。

同様にして、エントロビー生成のVの2次の採数を考えよう。式(139)でγ=0とすると、 V

Lこ比例する項は治える:

1δ2σ(t) I 1 0 1'___ (δ2(Je) .JJ(Jc) ¥ I 
21 8V2 I V =0 21 ;~ g_;î~~""--+o ¥δV2 - δV ) Iγ二 O

(147) 

まず第 l項老議論しようむ (J，ε)のVの2階微分では、式(141)を用いて密度行列のVの2賠微分

を行い、さらに 1次と同様にみ =i[HoぅH]を用いる:

82(J，ε) 1 m rδ2h1! 
一一一一!_I = Tr I Jρ 一一~I i 。γ三 iv二 o _-L じ UいJ1]，7二二O

= I;戸 Tr1 (HoH 問)(丸一九)うε11. (目的
主 L J IV=O 

これもまた 1次と同様に、 g→ 1ぅE→ 0のもとでの H とJ_-rv.Lうたと密度行列んが可換である事実

を考慮すると、
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が得られる。従って、式 (147)の右辺第1項はエントロピ一生成には寄与しないことがわかる。

次に、式(147)の右辺第2項そ見てみよう。定義式(67)と(68)老考虐すると、この項はv=o

での微分コンダクタンスに{告ならない:

、もa
，jdnυ
 G
 -一内

リ一ヤ

7
h
一
V

M

町一。丹りmh
 

Q
U
 

(150) 

式 (149)と式 (150)の結果から、式(147)の表式として以下を得る:

1δ2σ(t) 1 
一一一γI = i3G(0). 
2!σV~ Iv=o 

(151) 

以上より、式(144)と式(151)の結果から、エントロゼ一生成の Vの2次までを評価すると、

iδσ(t) I ， T r2 1δ2σ(t) I 
σ(t)三三 σ(t)1 + V 一一一 +V 一一-i

1"ハ δγ|打日 21δV2 117 ハ
山ニリ iν 二 ¥J ! v-¥) 

=βG(0)V2三O. (152) 

となり、この範囲で正となっていることがわかる。
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8 まとめ

本講義でほ、まずメゾスコピック系に誌毘されたKeld:yァsh形式での摂動項の新熱的印加を解析

し、それが Zubarevの導入した不変部分を導入する手続きと同じであることを示したo Keldysh 

形式のこの性質が新たに明らかにされたことで、以下の本講義の結果が導かれることになった口

まず、密度行列がMacLennan-Z u barevタイプの非平衡続計演算子となることがわかった。さら

に、この密度行事IJの指数部で、のバイアスに共役な量も不変部分として表わされるために、微分コ

ンダクタンスの一般的な表式が、カレントーカレント杷関関数とカレント 電荷相関関数により

表わさ仇ることを示したc 線形応答領域ではカレント-電荷拒関関数はゼロとなり、久保公式が

再現できることを薩認した。線形領域から外れて初めて、この非自明な相関関数が微分コンダク

タンスに寄与することになる。これそ非平傷久保公式と呼ぶことにした。

次;こ、このカレント 電荷栢関関数に焦点を当てた議論を行ったc 実は、これがショットノイズ

の任意の温度への白然な拡張を与えていることを示したG 結果的に、不変部分という概念が、非平

衡久保公式を通じて、ショットノイズ、ノイズパワー、微分コンダクタンスというメゾスコピック

系の物理量を堂に関係づけるだけの普遍性をもつことがわかったむこの物理量間の関係式を用い

て、任意の温震でのショットノイズ研究の方針を提案した。この提案を相互作用のないAnderson

摸型に対して、五eldyshGreen関数を用いて具体的に計算して確認を行ったむ

最設に、密度行手IJが不変部分として決定されていることにより、これまでKeldyshGreen関数

では仮定されてきた、時間相関関数の定常性も証明できること老示した。またエントロピ一生戒

をバイアスの最低次まで求めた結果が正になることを示し、確かに不可逆性が記述できているこ

とがわかった。
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